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本 书 是 F. 克 莱 因 的 名 著 ， 其 内 容 是 作者 在 临终 前 一 两 年 给 部 分 同事 所 
作 的 讲演 ， 而 由 他 的 学 生 们 编辑 成 书 。 书 中 介绍 了 数学 科学 在 19 世 纪 的 发 
展 。 在 本 卷 〈《 第 一 卷 ) 中 ， 非 常 详尽 而 且 有 批判 性 地 分 析 了 高 斯 、 黎 曼 、 魏 
尔 斯 特 拉 斯 、 柯 西 、 伽 罗 瓦 等 一 大 批 最 重要 的 数学 家 的 数学 思想 和 贡献 ; 也 
介绍 了 一 大 批 物理 学 ( 特别 是 数学 物理 学 ) 大 师 如 开尔文 、 麦 克 斯 韦 、 雍 姆 
电 效 的 思想 和 业绩 ; 详细 讨论 了 一 些 最 重要 的 数学 分 支 ( 函数 论 ， 射 影 几 
何 ， 代 数 几何 等 ) 的 缘起 和 前 景 。 本 书 适 合 从 事 数学 的 研究 和 教学 的 大 学 水 
平 以 上 的 学 生 和 教师 学 习 参 考 ， 也 适合 研究 科学 史 、 数学 史 和 关心 、 研 究 一 
般 的 科学 思想 文化 发 展 的 读者 阅读 。 
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内 容 提要 


本 书 是 F. 克 菜 因 的 名 著 , 其 内 容 是 作者 在 临终 前 一 两 年 给 部 分 同事 所 作 的 讲演 , 而 由 他 的 
学 生 们 编辑 成 书 。 书 中 介绍 了 数学 科学 在 19 世纪 的 发 展 。 在 本 卷 (第 一 卷 ) 非常 详尽 且 有 批判 
性 地 分 析 了 高 斯 、 黎 曼 、 魏 尔 斯 特 拉 斯 、 柯 西 、 伽 罗 瓦 等 一 大 批 最 重要 的 数学 家 的 数学 思想 和 贡 
献 ; 也 介绍 了 一 大 批 物 理学 (特别 是 数学 物理 学 ) 大 师 如 开尔文 、 麦 克 斯 韦 、 亥 姆 霍 交 的 思想 和 
业绩 ; 并 详细 讨论 了 一 些 最 重要 的 数学 分 支 (函数 论 、 射 影 几何 、 代 数 几 何等 ) 的 缘起 和 前 景 。 

本 书 适合 从 事 数学 的 研究 和 教学 的 大 学 水 平 以 上 的 学 生 和 教师 学 习 参 考 , 也 适合 研究 科学 
史 、 数 学 史 和 关心 、 研 究 一 般 的 科学 思想 文化 发 展 的 读者 阅读 。 
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改革 开放 以 后 , 国内 大 学 逐渐 与 国外 的 大 学 增加 交流 。 无 论 到 国外 留学 或 邀请 
外 地 学 者 到 中 国 访 问 的 学 者 每 年 都 有 增长 , 对 中 国 的 科学 现代 化 都 大 有 帮助 。 但 是 
在 翻译 外 国文 献 方 面 的 工作 尚 不 能 算 多 。 基本 上 所 有 中 国 的 教科 书 都 还 是 由 本 国 
教授 撰写 , 有 些 已 经 比较 陈旧 , 追 不 上 时 代 了 。 很 多 国家 , 例如 俄罗斯 、 日 本 等 ,都 
大 量 翻 译 外 文书 本 来 增长 本 国 国 民 的 阅读 内 容 , 对 数学 的 研究 都 大 有 神 益 。 高 等 教 
育 出 版 社 和 海外 的 国际 出 版 社 有 见 及 此 , 开始 计划 做 有 系统 的 翻译 ,由 王 元 院士 领 
导 , 北京 的 晨 兴 数学 中 心 和 杭州 的 浙江 大 学 数学 科学 研究 中 心 共 同 组 织 数学 教授 进 
行 这 个 工作 。 参与 的 教授 很 多 , 有 杨 乐 院士 , 刘 克 峰 教 授 等 等 。 我 们 希望 这 套 翻 译 
书 能 够 使 我 们 的 大 学 生 有 更 多 的 角度 来 看 数学 , 丰富 他 们 的 知识 。 海 外 的 出 版 公司 
如 美国 数学 学 会 等 多 有 帮助 , 我 们 说 此 鸣谢 。 


丘成桐 (Shing-Tung Yau) 
2005 年 1 月 
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现在 呈献 给 读者 的 这 部 书 ,， 是 一 部 公认 的 名 著 。 为 了 了 和 解 这 部 书 的 意义 , 我 
们 先 介绍 一 下 作者 的 生平 和 他 对 于 数学 的 贡献 。 这 里 所 用 的 材料 主要 来 自 www- 


history.mces.standrews.ac.uk/biographies /klein.html 


克 莱 因 (Felix Christian Klein) 是 著名 的 德国 数学 家 。1849 年 4 月 25 日 生 于 
莱茵 河畔 的 名 城 杜 塞 尔 多 夫 (Diisseldorf)。 当 时 , 普鲁士 人 统治 着 这 座 城 市 , 遭 到 了 
莱茵 河流 域 人 民 的 激烈 反对 , 而 他 的 父亲 就 是 一 位 普鲁士 官员 。 克 莱 因 也 就 继承 了 
普鲁士 人 特有 的 顽固 , 死板 ; 他 的 社会 政治 观点 也 是 普鲁士 化 的 。 但 是 , 克 莱 因 的 
数学 作风 和 他 的 教学 却 是 十 分 生动 活泼 。 他 的 女 学 生 Grace Chisholm Young 就 说 
过 , 他 最 喜爱 的 格言 就 是 “ 切 纪 呆板 (Never be dull)。 


克 莱 因 在 杜 塞 尔 多 夫 的 中 学 (Gymnasium) 毕业 后 , 就 于 1865 一 1866 学 年 进入 
波恩 大 学 , 师 从 普 吕 克 。 当 时 普 吕 克 同 时 据 有 两 个 教 职 : 实验 物理 学 和 几何 学 , 而 克 
莱 因 是 作为 物理 学 生 进 入 波恩 大 学 的 , 在 当 学 生 时 就 是 普 吕 克 的 物理 学 实验 室 的 助 
理 。 可 是 这 时 , 普 吕 到 的 兴趣 已 经 完全 转向 几何 学 , 这 就 决定 了 克 莱 因 一 生 的 事业 
在 于 数学 。1868 年 , 克 莱 因 在 普 吕 克 指 导 下 获得 了 博士 学 位 , 博士 论文 就 以 普 吕 克 
所 研究 的 线 几 何 学 为 题 。 正 在 这 时 , 普 吕 克 去 世 , 克 莱 因 也 就 不 能 再 停留 在 波恩 了 。 
他 有 好 几 年 在 柏林 , 格 丁 根 和 巴黎 游学 。1870 年 当 他 正在 巴黎 时 , 你 斯 麦 一 封 故 意 
羞辱 法 国 皇 带 的 信使 得 普法 战争 爆发 , 克 莱 因 也 就 回 到 了 德国 。 在 这 部 书 的 字 里 行 
间 , 处 处 可 看 出 殉 莱 因 对 法 国 (包括 拿破仑 ) 颇 有 微 词 , 尽管 他 充分 地 估计 了 拿破仑 
的 统治 对 于 数学 的 极 大 的 促进 。 克 菜 因 一 直 得 到 克 莱 布 什 (当时 起 领导 作用 的 德国 
数学 家 之 一 ) 的 高 度 评价 。 他 认为 克 莱 因 必定 会 成 为 当时 德国 的 数学 领袖 人 物 , 并 
且 推 荐 他 担任 爱 尔 朗 根 大 学 的 几何 学 教 职 。1872 年 , 克 莱 因 来 到 爱 尔 朗 根 , 他 的 就 
职 演说 就 是 著名 的 “ 爱 尔 朗 根 纲 领 ”。 那 时 他 还 只 有 23 岁 。 
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但 是 死 莱 因 并 设 有 留 在 爱 尔 明 根 ， 因 为 那个 大 学 太 小 ,没有 几 个 学 数学 的 学 
生 。1875 年 , 他 来 到 莫 尼 黑 高 工 和 殉 莱 布什 的 男 一 位 学 生 布 里 尔 一 同 工 作 了 5 年 。 
他 们 二 人 都 爱好 教学 , 为 学 生 们 开设 了 许多 高 深 的 数学 课程 ; 他 们 二 人 又 都 热衷 于 
数学 教学 的 改革 , 例如 布 里 尔 就 很 关心 用 几何 模型 来 教 几何 课 , 而 且 自 己 制 作 了 许 
多 模型 。 殉 莱 因 也 有 同样 的 爱好 , 殉 莱 因 自 己 制作 的 模型 , 至 今 仍然 陈列 在 格 丁 根 
大 学 数学 系 的 大 厅 里 。 当 时 在 莫 尼 黑 高 工 , 有 许多 后 来 有 大 成 就 的 数学 家 和 物理 学 
家 。 最 著名 的 应 该 是 量子 物理 的 创始 人 普 归 殉 。 数 学 家 中 则 可 以 举 出 如 赫 尔 维 蒋 和 
龙 格 。 其 中 有 一 些 就 是 殉 莱 因 的 学 生 , 例如 赫 尔 维 次 。 


1875 年 , 元 莱 因 在 菇 尼 黑 娶 Anne Hegel (哲学 家 黑 格 尔 的 孙女 ) 为 妻 。 


最 重要 的 转折 点 是 1880 年 区 菜 因 接任 莱比锡 大 学 的 几何 学 教授 。 当 时 在 那里 
的 还 有 著名 的 挪威 数学 家 李 ( 李 群 理论 的 建立 者 )。 二 人 之 间 有 亲密 的 关系 (不 仅 是 
个 人 的 , 尤其 是 学 术 上 的 )。 他 们 不 仪 共同 做 出 了 许多 关于 代数 几何 学 的 工作 , 特别 
是 , 李 引 导 克 莱 因 特别 关注 群 在 整个 数 竺 (特别 是 几何 学 ) 中 的 关键 作用 。 


可 以 睹 不 众 大 地 说 , 克 莱 因 在 莱比锡 建立 起 了 一 个 几何 学 派 。 克 莱 因 在 几何 学 
里 的 贡献 , 首 匈 应 该 举 出 的 是 他 提出 了 爱 尔 朗 根 纲领 , 其 中 明确 了 几何 学 研究 的 内 
容 就 是 空间 在 各 种 变换 群 下 的 不 变性 质 。 这 一 个 纲领 自然 应 该 包括 欧 氏 几何 和 非 
欧 几 何 , 包括 度量 几何 , 仿 射 几何 和 射影 几何 。 殉 莱 因 对 于 射影 几何 有 特别 的 关注 。 
他 在 这 方面 的 贡献 当然 首先 来 自 他 的 老师 普 吕 克 , 而 且 直 和 追 古典 的 法 国 几何 学 家 
们 , 如 聚 日 , 庞 塞 菜 , 还 有 英国 几何 学 家 凯 莱 。 元 莱 因 真正 脱离 了 度量 几何 的 攀 篇 建 
立 起 射影 几何 。 尽管 弛 莱 一 直 没 有 接受 元 莱 因 的 思想 , 并 且 认 为 其 中 有 循环 论证 之 
媒 。 元 莱 因 在 非 欧 几何 的 建立 上 也 有 特殊 的 贡献 : 他 给 出 了 有 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 所 
谓 射 影 模 型 , 用 射影 几何 来 说 明 欧 氏 几 何 和 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 相互 关系 。 得 出 了 
欧 氏 几何 相 容 的 充分 必要 条 件 就 是 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 也 相 容 。 这 样 , 彻底 解决 了 非 
欧 几 何 相 容 性 的 问题 。 

尽管 元 莱 因 在 几何 学 方面 有 如 此 重大 的 贡献 , 他 自己 却 认为 自己 的 得 意 之 笔 ， 
即 最 重要 的 贡献 在 于 继承 和 发 展 了 黎 曼 关于 复 变 量 函 数 的 几何 理论 。 克 莱 因 和 黎 
曼 并 未 见 过 面 。 黎 曼 去 世 时 (1866 年 ) 殉 莱 因 还 在 波恩 大 学 读书 。 倒 是 克 莱 因 却 直 
接听 过 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 课 。 不 过 他 不 赞成 后 者 的 思想 和 方法 , 尽管 他 们 的 工作 多 有 
互相 交叉 之 处 , 而 且 互 相连 接 。 至 于 黎 曼 , 克 莱 因 却 一 直 公 开 声 称 自己 愿 继承 其 思 
想 和 工作 。 他 把 目 己 的 一 些 最 重要 的 成 就 归功 于 自己 发 展 了 黎 曼 的 思想 , 把 黎 曼 关 
于 复 变 量 盟 数 理论 的 几何 思想 与 代数 、 群 论 、 不 变 式 论 和 数论 结合 起 来 ; 特别 是 ， 
他 目 己 的 领域 中 的 椭圆 函数 论 和 上 自 守 函 数论 就 是 这 种 结合 的 产物 。 他 在 1882 年 写 
的 《代数 函数 及 其 积分 的 歼 曼 理论 ) 一 书 中 还 把 它 与 位 势 理论 、 共 形 映 射 以 及 流体 
力学 连接 起 来 。 克 莱 因 还 对 于 高 于 四 次 的 代数 方程 理论 有 极 大 的 兴趣 , 特别 是 关心 
五 次 方程 的 超越 解法 。 这 些 当然 与 伽 罗 瓦 理 论 有 紧密 的 联系 。 他 在 《 论 二 十 面体 》 
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一 书 中 彻底 解决 了 这 个 问题 。 这些, 又 引导 他 进入 椭圆 模 函 数理 论 的 研究 。 由 此 开 
始 了 他 与 庞 加 莱 的 来 往 与 争论 。 其 中 最 重要 的 是 关于 单 值 化 定理 的 提出 与 证 明 。 

但 是 莱比锡 的 几 年 工作 给 克 莱 因 带 来 的 思想 负担 极 重 , 终于 导致 了 他 的 重病 以 
致 思想 几乎 崩溃 。 这 以 后 , 克 菜 因 的 数学 研究 生活 基本 上 就 结束 了 。 他 后 来 的 主要 
贡献 就 在 于 组 织 工作 和 数学 教育 。1886 年 他 来 到 格 丁 根 。 他 的 目标 就 是 把 格 丁 根 
建成 领导 全 世界 的 数学 研究 中 心 之 一 。 希 尔 伯 特 就 是 由 他 在 1895 年 延揽 到 格 丁 根 
的 。 他 的 目标 实现 了 。 自 此 , 直到 希特勒 的 反 犹太 清洗 使 得 格 丁 根 元 气 大 伤 , 格 丁 
根 一 直 是 世界 上 最 重要 的 数学 中 心 之 一 。 

他 对 数学 组 织 工作 的 另 一 个 重大 贡献 , 是 接手 主办 《数学 年 刊 》。 这 份 刊物 本 
来 是 由 克 莱 布什 创立 的 。 由 于 克 菜 因 的 苦心 经 营 , 终于 成 了 具有 世界 影响 的 最 重要 
的 数学 刊物 之 一 。 

从 1900 年 开始 , 克 莱 因 就 注意 到 中 学 阶段 的 数学 教育 的 改革 。 他 的 中 心 主张 可 
以 用 他 的 一 名 话 来 表述 : “每 一 个 了 解 这 门 学 科 (数学 ) 的 人 都 会 同意 , 对 于 大 目 然 
的 科学 解释 的 基础 ,只 有 那些 学 过 一 点 微 积分 初步 加 上 解析 几何 的 人 才能 懂得 。” 
也 就 是 说 , 应 该 把 微 积 分 初步 加 上 解析 几何 , 纳入 中 学 的 教学 大 网 之 中 。 他 还 主张 
把 理论 和 它 的 应 用 结合 起 来 , 所 以 他 又 说 :“ 像 阿 基 米 德 、 牛 顿 和 高 斯 这 样 的 最 伟大 
的 数学 家 , 总 是 同样 并 重地 把 理论 和 应 用 统一 起 来 。” 他 还 写 了 另 一 部 名 著 《 高 观 
点 下 的 初等 数学 》 共 3 卷 (中 译本 由 复旦 大 学 出 版 社 2009 年 出 版 )。 到 现在 , 经 过 
了 一 百 多 年 , 人 们 终于 认可 了 他 的 思想 。 现在 , 世界 上 的 主要 国家 都 在 高 中 阶段 教 
一 些微 积分 初步 了 。 但 是 这 部 书 里 有 许多 宝贵 的 思想 , 至 今 仍 未 受到 人 们 足够 的 重 
视 。 特别 应 该 提 到 , 对 于 这 部 数学 史 著 作 的 许多 重要 问题 , 克 莱 因 也 者 在 《 高 观点 
下 的 初等 数学 》 一 书 里 , 用 通俗 易 懂 的 语言 作 了 负责 任 的 介绍 。 

1913 年 , 克 莱 因 退休 , 然而 他 还 在 自己 家 里 为 人 们 开设 数学 课 。 本 书 就 是 这 些 
课程 一 部 分 的 讲义 。 

1925 年 6 月 22 日 , 克 菜 因 于 格 丁 根 去 世 。 

现在 讲 一 下 这 部 书 成 书 的 经 过 。 根据 美国 数学 家 史密斯 (David Eugene Smith) 
为 美国 数学 会 通报 (BAMS) 所 写 的 本 书 的 书评 ( 见 该 刊 1928 年 7 一 8 月 号 , 521-522 
页 ) 的 介绍 , 曾经 有 人 功 他 写 这 样 一 部 书 。 因 为 这 一 段 历 史 的 许多 重大 事件 他 都 是 
亲历 者 , 而 自己 又 对 这 一 段 时 期 数学 的 发 展 作 了 如 此 重大 的 贡献 , 所 以 写 这 样 一 部 
著作 非 他 莫 属 。 克 莱 因 当时 并 未 同意 , 因为 他 说 这 样 一 项 大 事业 , 只 有 年 轻 人 能 够 胜 
任 , 而 且 自 己 又 忙于 其 他 事务 。 所 以 到 他 退休 以 后 , 他 才 在 目 己 家 里 为 少数 目 己 很 赖 
悉 的 格 丁 根 数学 家 们 作 了 一 系列 讲演 。 他 去 世 后 这 些 讲演 才 由 他 人 编撰 成 为 本 书 。 
全 书 分 两 卷 , 第 一 卷 由 柯 朗 (Richard Courant) 和 诺 格 鲍 尔 (Otto Neugebauer) 编辑 ， 
第 二 卷 则 由 柯 朗 和 康 福 森 (Stephan Cohn-Vossen) 编辑 。1926 一 1927 年 由 Springer 
出 版 社 发 行 。 后 来 又 有 多 家 出 版 社 印行 过 。 这 部 书 很 早 就 有 俄 文 译本 , 可 惜 国内 一 
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直 没 有 见 到 。1979 年 出 现 了 由 R. Hermann 编辑 的 M. Ackerman 的 莫 译 本 。 


读 这 部 书 有 一 个 感觉 : 您 好 像 是 在 读 克 莱 因 的 回忆 录 。 以 第 一 卷 而 论 , 本 书 从 
系统 地 介绍 高 斯 开始 , 明确 地 指出 , 19 世纪 的 数学 区 别 于 以 前 的 数学 的 特点 之 一 在 
于 纯粹 数学 与 应 用 数学 的 分 离 。 尽 管 殉 莱 因 的 主要 思想 是 数学 的 理论 与 实际 应 用 
的 融合 , 他 却 认为 这 两 个 部 分 的 分 离 是 数学 进步 的 表现 , 终究 使 得 人 们 有 可 能 更 深 
刻 地 认识 大 自然 ; 而 进一步 他 还 说 , 科学 的 目的 不 只 在 于 认识 大 目 然 , 更 在 于 利用 
这 种 知识 达到 自己 的 目的 。 他 对 高 斯 歌颂 如 天 人 , 部 分 地 (或 者 说 主要 地 ) 就 在 于 
此 。 对 于 黎 曼 他 同样 极为 尝 敬 , 原因 也 在 于 此 。 本 书 接着 讨论 了 法 国 巴 黎 高 工 和 德 
国 的 柏林 大 学 对 于 数学 发 展 的 贡献 , 展开 了 他 关于 数学 在 19 世纪 的 发 展 的 社会 政 
治 条 件 的 许多 评论 。 然 后 他 就 以 主要 力量 展开 了 他 自己 最 关心 的 数学 分 文 的 讨论 ， 
当然 关注 最 多 的 数学 家 是 与 他 关系 最 密切 的 一 批 。 这 样 , 就 难免 引起 人 们 的 议论 。 
例如 英 译本 编者 在 指出 克 莱 因 具有 直言 无 隐 的 性 格 特点 的 同时 , 也 尖锐 地 批评 他 难 
免 固执 和 偏见 过 多 。 对 此 , 译 者 愿意 谈 谈 自己 的 看 法 : 数学 是 全 人 类 的 事业 , 19 世 
纪 以 来 , 数学 的 领域 已 经 空前 扩大 , 又 有 成 千 数 学 家 参与 数学 的 创造 , 谁 也 不 能 说 
自己 能 对 数学 有 全 面 的 了 解 , 说 自己 的 看 法 才 是 公正 的 、 无 偏见 的 。 人 们 在 讨论 ， 
在 交流 , 而 讨论 和 交流 时 , 不 一 定 能 那么 平顺 , 冷静 , 热烈 的 讨论 常 有 片面 性 其 至 火 
气 。 曹 不 在 《 典 论 . 论文 了 里 说 :“ 文 人 相 轻 , 自古 而 然 。 ”又 说 “夫人 善于 自 见 , 而 
文 非 一 体 , 鲜 能 备 善 , 是 以 各 以 所 长 , 相 轻 所 短 。” 所 以 , 文人 相 轻 并 不 可 怕 , 这 时 常 
是 认识 过 程 中 必然 出 现 的 。 当 一 个 人 倾 全 力 沿 着 一 条 道路 去 探求 真理 时 , 他 当然 觉 
得 自己 的 道路 是 对 的 , 甚至 是 唯一 合适 的 , 所 以 “各 以 所 长 , 相 轻 所 短 ” 也 是 很 自然 
的 。 其 至 “家 有 淫 帅 , 他 之 干 金 ” 也 是 常 有 的 事 。 真正 重要 的 是 要 有 思想 , 越 深刻 越 
好 。 克 莱 因 这 部 书 的 一 个 特点 是 有 突出 的 思想 性 , 不 仅 他 本 人 富有 真知 灼 见 , 他 对 
其 他 人 的 评论 也 是 从 思想 角度 出 发 , 而 且 不 止 是 评论 个 人 的 思想 , 还 包括 对 一 个 时 
代 的 风尚 的 评论 , 使 您 感到 他 评论 的 就 是 今天 的 事 。 而 且 因 为 许多 事 是 他 所 亲历 ， 
许多 人 是 他 的 师 友 乃 至 “对 立 面 ", 九 娓 道 来 倍 感 亲切 。 时 和 常 穿插 一 些 轶 闻 趣 事 , 用 
这 本 书 的 说 法 , 叫做 “具有 人 性 的 兴趣 ”。 


然而 , 对 于 这 部 书 的 读者 , 最 有 价值 的 当然 是 克 莱 因 对 自己 和 他 人 (包括 高 斯 
和 黎 曼 ) 的 数学 成 就 的 实质 的 评介 。 对 于 数学 这 样 一 门 科学 , 这 样 做 有 特殊 的 困难 。 
克 莱 因 指出 , 要 想 真正 理解 一 个 数学 理论 , 唯一 的 办 法 是 在 自己 的 头脑 里 把 这 个 理 
论 重 新 创造 一 番 。 这 当然 是 过 高 的 要 求 , 而 用 我 们 常用 的 比较 不 那么 高 的 标准 来 要 
求 , 就 是 要 自己 认真 把 它 弄 清楚 。 如果 没有 专门 的 训练 , 这 儿 乎 是 不 可 能 的 事 。 克 莱 
因 在 书 中 特别 以 当时 人 们 对 伽 罗 瓦 理论 的 讲解 为 例 , 死 莱 因 干脆 说 都 没有 讲 好 , 其 
至 不 可 能 讲 好 , 这 当然 是 就 他 在 目 己 的 研究 工作 中 对 人 徊 罗 瓦 理论 的 实质 的 体会 而 言 
的 。 所 以 为 了 传播 数学 知识 , 就 免不了 用 一 些 通俗 的 、 类 比 的 语言 。 这 样 做 , 自然 会 
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产生 一 个 情况 : 当 听 者 以 为 自己 已 有 所 得 时 , 真正 的 内 行 会 觉得 连 皮 毛 也 不 是 。 在 
这 种 无 可 奈何 的 情况 下 与 这 样 的 书 , 死 莱 因 说 只 能 采取 他 称 之 为 “好 心 的 哄骗 ”的 
方法 , 也 就 是 说 简单 化 和 表面 化 是 难免 的 。 甚 至 对 于 他 当时 的 昕 众 一 一 许多 人 已 经 
是 格 丁 根 的 成 熟 的 数学 家 了 一 一 沿 且 有 这 样 的 感慨 , 对 我 们 这 些 一 般 读者 , 困难 更 
加 可 想 而 知 了 。 然而, 克 莱 因 这 部 书 在 这 方面 取得 了 很 大 的 成 就 。 它 不 但 使 您 想 读 
下 去 , 而 且 确 实 给 您 讲 了 不 少数 学 知识 。 这 与 那些 只 介绍 历史 事实 而 不 讲解 数学 的 
数学 中 著作 有 极 大 的 区 别 。 克 莱 因 在 这 方面 有 特殊 的 才能 。 这 部 书 让 您 对 于 他 的 研 
究 , 对 于 那个 时 代 的 数学 (还 有 力学 和 物理 学 ) 的 重大 进展 到 底 是 什么 , 至 少 有 一 个 
切 步 了 解 , 而 且 会 有 一 种 目 己 再 销 研 下 去 的 欲望 ! 译 者 前 面 提 到 克 莱 因 的 另 一 部 名 
闭 《 高 观点 下 的 初等 数学 》, 殉 莱 因 甚至 把 自己 关于 二 十 面体 的 理论 的 某 些 点 作为 
中 学 教师 普 期 讲习 班 的 内 容 ! 殉 菜 因 作为 一 位 伟大 的 教师 的 风采 可 见 一 斑 。 可 见 一 
部 书 是 否 真 是 名 车 , 当然 主要 是 看 它 是 谁 写 的 , 是 怎么 写 的 , 但 是 , 从 中 能 得 到 多 少 
益处 就 要 看 读者 怎么 读 了 。 我 想 , 对 此 书 的 介绍 , 可 以 就 此 打住 了 。 


下 面 是 此 书 第 一 卷 的 译文 。 第 二 卷 的 内 容 是 不 变 式 论 和 狭义 相对 论 。 


此 书 第 一 卷 有 英 译 本 。 译 者 是 M.Ackerman, 收入 由 R. Hermann 主编 的 一 个 
从 书 中 。 由 Hermann 撰写 的 序言 对 了 解 本 书 的 基本 思想 很 有 价值 , 所 以 也 译 成 了 
中 文 , 放 在 书 前 。 英 译本 加 的 一 些 脚 注 也 都 一 概 收 入 。 因 此 此 书 有 许多 脚注 。 有 克 
莱 因 本 人 的 ; 有 德 文 版 编者 的 ; 有 英 译本 编者 的 ; 有 英 译本 译 者 的 ; 当然 还 有 中 译本 
的 。 除 了 克 莱 因 本 人 所 作 的 脚注 未 加 标记 外 , 脚注 里 均一 一 标明 , 以 示 文 责 。 中 译 
本 对 涉及 的 许多 数学 家 都 尽 可 能 地 查 出 他 们 的 生 卒 年 月 与 国籍 。 有 时 有 一 些 形容 
词 , 如 “伟大 的 ”之 类 , 时 和 常 就 不 一 定 靠 谱 了 。 原 书 有 一 些 文字 或 印刷 上 的 瑕 症 , 我 
作 了 一 些 修改 。 有 时 为 阅读 方便 , 我 也 作 了 一 些 文字 上 的 修饰 。 这 些 在 文中 均 未 声 
明 。 总 之 请 读者 多 多 赐教 , 不 要 过 分 地 伤 及 这 部 名 著 的 风采 , 是 我 自己 最 低 限度 的 
要 求 。 


英 译 本 序 


科学 史 中 有 这 样 一 类 经 典 著作 : 它们 写 得 十 分 生动 有 趣 , 具有 可 读 性 ; 本 书 就 
是 其 中 之 一 。 更 有 甚 者 , 本 书 还 是 由 一 位 最 伟大 的 数学 通才 所 写 的 , 书 中 提纲 状 领 
地 包含 各 种 至 今 还 非常 有 用 的 、 堪 称 典范 的 数学 思想 。 

如 果 这 还 不 够 说 明 翻 译本 书 的 动机 , 那么 它 在 说 明 19 世纪 科学 的 两 个 侧面 上 
也 是 很 有 价值 的 , 而 这 两 个 侧面 我 们 现在 几乎 完全 是 茫然 无 知 的 , 这 就 是 几何 (包括 
微分 几何 和 代数 几何 ) 和 数学 物理 。 我 们 习惯 于 用 科学 在 “进步 ”这 样 的 思想 看 问 
题 , 所 以 很 难 理解 有 些 事情 其 实 一 百年 前 人 们 理解 得 还 好 些 ! 肯定 地 说 , 我 们 现在 
的 研究 生 教 育 制度 中 的 每 件 事情 都 是 按照 享 利 . 福特 (Henry Ford， 1863 一 1947) 衷 
心 先 赏 的 “历史 是 空话 (history is bunk)” 这 样 一 种 思路 来 设计 的 , 以 此 对 学 生 洗 
脑 。 从 克 莱 因 的 书 中 , 我 们 还 能 罕见 那个 失去 了 的 天 党 的 一 斑 , 在 那里 , 在 纯粹 
与 应 用 数学 之 间 , 在 数学 与 物理 学 之 间 , 还 有 一 些 内 在 联系 与 交流 ; 虽然 在 殉 莱 因 
的 时 代 , 那 种 今天 盛行 的 专门 化 和 “重新 发 明 车 轮 "% 的 趋势 已 经 存在 了 。 请 注意 ， 
克 莱 因 对 于 他 那个 时 代 的 思想 气氛 的 许多 抱怨 , 其 声音 到 今天 还 可 以 听 到 |! 

和 对 希 尔 伯 特 的 文章 ( 见 本 丛书 第 8 卷 ) 一 样 , 我 不 对 原文 作 直 接 的 评论 (如 
同 对 本 丛书 的 1 一 3 卷 所 做 的 那样 ), 而 是 附加 了 一 些 现代 的 论题 , 并 对 这 些 论题 加 
以 说 明 。 我 相信 , 这 会 有 助 于 理解 克 莱 因 的 真意 。 然而 , 这 些 评 论 不 是 为 初学 者 

亨利 . 福特 就 是 美国 汽车 大 王 。 这 句 话 的 意思 是 : 要 尊重 现在 , 而 不 要 太 相 信 历 史 。 原 话 出 
自 1916 年 5 月 25 日 他 对 《芝加哥 论坛 》 报 的 访谈 , 原 话 是 :“ 历 史 或 多 或 少 是 些 空话 。 它 是 传 
统 。 我 们 不 需要 传统 。 我 们 要 的 是 我 们 生活 的 现代 , 唯一 的 还 值得 一 分 钱 的 历史 , 是 我 们 今天 正 
在 创造 的 历史 。” 一 一 中 译本 注 

“发 明 轮 子 ” 是 一 句 美 国 俗语 , 意思 是 干 一 些 早 就 解决 了 , 因而 毫 无 意义 的 事情 。 一 一 中 译本 
注 


[sl 莫 译 本 有 一 个 很 长 的 附录 。 因 为 它 主要 反映 了 R. Hermann 的 观点 , 所 以 没有 纳入 中 译本 
中 oO 一 一 中 译 者 注 
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写 的 , 而 是 为 了 那些 至 少 懂得 流 形 理论 的 初步 的 人 写 的 。 我 们 现代 的 流 形 上 的 微分 
和 积分 理论 , 恰好 就 是 体现 在 克 菜 因 和 与 他 旗 鼓 相当 的 大 师 们 身上 的 传统 的 自然 的 
延续 。 我 确信 , 如 果 克 菜 因 能 够 看 到 一 种 想 要 重新 恢复 以 下 各 个 学 科 的 联系 的 动向 ， 
他 一 年 会 很 高 兴 的 : 这 些 学 科 就 是 几何 化 的 数学 , 物理 学 , 工程 技术 等 等 , 力学 的 微 
分 几何 方法 , 在 非 线性 波 和 场 论 中 微分 几何 方法 的 应 用 , 还 有 控制 理论 。 

有 一 个 我 很 喜欢 的 数学 神话 , 说 是 克 莱 因 和 李 把 群 论 瓜 分 了 一 一 克 莱 因 拿 走 了 
离散 群 , 李 拿 走 了 连续 群 。 (我 忘记 了 是 在 哪里 读 到 这 个 故事 的 , 可 能 是 在 E. T. 
Bell 的 书 中 )。 在 我 们 的 时 代 , 关于 离散 群 与 数论 和 代数 几何 的 关联 的 知识 大 大 地 
拓展 了 。 这 也 是 完全 符合 克 莱 因 的 传统 的 , 然而 , 因为 我 关于 这 些 领域 的 知识 仅 限 
于 与 我 自己 的 工作 相 接 触 的 那 一 部 分 , 我 就 不 打算 对 这 个 方向 作 评 论 了 。 

这 本 书 的 风格 部 分 地 表明 , 克 莱 因 对 于 科学 、 文化 和 一 些 个 别 的 人 , 评论 起 来 
总 是 直言 无 隐 地 表明 自己 的 观点 。 有 些 观点 是 深刻 而 有 意义 的 , 有 些 则 是 小 气 , 刻 
薄 而 且 奖 固 的 。 然 而 , 我 感到 , 他 关于 直觉 在 数学 中 的 重要 性 的 论述 , 关于 应 用 在 
指导 这 种 直觉 中 可 能 起 的 作用 的 论述 , 是 很 有 价值 的 。 我 们 有 所 谓 的 “纯粹 数学 ” 
已 经 50 多 年 了 “纯粹 ”数学 只 是 按照 自己 内 在 的 逻辑 要 求 在 发 展 , 我 很 愿意 来 
与 人 们 争辩, 运 今 为 止 的 结果 仍然 不 及 克 莱 因 在 本 书 中 所 叙述 的 19 世纪 的 光辉 业 
绩 。 说 真 的 , 对 于 今天 的 数学 , 最 好 的 事情 可 能 就 是 继续 我 们 已 经 在 19 世纪 开始 的 
工作 。 

我 愿 感谢 M. Ackerman 在 把 本 书 翻 译 成 英文 时 所 付出 的 赫 克 里 斯 式 的 辛劳 。 
那些 读 过 他 的 稿子 的 人 都 评论 说 : 这 个 英文 译本 把 克 莱 因 的 复杂 的 德 文 散文 多 从 
流畅 而 又 优雅 地 翻译 成 了 英文 。 我 还 要 感谢 Karin Young 的 出 色 的 打字 工作 。 
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几乎 还 从 未 有 过 哪 一 位 历史 学 家 的 著作 能 引起 如 此 巨大 的 受 动 , 并 能 如 此 透彻 
地 洞察 历史 的 本 质 , 就 像 一 位 号 居 政 坛 高 层 、 久 经 政治 沧桑 、 影 啊 世 界 政治 命运 的 
伟大 政治 家 一 样 , 能 把 超 乎 党 人 的 精神 上 的 个 人 魅力 和 艺术 的 、 创 作 的 能 力 完满 地 
结合 在 一 起 。 

这 样 的 著作 在 政治 历史 上 已 然 是 绝无仅有 , 在 精密 科学 历史 上 更 是 弥 足 珍贵 。 
所 以 , 当 菲 利克 斯 . 克 莱 因 在 世纪 交替 之 际 撤 手 离开 人 世 时 , 不 再 犹豫 结集 出 版 其 
关于 19 所 纪 数 学 和 数理 历史 的 讲座 报告 就 显得 尤为 必要 。 

这 些 讲 座 报告 是 科学 事件 中 一 个 沉甸甸 的 生命 结 出 的 丰硕 果实 , 是 超越 常人 的 
智慧 、 深 和 锣 的 历史 感知 的 表达 , 是 高 层次 的 人 类 文化 和 杰出 的 创造 力 的 表现 , 它 必 
将 对 所 有 数学 家 和 物理 学 家 ,以 及 远 远 超 出 这 一 范畴 的 更 大 的 人 群 产生 极 大 的 影 
响 。 在 当前 , 人 类 的 目光 太 流 连 于 当代 , 就 连 科 学 亦 是 如 此 。 人 们 在 看 待 局 部 时 习惯 
于 将 它 非 正常 地 无 限 放 大 并 赋予 夸张 的 意义 , 而 忽略 了 整体 。 在 这 样 一 个 时 代 , 死 
莱 因 的 著作 能 让 许多 人 重新 张开双 眼 , 从 总 体 上 认识 科学 的 关联 和 发 展 轨迹 。 

克 菜 因 的 这 些 讲座 报告 在 他 生前 就 以 无 数 种 打印 抄本 广 为 流 传 , 创造 了 一 个 无 
可 比拟 的 奇迹 。 第 一 次 世界 大 战 期 间 , 克 莱 因 在 他 的 住所 为 很 亲密 的 朋友 圈子 做 了 
这 些 报告 , 断断续续 , 一 直 坚 持 到 1919 年 。 报 告 的 最 初 起 因 是 他 计划 在 当代 文化 的 
框 染 下 准备 一 次 较 大 的 阐述 ,但 是 这 个 想法 终 示 实现。 元 莱 因 本 人 在 其 人 生 的 最 后 
几 年 一 直 在 考虑 , 将 这 些 报告 作为 自己 人 生 工 作 的 一 个 总 结 , 再 次 彻底 整理 、 补 充 ， 
并 将 它们 作为 独立 的 著作 出 版 。 

疾病 和 死亡 最 终 阻 止 了 计划 的 实施 , 留 给 那些 被 委 以 出 版 殉 莱 因 遗 作 重 任 的 人 
来 做 艰难 的 决定 : 是 否 以 及 在 何 种 程度 上 对 这 些 报告 加 以 补充 和 更 改 。 我们 最 终 决 
定 , 尽 最 大 可 能 忠于 元 莱 因 的 原稿 , 尽 可 能 只 局 限于 勘误 、 标注 少量 的 附注 以 及 纯 
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粹 进行 外 观 形式 的 改变 。 寞 无 疑问 , 现在 这 本 著作 所 呈现 出 来 的 形式 带 着 断 片 和 未 
完成 的 印记 , 与 其 说 是 完整 的 历史 表述 还 不 如 说 更 像 是 草稿 , 其 结构 的 特征 毫 无 疑 
问 是 不 统一 的 。 除 了 对 最 普遍 的 关注 点 和 流行 的 风格 进行 曾 释 , 我 们 发 现 许多 具体 
的 表述 , 尤其 是 在 书 的 最 后 部 分 。 第 二 卷 更 是 特别 着 重 于 唯一 的 一 门 学 科 , 即 不 变 
量 理 论 和 相对 论 的 历史 发 展 。 他 并 非 平均 对 所 有 方向 进行 历史 表述 , 举例 来 说 , 数 
论 、 代数 和 集合 论 就 不 占 多 少 笔墨 , 其 他 某 些 前 述 和 评价 或 许 也 有 些 主观 。 原 本 计 
划 摊 写 的 关于 “ 庞 加 菜 的 思想 ”和 “' 李 和 群 理论 ”的 章节 全 都 没有 完成 。 但 是 所 有 这 
些 瑕 羔 与 克 莱 因 手稿 从 四 面 八方 让 我 们 感知 到 的 鲜 活 的 精神 相 比 又 算得 了 什么 呢 ? 
也 正 因 为 如 此 , 对 他 的 著作 进行 更 改 或 者 补充 在 我 们 看 来 就 是 一 个 不 当 的 行为 , 哪 
怕 完 成 这 项 工作 并 不 算 太 超出 我 们 的 能 力 范 围 。 

出 版 过 程 中 浩 繁 的 工作 大 部 分 由 两 位 编辑 中 较 年 轻 的 一 位 一 力 承 担 。" 

除 此 之 外 , 我 们 还 想 对 给 出 宝贵 建议 和 在 校对 方面 提供 帮助 的 一 众 同行 表示 感 
谢 。 特别 要 感谢 慕尼黑 的 卡拉 特 添 多 利 先生 、 代 和 尔 夫 特 的 施 图 易 克 先生 和 汉诺威 的 
米 勒 先生 , 还 有 格 丁 根 的 贝 塞 尔 - 哈 根 先生 ,他们 细致 地 审阅 校正 稿 , 对 某 些 历史 事 
实 的 准确 性 把 握 对 出 版 人 来 说 具有 无 比 珍 贵 的 价值 。 

格 丁 根 , 1926 年 8 月 


R. 柯 朗 (R. Courant, 1888 一 1972) 
O. 话 格 鲍 尔 (0. Neugebauer, 1899 一 1990) 


D 指 诺 格 鲍 尔 , 他 于 1990 年 去 世 。 -一 中 译本 注 
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有 过 许多 人 尝试 去 理解 我 们 时 代 的 理性 生活 , 并 且 将 它 的 最 重要 的 方面 简要 而 
概括 地 表示 出 来 . 每 一 个 对 数学 有 兴趣 的 人 都 很 明白 , 如 果 打 算 对 现代 文化 生活 的 
各 个 要 素 作 这 样 的 概括 , 绝对 不 能 忽略 我 们 的 科学 数学. 必须 努力 赋予 数学 以 
应 有 的 地 位 : 它 是 人 类 精神 最 古老 而 又 最 崇高 的 活动 之 一 , 又 是 人 类 精神 发 展 的 指 
导 力 量 之 一 一 一 不 幸 的 是 , 它 在 受过 教育 的 人 们 的 心目 中 极 少 得 到 这 样 的 地 位 , 至 
少 在 我 们 德国 是 如 此 . 有 一 个 情形 要 对 这 个 不 愉快 的 情况 承担 主要 的 责任 , 这 个 情 
形 一 直 是 解决 上 述 问 题 的 道路 上 的 最 大 的 困难 . 和 其 他 科学 不 同 , 数学 是 建立 在 少 
数 几 个 原理 之 上 的 , 而 这 些 原理 依据 的 则 是 几 个 不 可 逃避 的 法 则 . 它 的 这 个 特有 的 
特性 , 使 它 区别 于 人 类 心智 所 创造 的 任意 其 他 产物 , 赋予 它 以 著名 的 “清晰 性 ”, 同 
时 也 使 它 成 为 所 有 科学 中 最 难 接受 的 . 不 管 什么 人 , 想 要 进入 它 , 就 必须 在 自己 心 
里 , 依靠 自己 的 力量 , 一 步 一 步 地 把 它 的 发 展 再 现 一 次 . 所 以 , 哪怕 是 掌握 一 个 数学 
概念 , 如 果 不 能 把 它 所 赖 以 创立 的 所 有 其 他 概念 以 及 它们 的 相互 联系 都 加 以 消化 ， 
是 不 可 能 的 . 

数学 的 这 种 尖锐 的 孤立 性 自然 使 它 引 不 起 外 行 的 兴趣 ， 因 为 外 行人 的 目的 只 
求 大 概 地 掌握 他 所 不 熟悉 的 这 一 学 科 的 要 领 , 领略 一 下 数学 的 特殊 性 和 数学 的 美 
外 行人 的 议论 似乎 是 来 自 上 天 的 启示 . 然而 , 如 果 要 在 这 方面 有 所 收获 的 话 , 那么 
对 于 究竟 最 值得 做 什么 , 就 要 受到 很 强 的 限制 . 有 可 能 只 对 数学 家 想 做 什么 加 以 描 
绘 , 也 可 能 只 对 我 们 的 科学 一 数学 一 不 断 进 展 中 宫 括 的 问题 之 广阔 无 起 给 出 
个 图 景 ， 而 且 我 想 说 , 如 果 不 搞 一 点 “好 心 的 哄骗 ” 这 是 做 不 到 的 . 每 一 件 系 统 的 
东西 , 如 果 理 解 起 来 需要 下 特殊 的 工夫 , 这 些 东 西 就 必须 尽量 减少 到 最 低 限 度 . 另 
一 方面 , 历史 的 发 展 则 必须 放 在 最 显著 的 地 位 . 因为 读者 会 被 他 天 生 就 有 的 发 展 --- 
件 事 物 的 兴趣 所 推动 . 他 会 相信 , 他 已 经 走 得 更 接近 了 , 哪怕 实际 上 他 只 是 掌握 了 
一 点 皮毛 . 这 就 是 一 种 “好 心 的 哄骗 ”, 没有 它 , 对 这 个 封闭 的 领域 的 任何 普及 都 是 
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办 不 到 的 . 最 后 , 强调 数学 对 于 邻近 领域 的 影响 , 描述 它 对 整个 文化 生活 的 关系 , 将 
为 每 一 个 有 教养 的 人 提供 某 种 起 点 . 

描述 数学 在 19 世纪 的 发 展 , 比 之 描述 数学 在 古代 或 中 世纪 , 甚至 是 16, 17 和 
18 世纪 的 发 展 要 困难 得 多 . 因为 古代 和 中 世纪 的 数学 只 需要 处 理 相对 初等 的 主题 ; 
而 16, 17 和 18 世纪 则 形成 一 个 具有 基本 上 同一 特性 的 时 代 , 通过 考虑 它 和 数学 相 
近 领 域 的 关系 就 容易 掌握 其 结果 . 但 是 与 19 世纪 作 一 比较 , 就 立刻 显示 出 情况 有 
多 么 大 的 区 别 . 

在 16 一 18 世纪 这 个 较 早 的 时 代 , 最 重要 的 是 微 积分 从 1700 左右 开始 的 发 展 . 
它 为 萤 握 力学 与 天 文学 提供 了 全 新 的 可 能 性 . 它 在 两 位 法 国 数学 家 的 著作 中 达到 
了 高 潮 , 这 两 部 著作 虽然 都 是 在 19 世纪 完成 的 , 但 在 形式 和 内 容 上 都 属于 18 世纪 . 
它们 就 是 : 

拉 格 天 日 (Joseph Louis Lagrange, 1736 一 1813, 法 国 数学 家 ) 的 《解析 力学 》 

(Mécanique analytique) 共 2 卷 , 1811 一 1815, (第 一 版 1788, 合 为 一 卷 ). 

拉 普 拉 斯 (Pierre-Simon Laplace，1749 一 1827, 法 国 数学 家 ) 的 《天 体力 学 》 

(Mécanique celeste) 共 5 卷 , 1799 一 1825. 

任何 一 个 关心 自己 科学 的 发 展 的 数学 家 都 应 该 知道 这 两 部 书 , 甚至 在 今天 也 是 
如 此 . 可 能 我 还 应 该 加 上 

瘟 让 德 (Adrien-Marie Legendre,1752—1833, 法 国 数学 家 ) 的 《积分 学 练习 》 

(Erercises de calcul intégral) 共 3 卷 . 
因为 此 书 把 到 那 时 为 止 研究 积分 的 结果 都 编制 出 来 了 , 而 且 着 重 于 数值 计算 . (椭圆 
积分 与 欧 拉 积分 表 ; 请 回想 一 下 , 十 进 小 数 直 到 1500 年 左右 才 逐 步 建立 起 来 , 其 后 
在 1600 年 左右 才 随 之 发 现 了 对 数 .) 

除了 在 应 用 数学 中 的 这 些 伟大 成 就 外 , 18 世纪 在 纯粹 数学 中 类 似 的 进展 也 并 
不 少见 . 我 可 以 提出 牛顿 的 《三 阶 曲线 详 论 》(EBnumeratio linearum tertii ordinis)， 
还 有 欧 拉 和 拉 格 庆 日 在 代数 方程 方面 的 巨大 进展 , 很 大 一 块 数论 , 还 有 椭圆 积分 的 
加 法 定理 , 也 都 大 大 地 依赖 于 他 们 二 位 , 这 还 只 是 略 举 数 例 而 已 . 然而 , 在 纯粹 数学 
方面 的 独立 的 工作 , 同 把 纯粹 数学 与 应 用 数学 结合 起 来 回答 时 代 的 要 求 所 取得 的 强 
有 力 的 创造 相 比 , 就 相形 逊色 了 . 

19 世纪 则 表现 出 完全 不 同 的 特性 . 当然 , 应 用 数学 并 未 止步 , 而 且 可 以 说 它 占 
领 了 越 来 越 大 的 性 域 . 只 需 举 出 整个 “数学 物理 ”的 创立 , 这 个 在 物理 学 除 力学 以 
外 的 各 个 领域 中 所 用 的 理论 工具 就 足以 证 明 . 然而 , 现在 纯粹 数学 以 两 种 意义 同样 
重大 的 方式 , 大 踏步 地 前 进 . 其 一 是 创造 了 全 新 的 领域 , 例如 单 复 变 函 数论 和 射影 
几何 ; 其 二 是 对 于 继承 下 来 的 科学 财富 进行 了 严格 的 检验 , 以 适应 重新 觉醒 了 的 对 
于 严格 性 的 感觉 , 而 在 18 世纪 , 由 于 过 多 的 新 创造 这 种 感觉 多 少 被 压制 了 . 

褒 厦 这 些 新 的 思维 方向 , 还 有 如 法 国 大 革命 这 样 的 巨大 社会 变动 及 其 后 果 , 都 
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对 科学 生活 产生 影响 . 各 种 观念 的 民主 化 导致 了 文化 的 传播 , 而 且 在 文化 内 部 又 产 
生 了 各 个 科学 分 支 的 严格 的 专门 化 . 为 了 回应 时 代 的 需要 , 教学 的 意义 越 来 越 大 了 
专业 的 生活 不 再 受到 身份 与 阶级 差别 的 限制 . 这 就 造成 了 一 个 此 前 难以 想象 的 涌 癌 
科学 研究 的 浪潮 , 因为 科研 被 视 为 新 的 重要 的 教学 职业 的 一 种 训练 . 这 样 开始 了 科 
学 生活 重心 的 转移 ; 中 心 不 再 是 科学 院 , 而 是 师范 学 院 与 工业 学 校 . 在 法 国 , 第 一 步 
是 巴黎 的 高 等 师范 (Ecole Normale) (以 下 简称 高 师 或 巴黎 高 师 ) 的 建立 , 这 个 发 展 
以 蒙 日 (Gaspard Monge, 1746 一 1818, 法 国 数学 家 ) 1794 年 在 巴黎 建立 “多 科 性 工 
业 学 校 ” (Ecole Polytechnique, 以 下 简称 高 工 或 巴黎 高 工 ) 而 腾飞 , 而 在 德国 则 有 雅 
可 比 (Karl Gustav Jacob Jacobi, 1804—1851, 德国 数学 家 ) 于 1827 年 在 再 尼斯 堡 
建立 了 一 个 类 似 的 机 构 . 


从 这 时 开始 了 我 们 上 面 提 到 的 科学 的 专门 化 , 这 是 在 科学 面临 的 问题 范围 和 
多 样 性 都 极 大 增长 的 压力 下 出 现 的 . 数学 从 天 文学 、 大 地 测量 学 、 物理 学 、 统 计 学 
等 学 科 中 分 离 出 来 了 . 专业 数学 家 的 数量 增加 得 无 法 计数 , 而 且 分 布 在 遥远 的 国度 
里 . 由 于 独立 的 研究 工作 如 此 丰富 , 甚至 最 博学 的 杰出 头脑 也 无 法 既 能 内 涵 地 做 出 
某 种 综合 , 又 能 外 延 地 仍然 产生 新 结果 . 再 也 没有 那 种 生动 的 一 致 性 , 取而代之 的 
是 数量 巨大 的 文献 一 一 各 种 刊物 一 一 还 有 大 型 的 国际 会 议和 其 他 组 织 , 它们 都 力求 
保持 某 种 表面 的 和 谐 性 . 


毫 无 疑问 , 科学 生活 的 许多 有 价值 的 特性 都 在 这 种 新 的 纷 纸 发 展 中 不 复 存 在 
了 , 我 们 多 么 鲜 莫 18 世纪 代表 我 们 的 科学 的 那 一 小 群 优秀 的 人 群 啊 ! 那 时 , 他 们 在 
学 术 职 位 上 , 不 受 国籍 的 限制 , 联合 在 一 起 , 不 断 通过 个 人 的 通信 来 交换 思想 , 他 们 
把 最 富有 成 果 的 科学 创造 性 和 人 格 理 想 的 适度 而 且 和 谐 的 发 展 结合 起 来 ， 那 时 的 
学 者 们 在 自己 的 领域 之 外 有 宽广 的 学 识 , 他 们 知道 自己 与 作为 一 个 整体 的 科学 的 发 
展 , 总 有 活生生 的 联系 , 而 这 还 只 是 总 的 图 景 的 一 个 特点 . 我 们 记得 , 牛顿 的 引力 理 
论 是 通过 伏 尔 泰 (Francois-Marie Arouet, 1694—1778, 伟大 的 法 国 启蒙 思想 家 , 伏 尔 
泰 (Voltaire) 是 他 的 笔名 ) 而 在 法 国 得 到 流传 的 . 那个 时 代 普 所 的 追求 已 经 越 出 了 
科学 , 而 寻求 与 所 有 的 文化 价值 , 与 杀 教 , 艺术 和 和 哲学 的 联系 . 处 处 都 可 以 感觉 到 完 
善人 性 这 一 伟大 的 工作 . 这 样 说 的 证 据 就 是 , 那 时 有 一 种 趋势 , 对 每 一 项 个 别 的 科 
学 工作 都 要 进行 连贯 的 周到 的 推敲 说 明 , 而 且 完 整地 、 目 身 完 备 地 公之于众 . 拉 普 
拉 斯 在 出 版 《天 体力 学 》 一 书 同时 还 发 表 了 一 本 为 一 般 公 众 所 写 的 《世界 体系 的 解 
释 》(Bzposition du systeme du monde), 他 的 人 《概率 的 解析 理论 》(Théorie analytique 
des probabilités) 也 伴 之 以 男 一 本 《关于 概率 的 哲学 论文 (Essai philosophique sur les 
probabilités). 当然 ， 要 想得到 铝 莹 剔透 的 、 自身 完备 的 、 陈述 经 典 的 美 ， 是 要 付出 
代价 的 . 您 不 能 从 哲学 杰作 中 推断 出 它们 是 怎样 写 出 来 的 . 因此 读者 也 就 不 能 领略 
其 中 的 乐趣 : 一 个 独立 思考 的 人 的 最 大 乐趣 , 是 在 大 师 们 的 指导 下 , 通过 目 己 的 活 
动 , 重新 得 出 这 些 结果 . 在 此 意义 下 , 这 些 经 典 时 期 的 著作 没有 真正 的 教学 上 的 意 
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义 . 这 种 意义 就 在 于 不 仅 要 使 读者 得 到 乐趣 和 教 益 , 还 要 激 起 他 自身 的 力量 , 以 便 
透 过 书本 , 刺激 他 目 己 的 活动 一 一 例如 蒙 日 , 雅 可 比 甚 至 还 有 法 拉 第 的 作品 就 有 这 
样 的 效果 一 一 这 种 思想 完全 属于 19 世纪 .中 

如 果 我 们 抛弃 了 18 世纪 那 种 关于 普遍 性 的 理想 , 而 由 于 种 种 原因 我 们 也 不 得 
不 抛弃 它 , 则 我 们 在 思索 当今 做 科学 研究 的 通常 程序 时 , 时 而 回想 一 下 这 个 理想 的 
好 处 还 是 很 适合 的 . 在 每 个 文明 国家 里 , 现在 都 有 成 百 的 正在 产生 成 果 的 数学 家 ， 
他 们 每 个 人 都 只 掌握 自己 的 科学 的 一 小 块 , 所 以 很 自然 地 认为 , 对 于 他 , 这 一 小 块 
的 重要 性 超过 其 余 的 一 切 . 他 把 他 的 劳动 成 果 写 成 互 不 相关 的 一 篇 一 篇 的 论文 , 发 
表 在 散居 各 处 , 而 且 使 用 各 种 不 同 的 语言 的 刊物 上 . 其 陈述 方式 只 是 为 了 少数 专门 
的 同行 , 而 不 想 指出 其 与 更 一 般 的 问题 有 任何 联系 . 所 以 , 它们 很 难为 相近 领域 的 
同行 所 接受 , 而 对 于 更 大 范围 的 人 就 是 完全 不 可 能 接受 的 了 . 

我 们 现在 的 工作 并 不 是 向 往 恢复 已 经 失去 了 的 东西 , 也 不 是 去 列举 可 以 作为 补 
修 的 当今 的 种 种 好 处 . 这 里 也 不 是 建议 各 种 改进 措施 的 地 方 . 宁可 说 , 这 些 情况 向 
我 们 提出 了 一 个 问题 : 怎样 在 这 些 复杂 的 、 难 以 概述 的 情况 下 找 出 一 条 出 路 ? 我 们 
怎样 才能 对 更 广大 一 些 的 公众 , 对 一 个 本 身 就 缺少 统一 性 和 协调 性 的 发 展 给 出 一 个 
比较 清楚 的 陈述 ? 

我 愿 提出 以 下 的 观点 ， 把 一 门 学 科 的 要 点 就 那么 一 下 子 都 集中 起 来 , 肯定 是 
一 件 重 要 的 工作 . 但 是 , 这 是 我 们 的 巨著 《数学 科学 百科 全 书 》 (Enzyklopaedie der 
mathematischen Wissenschaften) 的 任务 外, 我们 从 一 开始 就 把 我 们 的 工作 与 那 本 
书 的 任务 区 别 开 来 . 我 们 的 目的 绝 非 简单 地 给 出 Enz. 的 缩写 本 . 我 也 不 赞成 男 一 
个 相关 的 想法 , 即 列 举 出 数学 的 主要 领域 并 系统 地 加 以 叙述 . 我 宁愿 把 一 些 我 所 选 
择 的 概述 放 在 一 起 , 在 这 些 概述 中 , 我 将 对 于 一 些 杰 出 人 物 的 生平 和 工作 , 或 者 某 
一 学 派 的 目标 和 结果 作 一 介绍 . 在 这 里 , 我 决 不 声称 有 任何 的 完备 性 , 而 且 略 去 了 
详细 的 预备 性 的 研究 . 我 只 不 过 是 想 表 述 出 一 项 成 就 的 一 般 特性 和 意义 . 

在 本 书 开始 处 , 我 不 得 不 用 很 长 的 一 章 专 门 讲 高 斯 . 高 斯 不 仅 在 年 代 上 站 在 19 
世纪 的 起 点 , 他 也 是 我 们 的 科学 在 本 世纪 的 许多 新 发 展 的 起 点 . 通过 考察 高 斯 这 样 
伟大 的 人 物 来 引入 我 们 的 研究 , 是 特别 合适 的 , 因为 在 这 个 人 身上 , 我 们 看 到 了 18 
世纪 和 19 世纪 两 个 时 代 的 精神 的 独特 而 且 令 人 愉快 的 结合 , 高 斯 正 是 站 在 这 两 个 
时 代 的 转折 点 上 . 

外 观 上 来 看 高 斯 , 就 是 从 他 对 于 同时 代 人 的 作用 的 性 质 来 看 , 高 斯 完全 属于 18 


9 这 一 段 话 , 严格 地 说 只 适用 于 18 世纪 末期 . 例如 欧 拉 就 总 是 引导 着 读者 沿 着 自己 所 走 的 路 
前 进 , 警告 他 们 要 避免 的 错误 , 还 时 常 讲 他 自己 在 找到 正确 道路 以 前 走 过 的 稳 枉 路 . 他 也 会 报告 
尚未 解决 的 困难 , 尽 可 能 地 指出 他 认为 应 该 试 一 试 的 途径 , 而 他 总 是 鼓励 读者 自己 工作 . 克 莱 因 
未 能 领略 到 欧 拉 的 这 种 态度 , 有 一 个 简单 的 解释 : 他 承认 , 自己 从 来 没有 透彻 地 研究 过 这 位 大 数 
学 家 的 著作 . 英 译本 编者 注 

[3] Leipzig, 1894 一 1904, 以 下 简 记 为 Enz. 


英 译本 译 者 注 
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世纪 那 种 类 型 . 对 于 他 , 科学 交流 就 在 于 和 少数 优秀 的 人 物 的 大 量 的 通信 , 他 的 工 
作 的 经 典 形式 , 与 他 的 任何 一 个 先行 者 都 豪 无 区 别 . 除了 这 些 显 着 的 特点 以 外 , 还 
要 加 上 他 公开 宣称 自己 厌恶 教学 (但 是 这 里 的 教学 只 能 理解 为 教 初等 的 课程 , 因为 
他 并 不 反对 教导 少数 有 才能 的 学 生 ). 在 这 一 点 上 , 他 比 年 长 的 莹 日 更 保守 , 因为 守 
日 通过 创建 巴黎 高 工 (1794 年 ) 预见 了 19 世纪 数学 的 发 展 . 但 是 , 蒙 日 的 数学 思想 
领域 还 完全 属于 18 世纪 , 只 有 高 斯 才 用 他 的 完全 现代 的 思想 真正 开辟 了 19 世纪 
这 个 新 时 代 . 


局 斯 


(Johann Karl Friedrich Gauss) 


先 介绍 高 斯 的 生平 : 

1777 生 于 不 伦 瑞 克 ( 德 文 常 拼 为 Braunschweig, 英文 拼 作 Brunswick)， 
1795 一 1798 格 丁 根 (G6ttingen) 大 学 学 生 ， 

1799 黑 尔 姆 施 泰 特 (Helmstedt) 大 学 毕业 , 依靠 非 公 职 收 入 在 不 伦 瑞 殉 为 


1807 一 1855 ” 任 格 丁 根 天 文 台 台 长 和 教授 ,中 

1855 去世. 

高 斯 的 著作 很 容易 在 格 丁 根 科 学 会 出 版 的 《高 斯 全 集 》( Werke, 以 下 简称 《全 
集 》) 里 找到 . 久 


应 用 数学 


我 想 从 高 斯 关于 应 用 数学 的 工作 开始 , 因为 正 是 从 这 个 领域 最 容易 完全 地 理 
解 高 斯 的 成 就 , 高 斯 在 这 个 领域 的 研究 动机 有 时 源 自 于 外 界 , 但 是 高 斯 以 他 所 独 有 
的 研究 纯粹 数学 问题 的 功力 , 来 陈述 与 解决 问题 , 用 他 自己 的 话 来 说 , 就 是 :“ 如 采 
还 有 没有 完成 之 处 , 就 等 于 是 什么 也 没有 做 (Nil actum reputans si quid superesset 


主要 依靠 不 伦 瑞 克 公 融资 助 .一 一 中 详 本 注 

3 格 丁 根 天 文 台 从 1811 年 起 , 在 哲 罗 姆 时 期 , 就 认真 地 筹划 建立 [ 哲 罗 姆 (Jerome Bonaparte) 
是 拿破仑 (Napoleon Bonaparte) 的 弟弟 , 当时 拿破仑 从 普鲁士 手 上 占领 了 易 北河 以 西 的 广大 疆土 ， 
建立 了 所 谓 威 斯 特 法 利 亚 王 国 (Kingdom of Westphalia), 并 任命 自己 的 弟弟 哲 罗 姆 为 国王 一 一 中 
译本 注 ], 而 在 汉诺威 王国 复 国 后 的 1816 年 才 完 全 建成 . 

3] 全 集 各 卷 内 容 如 下 : 

1. 《算术 研究 》 (Disquisitiones Arithmeticae) 2. 高 等 算术 3. 分 析 《4. 概率 论 和 几何 5. 
数学 物理 ”6. 天 文 论文 7. 理论 天 文学 8. 卷 1-4 补遗 9. 大 地 测量 , 卷 4 续 10,1. 纯粹 数 
学 补遗 ; 日 记 11,1. 物理 学 补遗 ”10,2. 以 及 11,2 各 卷 包含 关于 高 斯 的 未 发 表 科学 著作 的 论文 . 
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agendum)” (元 《 全集》5:629). 
他 在 这 个 方向 上 的 活动 , 可 以 按 年 代 划 分 如 下 : 


1800 一 1820 天 文学 ， 
1820 一 1830 大 地 测量 ， 
1830 一 1840 物理 学 ， 


当然 , 这 里 的 年 代 只 是 粗略 估计 . 

正 是 由 于 高 斯 的 天 文学 的 工作 , 他 从 1807 年 起 , 成 了 格 丁 根 天 文 台 台 长 , 这 个 
位 置 自然 地 刺激 了 高 斯 继续 研究 这 门 科学 . 他 的 工作 集中 在 两 项 大 发 现 上 : 

1. 重新 找到 谷 神 星 (Ceres), 并 有 旦 改进 了 决定 其 轨道 的 方法 ; 

2. 他 对 摄 动 理论 的 工作 , 特别 是 关于 智 神 星 (Pallas) 摄 动 的 计算 . 

这 两 项 成 就 绝对 是 高 斯 个 人 所 特有 的 , 但 也 是 来 自 那 个 时 代 关 于 科学 的 生动 的 
概念 . 那 时 , 在 实际 需要 和 理论 创造 之 间 还 没有 什么 壁垒 , 关于 这 两 个 问题 的 那些 
广泛 的 工作 , 那些 甚至 纯粹 从 数学 前 景 看 来 也 是 极 富 成 果 的 工作 , 也 是 直接 与 外 在 
的 实际 驱动 相 联 系 的 . 

1801 年 1 月 1 日 , 皮 亚 齐 (Giuseppe Piazzi, 1746 一 1826, 意大利 天 文学 家 ) 发 
现 了 第 一 个 小 行星 一 一 谷 神 星 , 而 我 们 现在 知道 有 好 几 百 个 小 行星 分 布 在 火星 和 木 
星之 间 . 然而 , 谷 神 星 这 个 新 天 体 的 轨道 只 能 在 很 短 的 时 间 区 间 里 观察 到 : 因为 , 只 
要 划 过 9° 这 样 小 的 弧 段 , 它 就 又 消失 在 黎明 的 天 空 里 , 而 不 再 出 现 . 于 是 产生 了 如 
何 从 这 个 新 天 体 的 很 少 的 观测 数据 决定 其 轨道 的 问题 . 当时 存在 的 决定 轨道 的 方法 
在 此 不 能 应 用 , 因为 这 些 方法 都 是 基于 反复 观测 的 大 量 数据 的 , 例如 关于 已 知 的 行 
星 的 数据 都 是 从 远古 起 就 收集 起 来 的 . 

于 是 高 斯 就 着 手下 面 的 工作 , 就 是 从 三 组 完整 的 观测 数据 (每 一 组 完整 的 观测 
数据 虱 包 括 时 间 、 赤 经 和 赤 纬 等 3 个 数值 ) 来 决定 谷 神 星 的 开 普 勒 运 动 . 从 数学 上 
讲 , 这 就 意味 着 决定 一 条 空间 圆锥 曲线 , 但 已 知 其 一 个 焦点 ( 即 太 阳 ) 的 位 置 , 以 及 
此 圆锥 曲线 与 3 条 已 知 直线 的 交点 的 位 置 (这 些 直 线 就 是 从 地 球 到 谷 神 星 的 视线 ， 
而 且 地 球 上 自己 也 是 在 一 个 椭圆 上 运动 的 ), 还 有 谷 神 星 扫 过 其 轨道 在 这 些 直 线 之 间 
的 弧 段 所 需 的 时 间 (由 时 间 再 利用 开 普 勒 第 二 定律 就 可 以 算出 这 些 弧 长 ).， 这 个 问 
题 导致 一 个 八 次 方程 , 其 一 个 解 , 即 地 球 轨道 是 已 知 的 . 再 以 物理 条 件 为 基础 , 把 我 
们 所 求 的 解 与 其 余 6 个 解 区 别 开 来 . 

解决 了 这 个 问题 , 并 且 直 到 最 小 的 细节 都 从 数值 上 处 理 好 , 这 是 当时 年 仅 24 
岁 的 高 斯 的 伟大 成 就 . 他 在 这 项 工作 中 使 用 了 一 种 他 专门 为 此 创造 的 可 以 用 于 多 种 
目的 的 近似 方法 . 进一步 , 他 还 在 4 组 不 完整 的 观测 基础 上 计算 了 和 谷 神 星 的 轨道 ， 
并 且 用 最 小 二 乘法 把 这 两 个 结果 联合 起 来 , 这 个 最 小 二 乘法 按 他 自己 的 说 法 , 他 在 
1795 年 就 已 经 掌握 了 , 虽然 没有 发 表 . 就 这 样 , 他 得 到 了 如 此 精确 的 结果 , 使 得 后 来 
按照 他 的 指示 确实 又 重新 找到 了 和 谷 神 星 ; 其 实际 位 置 , 比较 按照 老 的 粗糙 的 轨道 方 
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法 算出 来 的 位 置 , 要 偏 东 不 少 于 7°. 这 个 光辉 的 结果 广大 读者 都 能 懂得 , 所 以 给 年 
轻 的 高 斯 带 来 第 一 个 很 高 的 声望 , 直到 今天 , 这 仍然 是 他 的 最 负 盛 名 的 成 就 之 一 . 

高 斯 在 他 关于 谷 神 星 的 工作 的 基础 上 , 还 把 他 的 方法 推进 了 一 步 , 创作 了 他 的 
伟大 著作 《运动 理论 》(Theoria Motus) ( 见 《 全 集 》7:1 以 下 ) 向 . 这 本 书 马 上 就 成 
了 计算 天 文学 的 法 典 , 因为 它 有 处 理 天 体力 学 问题 并 且 一 直 得 到 数值 结果 的 可 以 仿 
效 的 方法 . 这 本 书 是 以 一 种 经 典 式 的 方式 写成 的 , 这 种 写法 的 目的 是 在 读者 中 创造 
一 种 印象 , 即 本 书 已 经 有 了 一 个 完善 的 结构 , 再 不 需 参 考 其 他 书籍 ; 而 不 是 通过 揭 
示 其 基础 和 作法 的 细节 , 来 满足 读者 对 于 这 个 工作 的 起 源 的 兴趣 . 

很 自然 地 , 高 斯 所 应 用 的 方法 后 来 得 到 了 推广 和 改进 . 正如 高 斯 本 人 在 此 领域 
中 也 不 是 没有 先行 者 一 样 , 在 此 只 举 出 两 个 名 字 : 拉 格 朗 日 是 先行 者 , 还 有 吉 布 斯 
(Josiah Willard Gibbs, 1839 一 1903, 美国 物理 学 家 和 数学 家 ) 则 是 后 继 者 . 这 个 科学 
分 支 的 详细 历史 可 以 在 替 格 罗 茨 (Herglotz) 发 表 在 Enz. 上 的 一 篇 论文 “行星 和 替 
里 轨道 的 确定 ”(Bahnbestimmung der Planeten und kometen) (Enz. VI,2) 中 找到 . 

我 们 现在 转 到 他 的 第 二 组 关于 天 文学 的 工作 , 即 关 于 摄 动 的 工作 . 这 也 是 由 一 
项 发 现 , 即 智 神 星 (Pallas) 的 发 现 引 起 的 . 智 神 星 是 高 斯 的 敬 如 父辈 的 朋友 奥 们 斯 
(Heinrich Wilhelm Matthius Olbers, 1758 一 1840, 德国 天 文学 家 ) 在 1802 年 3 月 28 
日 发 现 的 . 它 的 特点 是 , 其 轨道 有 很 大 的 离心 率 (e = 1/5) 和 倾角 (i = 34°). 因此 ， 
其 他 行星 对 它 有 很 强 的 影响 , 这 意味 着 它 特别 有 趣 . 但 是 同时 这 也 意味 着 计算 它 的 
轨道 特别 困难 . 巴黎 科学 院 曾 一 再 悬赏 以 激励 这 个 问题 的 解决 , 而 终 无 结果 . 需要 
有 高 斯 那样 的 大 师 般 的 计算 才能 稀 强 坚持 的 能 力 , 才能 考虑 来 试 一 下 对 付 这 个 问 
题 . 但 是 高 斯 并 没有 把 这 件 事 做 完满 , 这 确实 是 一 个 翡 剧 . 从 布 伦 戴尔 (Brendel) 于 
1906 年 在 《 全集 第 7 卷 中 发 表 的 非常 广泛 的 计算 可 以 看 出 , 高 斯 付出 了 巨大 的 努 
力 . 而 且 , 高 斯 在 他 的 学 生 尼 科 莱 (Nicolai, 高 斯 说 此 人 是 一 个 “进行 计算 不 知 疲倦 
的 年 轻 人 (iuvenem in caleulis perficiendis indefessum)” 的 协助 下 , 算 完 了 木星 和 土 
星 的 摄 动 , 以 后 高 斯 终于 停 了 下 来 而 没有 完成 . 

这 件 事 特 别 令 人 吃惊 , 因为 有 许多 迹象 表明 高 斯 本 人 对 这 个 问题 有 最 大 的 兴 
趣 . 1812 年 一 一 请 回想 一 下 当时 德国 的 政治 形势 一 一 高 斯 发 表 了 一 个 神秘 的 字谜 ， 
把 数码 1 和 0 按 特别 的 次 序 排列 起 来 , 其 中 包含 了 他 在 智 神 星 运动 上 的 最 重要 的 
成 果 ( 见 《 全 集 》6:350). 这 个 密码 到 今天 也 没有 解 出 来 , 尽管 布 伦 戴 尔 作 了 很 大 的 
努力 , 但 是 高 斯 本 人 在 给 贝 塞 尔 (Friedrich Wilhelm Bessel, 1784 一 1846, 德国 数学 家 
和 天 文学 家 ) 的 一 封 信 里 宣布 了 其 内 容 ( 见 《 全 集 》7:421). 按 此 说 法 , 这 个 字谜 里 
包含 了 这 样 一 个 命题 : 木星 和 智 神 星 的 平均 运动 之 比 在 一 个 固定 的 有 理 值 7: 18 附 
近 振 动 , 所 以 有 一 个 平衡 点 (point of libration). 


Hamburg, 1809， 现 有 英 译 本 , 书 名 为 Theory of the Motion of the Heavenly Bodies Moving 
about the Sun in Conic Sections (New York: Dover), 1963.—— 英 详 本 注 
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是 什么 方法 引导 高 斯 到 达 这 一 个 和 其 他 的 重要 结果 ?他 像 其 他 在 他 以 前 所 有 
的 数学 家 和 天 文学 家 一 样 , 使 用 了 无 穷 三 角 级 数 , 但 其 变 元 则 视 所 处 理 的 问题 而 定 ， 
系数 则 由 对 定 积分 的 数值 处 理 (机 械 求 积 ) 得 出 . 在 此 , 如 果 您 希望 高 斯 能 够 估计 出 
由 此 产生 的 误差 (这 是 由 于 只 取 级 数 的 有 限 项 产生 的 ), 那 就 难免 会 有 些 失望 一 一 终 
究 是 高 斯 在 他 的 1812 年 关于 超 几 何 级 数 的 研究 中 才 第 一 次 给 出 确切 的 收敛 性 判 
据 ; 然而 人 们 找 不 到 高 斯 有 过 任何 估计 误差 的 考虑 . 相反 地 , 高 斯 在 此 仍然 从 俗 , 在 
级 数 的 个 别 项 对 于 他 已 经 足够 小 的 时 候 就 进行 截断 , 以 后 在 他 的 关于 测 地 的 计算 中 
他 又 是 这 样 做 的 . 

事实 上 , 不 久 前 , 斯 特 鲁 威 的 学 位 论文 中 指出, 智 神 星 在 1803 一 1910 年 间 的 轨 
道 用 高 斯 的 一 阶 摄 动 来 表示 并 不 完全 , 他 认为 , 要 想 与 观测 结果 达到 充分 的 符合 , 就 
必须 进 到 三 阶 摄 动 . 

一 个 现代 的 纯粹 抽象 学 派 的 数学 家 , 看 到 高 斯 在 实际 问题 和 理论 问题 上 作法 如 
此 不 同 , 可 能 会 大 为 吃惊 . 因为 很 清楚 , 这 个 方法 可 能 得 到 完全 错误 的 结论 , 因为 它 
在 逻辑 上 没有 很 好 地 论证 过 . 

这 个 矛盾 只 能 通过 对 于 心理 的 洞察 来 解释 , 因为 只 有 那些 对 于 达到 指定 的 目的 
有 意义 的 东西 才 是 有 趣 的 . 对 于 纯粹 数学 家 , 这 个 目的 是 : 对 于 所 选择 的 主题 的 全 
部 可 能 性 , 得 出 一 个 完整 的 体系 , 并 从 一 般 的 观点 出 发 加 以 彻底 的 研究 和 整理 . 在 
这 里 他 的 主要 工具 就 是 对 各 种 特例 进行 严格 的 逻辑 的 区 分 与 排列 . 所 以 , 那些 人 为 
地 造 出 来 的 例外 情况 , 对 于 他 , 与 自然 产生 的 情况 具有 同样 甚至 更 大 的 意义 . 他 不 
为 是 否 有 实际 应 用 操心 , 而 实际 应 用 可 能 更 看 重 那 些 自然 产生 的 情况 . 

另 一 方面 , 从 事 计 算 和 实际 问题 的 数学 家 的 目的 则 是 获得 数值 结果 . 因此 他 和 忽 
略 了 对 他 的 方法 的 精密 的 逻辑 论证 . 他 或 多 或 少 地 依靠 他 的 数学 本 能 , 这 种 本 能 指 
导 他 暗地里 采用 必要 的 假设 一 一 例如 改变 某 些 项 的 符号 , 或 者 不 加 分 辨 地 接受 它们 
的 值 . 至 于 论证 那些 为 了 得 到 进展 就 必须 使 用 的 程序 是 否 合理 , 与 其 说 他 是 理解 到 
其 合理 性 , 还 不 如 说 他 是 感 党 到 了 , 对 观测 结果 作 反 复 比 较 就 提供 了 这 种 合理 性 的 
论证 . 

为 了 便于 人 研究 高 斯 的 著作 (特别 是 他 的 早期 文献 ), 我 愿意 再 加 上 一 点 说 明 : 对 
于 “ 收 伐 ”一 词 的 用 法 , 高 斯 和 我 们 并 不 一 样 . 对 于 一 个 级 数 , 如 果 它 的 各 项 , 从 某 
一 点 起 无 限 减 小 , 高 斯 就 说 这 个 级 数 是 收敛 的 , 而 我 们 所 理解 的 “收敛 ” 则 是 级 数 的 
部 分 和 有 一 极限 值 . 高 斯 是 第 一 个 注意 到 这 个 差别 的 人 , 而 且 也 是 第 一 个 给 出 我 们 
意义 下 的 收敛 性 准则 的 人 , 这 两 点 都 见于 他 1812 年 关于 超 几 何 级 数 的 论文 中 . 对 
于 我 们 会 说 是 收敛 的 级 数 , 他 有 一 次 说 成 是 “由 整体 确定 有 一 个 有 限 和 ”(summam 
finitam ez asse determinatam praebet) 的 级 数 ( 见 《 全集 》3:126). 


51 G. Struwe,《 智 神 星 在 1803 至 1910 期 间 的 轨道 的 根据 高 斯 的 理论 的 表示 》(Die Darstellung 
der Pallasbahn durch de Gaussche Theorie in dem Zeitraum 1803 bis 1910) , Berlin 1911. 
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在 这 一 段 简短 的 题 外 话 以 后 , 我 愿 回 到 高 斯 为 什么 中 断 了 他 花 了 那么 大 精力 ， 
并 已 取得 那么 大 成 功 的 关于 智 神 星 的 工作 . 我 们 所 见 到 的 这 种 现象 , 在 高 斯 创造 性 
的 一 生 中 并 非 唯一 的 , 他 时 常 不 发 表 他 的 最 美的 结果 . 会 有 什么 原因 使 他 在 达到 目 
标 前 的 一 瞬间 出 现 了 这 种 奇异 的 停顿 ? 可 能 的 原因 要 在 一 种 诅 丧 中 去 寻找 , 看 来 很 
明显 , 他 在 自己 最 成 功 的 工作 之 中 , 常 陷于 某 种 诅 丧 而 不 能 目 拔 . 这 种 心情 的 唯一 
的 证 据 见 于 他 在 1808 一 1810 年 间 关 于 椭圆 函数 的 笔记 里 . 在 那里 , 在 纯粹 是 科学 的 
笔记 里 , 突然 出 现 了 用 铅笔 工整 地 写 着 的 话 :“ 这 样 活着 还 不 如 去 死 >. 人 们 可 能 会 
以 高 斯 所 处 的 十 分 凄惨 的 境遇 来 解释 这 种 心情 的 来 源 . 他 在 格 丁 根 的 新 职务 , 一 开 
始 并 没有 给 他 任何 收入 , 法 国人 征收 的 战争 赋税 更 使 他 在 经 济 上 陷于 很 大 的 困境 . 
他 住 在 图 尔 姆 街 (Turmstrasse) 的 一 所 塞 友 的 小 房子 里 , 在 一 个 砚 楼 附近 (这 座 硼 楼 
现在 还 在 ), 他 的 不 多 的 天 文 仪器 就 安置 在 这 座 确 楼 里 . 他 周围 没有 任何 人 , 特别 是 
他 的 家 人 , 对 他 的 看 起 来 似乎 毫 无 目的 的 赫 克 里 斯 式 的 劳苦 表示 出 哪怕 是 最 低 限 度 
的 理解 , 这 种 劳苦 剥夺 了 他 的 一 切 其 他 的 兴趣 , 而 没有 任何 一 点 可 以 看 得 到 的 结 采 . 
他 受到 最 刻薄 的 责骂 , 还 有 些 人 认为 他 精神 失常 . 
但 是 我 想 从 比 他 的 日 常生 活 折 魔 人 的 贫困 更 深 的 层次 上 来 寻找 这 种 情感 前 薰 
的 原因 . 在 我 看 来 , 其 原因 宁可 说 是 : 对 过 于 紧张 的 多 产 , 他 的 首创 精神 和 意志 力量 
终于 不 胜 其 才 , 对 于 像 他 这 样 早熟 而 又 热情 的 具有 创造 本 性 的 人 , 才思 测 涌 激荡 终 
于 使 他 心力 交 冶 , 这 种 情况 大 概 是 会 出 现 的 . 甚至 如 智 神 星 问题 也 可 能 成 了 这 种 精 
神 的 疲惫 的 牺牲 品 了 . 
但 是 尽管 这 项 工作 并 未 完成 , 它 仍然 结 出 了 丰富 的 纯 科 学 的 果实 , 下 面 三 篇 大 
文章 就 是 证 据 : 
1812: “ 论 超 几 何 级 数 ?"(Uber die hypergeometrische Reihe)， 
1814:“ 论 机 械 求 积 ” (Uber mechanische Quadratun)， 
1818:“ 论 长 期 摄 动 ”( Uber Sikularstorungen). 
第 一 篇 我 们 已 引用 多 次 (《 全 集 》3: 123-196), 完全 属于 分 析 , 但 其 中 包含 了 来 
自 摄 动 计算 中 的 各 种 级 数 展开 式 和 关系 式 ， 它 把 天 文 问题 归属 到 解析 问题 的 系统 
中 . 
关于 积分 的 机 械 求 积 的 工作 都 集中 在 一 个 标题 之 下 :“ 通 过 近似 确定 积分 值 的 
新 方法 ”(Methodus nova integralium valores per approrimationem inveniendi, 见 《 全 
集 》3: 163-196). 它们 来 自 对 摄 动 级 数 的 各 项 之 系数 作 数值 佑 计 的 需要 , 并 且 给 出 
了 有 用 的 一 般 考 虑 . 
独特 的 “高 斯 方法 ”, 解决 了 如 下 的 问题 : 对 于 在 一 条 曲线 下 方 由 两 条 平行 于 纵 
轴 的 直线 以 及 横 轴 所 围 成 的 区 域 , 如 何 用 少数 几 个 纵 标 值 来 尽 可 能 好 地 近似 计算 出 
其 面积 , 并 且 最 好 地 确定 相应 的 横 标 值 . 这 个 方法 例如 可 以 告诉 我 们 如 何在 一 日 之 
内 分 配 三 个 温度 读数 以 得 出 这 一 天 温度 变化 的 最 好 的 图 像 
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在 上 述 第 三 篇 文章 中 ( 见 《 全集》3: 331-360), 高 斯 给 出 了 一 个 行星 所 生成 的 
长 期 摄 动 的 直观 解释 以 及 计算 方法 ， 高 斯 借 此 机 会 解释 了 他 的 计算 第 一 类 椭圆 积 
分 之 周期 的 方法 . 这 项 工作 的 特点 可 以 从 它 的 标题 看 出 来 ; “决定 一 个 行星 在 一 任 
意 点 产生 的 引力 , 设 此 行星 质量 均匀 分 布 在 整个 轨道 上 , 而 且 轨 道 的 各 部 分 上 所 分 
配 的 质量 与 行星 停留 在 此 部 分 上 的 时 间 成 正比 "(Determinatio attractionis quam in 
punctum guodvis positionis datae exerceret planeta, s; eius massa per totam orbitam 
ratione temporis, quo singulae partes describuntur, uniformiter esset dispartita ). 文 
中 包含 了 以 下 结果 , 而 高 斯 就 是 用 此 结果 来 说 明 行星 的 长 期 摄 动 的 : 如 采 行 星 的 质 
量 是 这 样 分 布 在 其 轨道 上 , 使 得 在 各 点 处 质量 反比 于 行星 在 该 点 的 角速度 , 则 轨道 
对 于 男 一 物体 的 引力 恰好 就 是 此 行星 的 长 期 摄 动 值 . 这 个 概念 正 是 高 斯 一 再 表现 出 
来 的 独 有 的 思想 可 此 本 的 例子 . 高 斯 不 但 是 能 够 征服 一 切 困 难 的 计算 艺术 大 师 , 而 
且 对 于 他 来 说 , 数字 似乎 是 有 生命 的 , 构成 了 棚 棚 如 生 的 思想 . 

对 于 高 斯 在 这 些 年 里 的 科学 成 就 , 除了 这 三 篇 文章 的 内 容 , 我 们 仅 知 道 一 些 孤 
立 的 , 以 提纲 形式 出 现 的 片断 . 感谢 布 伦 戴尔 在 《4 全集》 第 7 卷 里 发 表 了 这 些 片 断 ， 
我 们 现在 多 少 知道 一 些 他 多 年 计算 智 神 星 的 摄 动 的 细节 . 除了 这 一 巨大 计算 以 外 ， 
《 全集》 第 6 和 第 7 卷 表 明 , 高 斯 还 做 过 许多 其 他 的 计算 和 极其 浩 繁 的 观测 . 人 们 
会 奇怪 , 高 斯 只 是 在 较 晚 的 年 代 才 从 事实 际 的 天 文 工 作 , 又 是 在 研究 重大 数学 问题 
(这 已 经 占用 了 他 全 部 时 间 ) 之 余 来 进行 大 量 的 实际 观测 , 他 怎么 能 够 得 到 掌握 仪 硕 
所 必需 的 技巧 ?对 此 , 人 们 百 思 不 得 其 解 . 他 的 无 可 比拟 的 天 才 , 其 实 已 经 高 于 任 
何 通常 的 判断 标准 了 . 


现在 我 转 到 高 斯 曾经 付出 巨大 精力 的 第 二 个 应 用 数学 领域 : 大 地 测量 . 他 在 这 
里 的 第 一 个 问题 仍然 具有 彻底 实际 问题 的 性 质 : 对 汉诺威 王国 进行 测量 . 

精确 的 大 地 测量 始 自 17 和 18 世纪 , 这 是 受到 对 于 地 球形 状 的 纯 科 学 的 兴趣 
刺激 而 引起 的 . 最 重要 的 问题 是 要 用 精确 的 测量 来 决定 我 们 的 行星 究竟 是 忆 的 椭 
球 还 是 长 的 椭 球 ， 当 这 个 问题 以 支持 前 一 个 假设 解决 了 以 后 , 在 19 世纪 又 开始 更 
加 详细 地 来 研究 地 球 的 形状 , 这 导致 李斯 廷 (Johann Benedict Listing, 1808 一 1882,， 
德国 数学 家 , 高 斯 的 学 生 ) 最 终 将 地 球 表面 分 类 为 所 谓 “geoid”. 无 论 如 何 , 高 斯 已 
经 知道 , 只 有 旋转 椭 球 是 地 球 真实 形状 的 近似 表示 . 

在 18 世纪 末 , 一 次 涉及 生活 一 切 领域 的 强 有 力 的 革命 介入 了 纯粹 科学 的 发 展 . 
如 同 在 许多 其 他 领域 中 一 样 , 拿破仑 成 了 重大 进展 和 发 现 的 第 一 推动 力 . 作战 和 重 
新 组 织 起 来 的 税政 都 需要 精确 的 地 图 ， 而 这 地 图 只 能 在 对 所 述 区 域 作 准确 的 系统 
测量 的 基础 上 做 出 来 . 从 这 时 起 , 许多 国家 都 试图 系统 地 作 这 件 事 . 丹麦 的 例子 也 
推动 了 汉诺威 来 做 这 件 事 , 在 丹麦 , 舒 马 赫 (Heinrich Christian Schumacher, 1780- 
1850, 德国 天 文学 家 , 基 尔 (Kiel) 天 文 台 台 长 ， 杂志 《天 文通 讯 》(Astronomische 
Nachrichten) 的 编者 , 曾 是 高 斯 的 学 生 ) 已 经 从 一 条 位 于 汉堡 的 测 地 基准 线 开 始 来 
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解决 这 个 问题 , 而 后 来 高 斯 也 使 用 了 这 条 测 地 基准 线 . 
1816 年 , 政府 要 求 高 斯 为 汉诺威 解决 相应 的 问题 . 在 1821 一 1825 年 间 是 他 目 
己 来 测量 , 后 来 则 由 助手 们 接着 做 , 而 直到 1841 年 才 完 成 . 从 这 一 活动 中 产生 了 两 
篇 重要 的 科学 论文 : 
1828:“ 格 丁 根 和 阿尔 托 纳 (Altona) 纬度 差 的 确定 ?加 (Bestimmung des Breit- 
enunterschiedes zwischen den Sternwarten von Gottingen und Altona) ( 见 
《全 集 》9: 以 下 ). 

1843:“ 高 等 测 地 学 问题 的 研究 ”( Untersuchungen iiber Gegenstiinde der hoheren 
Geodiisie) ( 见 《 全 集 》4: 258 以 下 ). 

其 中 的 第 一 篇 引用 了 一 篇 关于 地 球 的 真实 形状 与 通 近 它 的 椭 球 的 侦 离 的 参考 
文献 ， 第 二 篇 则 可 以 看 做 是 一 篇 计划 中 的 较 大 的 文章 的 片断 , 其 第 二 部 分 发 表 于 
1847 年 ( 见 《 全 集 》4: 301 以 下 ). 

在 这 些 工作 中 , 我 只 想 提 出 两 点 后 来 特别 广为人知 的 地 方 . 第 一 个 是 高 斯 作 了 
著名 的 、 到 那 时 为 止 最 大 的 大 地 三 角 测 量 , 这 个 三 角形 的 顶点 是 三 个 山头 : 千 恩 哈 
根 (Hohen Hagen)、 布 罗 肯 (Brocken) 和 因 寨 尔 斯 山 (Inselsberg). 文中 还 可 以 找到 
关于 高 斯 发 明 的 而 且 用 得 很 多 的 一 种 仪 胡 heliotrope 的 描述 , 高 斯 用 它 来 反射 阳光 ， 
以 便 得 到 一 个 明亮 可 用 的 视点 . 

正如 由 于 现代 的 强 而 有 力 的 点 光源 和 电 投 影 融 已 经 使 得 这 种 仪器 没有 用 处 了 
一 样 , 高 斯 的 工作 中 的 许多 地 方 也 已 经 被 更 好 的 方法 和 更 精密 的 结果 所 取代 了 . 例 
如 他 的 度量 缺少 统一 而 且 实用 的 系统 化 . 这 类 缺陷 大 概 可 以 用 许多 各 种 各 样 的 困 
难 来 解释 一 一 例如 缺乏 资金 , 在 平坦 的 林 区 中 很 难 找到 合适 的 观测 点 等 等 一 一 在 
做 第 一 件 事 的 这 20 年 中 就 出 现 了 这 些 困 难 . 

高 斯 的 工作 尽管 在 细节 上 遭 到 了 这 种 可 以 理解 的 淘汰 , 仍然 保留 了 极 大 的 用 
处 . 其 价值 远 远 不 仅 是 由 于 它 是 这 类 工作 的 创举 , 又 使 用 了 不 完全 的 手段 克服 了 极 
大 的 困难 , 而 且 它 还 提供 了 现代 大 地 测量 能 广泛 使 用 的 方法 和 方案 . 最 重要 的 是 , 它 
前 后 一 贯 地 使 用 了 最 小 二 乘法 . 高 斯 的 一 个 特别 之 处 在 于 应 用 了 椭 球 面 到 平面 的 
某 个 共 形 映射 . 高 斯 在 他 的 测量 问题 中 总 是 使 用 这 个 方法 : 取 格 丁 根 一 一 阿尔 托 纳 
子午 线 为 测量 基线 , 他 度量 了 测 地 线 与 直线 之 间 的 偏离 , 直到 偏差 成 为 最 小 . 这 两 
个 思想 以 及 它们 的 实践 本 性 , 对 于 测量 学 以 后 的 一 切 发 展 有 如 此 决定 性 的 影响 , 使 
得 现在 人 们 仍 是 这 样 认 可 高 斯 的 测 地 线 "" 

这 些 从 事实 际 工作 的 年 代 , 很 明显 地 使 高 斯 放 慢 了 工作 广 奏 , 得 到 某 种 松弛 (请 

[6 阿尔 托 纳 当时 是 丹麦 的 城市 , 位 于 汉堡 以 西 , 易 北河 北岸 . 经 过 欧洲 的 多 次 战争 和 外 交谈 判 ， 
终于 归属 汉堡 , 现 为 汉堡 最 西 的 区 中 译本 注 
D 关于 高 斯 的 影响 以 及 这 里 提 到 的 全 部 发 展 ， 我 愿 向 读者 推荐 Pizetti 写 的 “高 等 大 地 测量 


(Héhere Geodesie) ( 见 Enz. V1, 1) 以 及 Galle“ 论 高 斯 关于 大 地 测量 的 工作 ” (UVber die geoditischen 
Arbeiten von Gauss) 出 人 《全集 D11, 2. 
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注意 , 那 时 还 没有 “假日 旅游 ”一 说 ), 这 使 他 很 愉快 , 高 斯 也 还 在 从 事 非常 有 创造 
性 的 理论 活动 . 在 1821 年 和 1823 年 , 他 发 表 了 他 的 “最 小 二 来 方法 ”( 见 《 全集》4， 
特别 是 1-108 页 ). 但 是 最 重要 的 是 , 他 那 时 正 忙 于 他 对 微分 几何 的 深刻 思考 , 发 表 
了 他 的 伟大 著作 “曲面 的 一 般 理论 的 研究 ”(Disqauisitomes circa superficies curvas, 
以 下 简称 为 “曲面 论 ”) ( 见 《 全集 》4: 217 页 以 下 ). 我 愿 用 几 个 例子 来 刻画 其 内 容 . 

他 从 任意 曲面 向 球面 的 映射 开始 , 达到 了 曲面 在 其 一 点 处 的 曲率 (1/ RiR2) 这 
一 重要 概念 , 这 里 Ri 和 Rs 是 曲面 在 此 点 的 主 曲率 半径 .然后 接着 就 达到 了 曲面 
在 任意 弯曲 (但 不 得 拉 伸 ) 下 曲率 不 变 这 一 伟大 定理 ; 再 后 作为 推理 , 就 得 出 测 地 
三 角形 的 球面 映射 像 的 曲面 面积 与 球面 角 盘 成 正比 这 个 定理 . 此 外 , 勒 让 德 的 定理 
也 搞 得 更 精确 了 : 把 球面 三 角形 与 边 长 相同 的 平面 三 角形 的 面积 作 比 较 , 就 几 须 把 
每 一 个 角 减 去 其 1/3 球面 角 盘 . z 

正如 Stickel 后 来 发 现 的 那样 , 上 述 发 展 还 应 追溯 到 1816 年 , 那 时 高 斯 正 忙 于 
做 第 一 个 大 地 测量 计划 ( 见 Staickel 作为 几何 学 家 的 高 斯 ”(Gauss als Geomete”)， 
见 高 斯 《全集 》, 10, 2: IV 节 ). 高 斯 在 1822 年 在 弧 长 元 素 为 


ds = m’ (dt” + dn’) 


时 得 出 了 弯曲 下 曲率 不 变 的 定理 ( 见 《 全 集 》8: 38; 365 页 ), 所 以 , 在 “曲面 论 ” 中 
所 用 到 的 一 般 的 , 邑 弧 长 元 素 为 


ds2 = Edp’* + 2Fdpdg + Gdaq’ 


的 弯曲 下 曲率 不 变 的 定理 , 得 到 的 时 间 稍 晚 , 其 推导 也 要 星 梁 得 多 ( 见 《 全 集 》4: 236). 

“曲面 论 ” 的 效应 是 非 同 寻 向 的 . 它 是 蒙 日 以 后 在 微分 几何 中 的 第 一 个 伟大 进 
展 , 而 且 给 出 了 这 个 学 科 迄 今 所 坚持 的 基本 方向 ( 见 Voss 在 Enz. 中 关于 人 曲面 论 的 
综述 , Enz. III D6a). 

但 是 在 高 斯 的 这 些 工作 里 , 完全 看 不 到 高 斯 从 他 的 最 大 胆 的 思想 后 退 . 从 高 斯 
与 奥 尔 们 斯 、 舒 马赫 、 贝 塞 尔 和 其 他 人 的 通信 , 以 及 他 自己 未 发 表 的 论文 中 , 无 可 怀 
疑 高 斯 已 经 掌握 了 非 欧 几何 . 虽然 天 于 这 个 成 就 高 期 一 个 字 也 没有 发 表 过 , 但 是 非 
欧 几 何 的 思想 , 在 他 的 任何 工作 里 也 没有 离开 过 他 , 这 一 点 从 他 的 信件 中 清楚 地 流 
露出 来 . 就 此 而 言 , 上 面 说 过 的 他 测量 光线 所 成 的 大 三 角形 , 又 有 了 新 的 意义 . 用 康 
托 (Georg Ferdinand Ludwig Phillip Cantor, 1845—1918, 德国 数学 家 ) 的 话 来 说 , 这 
个 问题 不 仅 关系 到 数学 的 “内 在 永恒 ”的 一 面 , 而 且 关 系 到 其 “短暂 易 逝 ”的 一 面 . 
他 不 仅 关心 这 门 科 学 自身 所 需要 的 协调 相 容 的 构造 , 他 也 关心 利用 这 门 科 学 来 把 自 
然 现 象 统一 起 来 并 加 以 控制 的 可 能 性 . 各 种 几何 学 对 于 他 都 是 同样 棚 棚 如 生 , 同样 
熟悉 . 至 于 这 些 几何 中 , 哪 一 种 最 适合 于 描述 日 然 界 , 则 只 能 由 实验 决定 . 因为 在 各 
种 非 欧 几何 中 , 三 角形 的 三 内 角 之 和 与 180° 的 偏离 都 随 三 角形 之 面积 增加 
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斯 当时 还 只 讲 到 可 能 有 负 的 偏离 一 一 他 就 希望 能 测量 一 个 很 大 的 三 角形 , 借以 回答 
这 个 问题 ; 但 是 测量 的 结果 不 能 说 明 问 题 : 测量 三 角形 三 内 角 和 和 的 结果 与 5 的 偏离 
还 在 测量 误差 的 范围 之 内 . 高 斯 提出 的 这 个 问题 , 迄 至 今日 仍 未 解决 . 罗 巴 切 夫 斯 
基 (Nikolai Ivanovich Lobachevski, 1792 一 1856, 俄罗斯 数学 家 ) 所 建议 的 , 对 一 个 恒 
星 与 地 球 轨道 某 个 直径 两 端 所 成 的 三 角形 作 测量 , 从 来 没有 人 做 到 过 , 这 是 由 于 光 
行 差 (aberration) 和 星体 以 及 太阳 系 本 和 号 的 运动 这 些 复 林 性 造成 的 . 

我 们 将 在 下 面 的 一 节 里 详细 讨论 高 斯 在 这 一 点 上 和 擎 握 他 所 谓 的 “ 反 欧 几 里 得 
几何 学 ”的 程度 如 何 . 而 在 现在 , 我 要 转 到 物理 学 有 赖 于 高 斯 的 那些 成 就 . 


但 是 在 开始 考察 这 个 领域 之 前 , 我 愿 先 提起 一 个 人 , 他 虽然 本 人 并 非 数 学 家 , 但 
是 对 于 各 门 精确 科学 在 他 那个 时 代 和 他 的 祖国 的 发 展 , 却 有 最 大 的 意义 , 他 就 是 亚 
历 山大 . 洪 堡 (Alexander von Humboldt, 1769 一 1859t3 ). 有 几 个 日 期 可 以 作为 有 用 
的 参照 点 . 他 于 1769 年 生 于 柏林 附近 的 特 加 尔 (Tegal), 他 一 生 最 富 成 果 的 时 期 是 
他 在 1799 一 1804 年 的 南美 洲 之 旅 , 那 一 次 他 带 回 来 了 大 量 的 丰 宇 的 科学 资料 . 此 
后 他 又 旅居 巴黎 多 年 , 与 他 年 龄 相仿 的 杰出 人 才 多 有 交往 , 1827 年 后 , 定居 柏林 , 直 
至 1859 年 以 90 高 龄 在 柏林 去 世 ， 
洪 堡 是 我 们 今天 称 为 地 理学 家 和 生物 学 家 的 那 种 人 , 他 主要 感 兴趣 的 是 描述 
性 科学 而 不 是 精确 科学 . 但 是 他 具有 一 种 罕见 的 才能 , 能 够 认识 到 远离 目 己 的 学 科 
的 那些 科学 的 重要 性 , 而 他 上 自己 甚至 还 不 完全 理解 那些 科学 . 他 在 一 般 的 思想 和 对 
自己 时 代 的 需求 的 确定 的 感觉 的 引导 下 , 时 常 能 对 其 他 学 科 提出 富有 成 果 的 建议 . 
此 外 , 他 还 确定 地 具有 一 种 本 事 , 能 把 那些 未 露头 角 的 有 希望 的 青年 人 才 识 别 出 来 . 
洪 保 由 于 他 和 官 廷 的 联系 和 多 方面 的 交往 , 在 柏林 享有 特殊 的 社会 地 位 , 所 以 多 年 
来 , 他 能 够 决定 他 所 喜爱 的 学 科 在 普鲁士 的 发 展 . 他 在 数学 和 自然 科学 方面 创造 了 
一 个 奇迹 , 我 愿 称 之 为 “德国 科学 的 文艺 复兴 ”, 而 这 种 奇迹 在 文献 学 ( 指 希腊 , 拉 
丁 等 经 典 文献 的 研究 .一 一 中 译本 注 ) 领域 中 在 十 年 以 前 随 着 相 林 大 学 的 建立 就 已 
经 开始 了 . 1824 年 , 洪 堡 把 当时 年 仅 21 岁 的 李比希 (Justus von Liebig, 1803 一 1873， 
德国 化 学 家 ) 带 到 吉森 (Giessen), 1827 年 又 把 时 年 23 岁 的 狄 利克 雷 (Johann Peter 
Gustav Lejeune Dirichlet, 1805 一 1859, 德国 数学 家 ) 带 到 布 累 期 劳 (Breslau, 经 过 历 
史上 多 次 易手 以 后 , 那 时 是 德国 下 西利 西亚 的 城市 , 而 二 战 以 后 , 又 划 归 波兰 , 为 下 
西利 西亚 省 省 会 , 现 名 弗 罗 深 拟 夫 (Wroclaw) 中 译本 注 ). 这 两 次 , 他 都 不 得 不 
克服 相关 的 大 学 院 系 的 激烈 反对 . 洪 堡 在 19 世纪 20 年 代 早 年 也 想 把 高 斯 带 到 普 
鲁 士 , 担任 即将 在 柏林 创立 的 高 等 工业 学 校 的 校长 . 高 斯 不 想 担 任教 学 职务 , 而 只 
8] 洪 保 兄弟 二 人 都 负 有 盛名 . 哥哥 Baron Wilhelm von Humboldt, 1767 一 1835, 是 一 位 语言 学 
家 , 教育 改革 的 先驱 , 柏林 大 学 的 创办 人 , 对 现代 大 学 教育 有 很 大 的 影响 ; 弟弟 Baron Friedrich 
Heinrich Alexander Humboldt, 1769 一 1859, 是 自然 学 家 . 二 人 时 常 被 混淆 . 因此 这 里 给 出 二 人 的 


全 名 . 因为 本 书 主要 是 讲 的 弟弟 ,所 以 , 凡是 说 到 洪 堡 , 蔡 无 特别 声明 , 都 是 讲 的 弟弟 , 而 将 “ 亚 历 
山大 ” 略 去 , 并 在 需要 说 到 哥哥 时 , 为 避免 误会 , 党 说 威廉 . 洪 堡 .一 一 中 译本 注 
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想 负责 从 科学 上 监督 全 邦 的 各 个 科学 人 研究 所 . 然而 , 尽管 有 了 这 样 的 谅解 , 高 斯 仍 
然 拒绝 了 这 个 邀请 . 洪 堡 第 一 次 见 到 高 斯 是 他 亲 目 请 高 斯 作为 贵宾 出 席 柏林 的 一 
次 科学 会 议 . 他 们 之 间 的 关系 后 来 逐渐 发 展 为 终生 友谊 ( 见 布 鲁 恩 斯 (Bruhns) 在 
1877 年 发 表 的 高 斯 - 洪 堡 的 通信 录 ), 这 个 友谊 在 科学 上 的 重要 性 首先 在 于 , 是 洪 堡 
第 一 个 促使 高 斯 研究 地 磁 问 题 . 

洪 保 在 南美 之 行 后 , 建立 了 世界 性 的 “地 磁 观 测 协 会 ”(Zwecke erdmagnetischer 
Beobachtungen). 高 斯 按照 洪 堡 的 建议 , 把 洪 堡 所 收集 的 资料 作 了 详尽 的 数学 处 理 ， 
这 一 点 , 我 们 以 下 还 会 讲 到 . 

1828 年 , 在 洪 堡 家 里 , 由 洪 堡 介绍 , 开始 建立 了 对 于 物理 学 的 发 展 更 为 重要 的 
关系 , 这 就 是 高 斯 与 韦伯 (Wilhelm Eduard Weber, 1804 一 1891, 德国 物理 学 家 ) 
的 相识 . 韦伯 生 于 1804 年 , 当时 是 哈雷 (Halle) 大 学 的 自费 讲师 (Privatdozent, 即 
通过 听课 学 生 的 学 费 收 取 薪 酬 为 生 的 教员 ). 按照 高 斯 的 建议 , 他 在 1831 年 被 召 到 
格 丁 根 , 以 后 除了 短 时 期 在 莱比锡 任教 (1843 一 1849) 以 外 , 直至 1890 年 去 志 , 终 
生 留 在 格 丁 根 . ( 见 里 克 (Riecke) 1890 年 在 “ 格 丁 根 科学 院 通报 ”(Abhandlung der 
Gottinger Gesellschaft der Wissenschaften) 上 的 纪念 文章 ). 

日 从 W. EE. 韦伯 受命 来 到 格 丁 根 , 就 开始 了 高 斯 和 W. E. 韦伯 这 两 个 截然 不 
同 的 人 物 的 异常 宣 有 成 果 的 合作 ， 当 时 高 斯 54 岁 , 其 名 声 如 日 中 天 ; 而 W. 卫 . 韦 
伯 当 时 还 只 有 27 岁 , 只 是 在 仪器 和 观测 两 方面 为 这 个 大 人 物 提供 富有 技巧 的 帮助 . 
逐步 地 , 他 的 活动 的 独立 性 和 科学 意义 与 日 俱 增 . 但 是 只 是 在 这 个 时 期 以 后 , 当 他 
于 1846 年 来 到 莱比锡 时 , 韦伯 的 活动 才 随 着 他 关于 电动 力学 测量 方面 的 第 一 本 车 
作 问 世 , 达到 了 顶点 . 这 两 个 人 的 内 在 的 区 别 , 也 表现 在 外 观 上 . 高 斯 体格 健壮 有 
力 , 是 一 个 真正 的 下 萨克森 (Lower Saxon, 德国 西北 部 凭 临 北海 , 并 与 荷兰 接壤 的 
那 一 部 分 . 汉 庄 威 、 不 伦 瑞 克 和 格 丁 根 都 属于 下 陛 克 和 森 一 一 中 译本 注 ) 人 , 寡言 而 
不 易 接 近 . 这 与 W. E. 韦伯 形成 了 强烈 对 比 : W. E. 韦伯 是 小 个 子 , 比较 纤弱 , 容 
易 激 动 , 他 喜欢 讲话 , 一 看 就 知道 是 一 个 真正 的 萨克森 (德国 东南 部 围绕 德 累 斯 顿 
(Dresden) 与 波兰 和 捷克 接壤 的 那 一 部 分 , 与 下 萨克森 遥遥 相对 .一 一 中 译本 注 ) 人 ， 
时 然 他 实际 上 出 生 于 维 滕 贝 格 (Wittenberg, 莱比锡 东北 的 一 个 城市 , 并 不 在 萨克森 
区 域 里 一 一 中 译本 注 ), 这 个 所 谓 的 “ 双 萨 克 森 ”(Doppelsachsen) 地 区 . 出 于 艺术 方 
面 的 考虑 , 高 斯 和 W. E. 韦伯 在 格 丁 根 的 纪念 碑 把 他 们 之 间 的 这 种 反差 淡化 了 , 其 
至 年 龄 看 起 来 也 比 实际 情况 更 接近 . 

为 了 能 够 理解 这 两 位 研究 者 的 共同 工作 , 我 愿 对 他 们 的 研究 领域 电动 力学 在 他 
们 之 前 的 发 展 作 一 个 简短 的 概述 . 

1820 年 , 奥 斯 特 (Hans Christian Orsted, 1777 一 1851, 丹麦 物理 学 家 ) 发 现 了 基 


9 本 书 里 讲 到 好 几 个 韦伯 . 为 了 避免 混淆 , 我 们 在 必要 时 都 要 注 明 是 高 斯 的 合作 者 韦伯 (W. BE. 
韦伯 ), 还 是 其 他 同姓 的 韦伯 .一 一 中 译本 注 
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本 的 电磁 现象 , 即 通 有 电流 的 线圈 对 磁 针 的 效应 . 

1821 年 , 毕 奥 (Jean-Baptiste Biot, 1774 一 1862, 法 国 物 理学 家 ) 和 萨 伐 尔 (Félix 
Savart, 1791 一 1841, 法 国 物理 学 家 ) 通过 计算 电流 对 于 磁极 的 有 效力 得 到 了 关于 这 
个 效应 的 第 一 个 准确 的 定律 . 但 是 直到 安培 (André-Marie Ampere, 1775 一 1836, 法 
国 物理 学 家 ) 于 1822 一 1826 年 间 , 才 观 察 到 两 个 电流 之 间 也 有 这 个 效应 , 并 由 之 导 
出 了 用 分 子 电流 对 磁性 的 解释 . 欧姆 (Georg Simon Ohm, 1789 一 1854, 德国 物理 
学 家 ) 的 “Galvanic 链 的 数学 处 理 ”(Die galvanische Kette mathematisch bearbeitet) 
一 文 问世 , 其 中 包含 了 欧姆 定律 , 作为 其 最 重要 的 结 采 . 1828 年 , 在 格林 (George 
Green, 1793 一 1841, 英国 数学 和 物理 学 家 ) 的 工作 中 , 位 势 理论 第 一 次 出 现 , 但 是 很 
长 时 间 里 不 为 人 知 . 这 是 因为 格林 是 诺丁汉 (Nottingham) 一 个 穷 昔 面包 师 的 儿子 ， 
一 开始 是 没有 什么 影响 的 . 不 笠 的 是 , 他 的 才能 最 后 为 人 所 知 时 , 他 的 健康 已 经 无 
法 弥补 了 : 虽然 得 到 了 剑桥 大 学 的 一 个 位 置 , 但 不 久 即 死 于 酒精 中 毒 . 弄 清楚 格林 
所 理解 的 , 后 来 一 直 称 为 “格林 函数 ”的 , 究竟 是 什么 , 这 是 很 有 趣 的 ,而 且 对 于 历 
史 也 很 重要 . 它 只 不 过 是 一 个 在 实验 上 很 重要 的 静电 位 的 特例 , 就 是 一 个 点 电 和 谷 在 
一 个 接地 导体 上 感应 而 生 的 电 谷 分 布 所 产生 的 电位 . 因此 , 格林 也 在 “ 力 函 数 "的 
意义 下 使 用 “位 势 函 数 ” 一 词 . 我 们 以 后 就 会 看 到 , 高 斯 却 是 在 很 不 相同 的 意义 下 
使 用 “位 势 ” 一 词 . 所 以 , 高 斯 不 太 可 能 知道 格林 的 工作 : 他 从 来 没有 提 到 过 格林 . 
这 大 概 是 因为 格林 的 工作 在 威廉 . 汤姆 还 (William Thomson, 1824- 一 1907, 苏格兰 
物理 学 家 和 数学 家 , 也 就 是 开尔文 勋 栈 (Lord Kelvin). 一 一 中 译本 注 ) 重新 发 表 他 
的 论文 以 前 , 其 流传 非常 有 限 5 . 在 高 斯 的 藏书 里 也 找 不 到 格林 的 文章 . 应 该 提 到 ， 
在 今天 “格林 函数 ”的 概念 已 经 大 大 癌 前 推进 了 . 一 般 次 米 ,“ 格 林 函 数 ” 是 指 的 在 
空间 某 区 域 中 具有 某 种 奇 点 , 并 且 满 足 某 个 已 知 的 微分 方程 和 适当 的 边 值 条 件 的 函 
数 . 

新 间 世 的 电动 力学 因为 法 拉 第 (Michael Faraday 1791 一 1867, 英国 物理 学 家 ) 
在 1831 年 发 现 了 感 生 电流 而 向 前 发 展 了 一 大 步 . (注意 , 这 位 科学 家 也 是 出 身 卑 微 ， 
开始 时 只 是 一 位 订 书 工人 和 实验 室 助理 .) 

以 上 就 是 这 个 领域 在 高 斯 和 W. E. 韦伯 进入 时 的 情况 . 其 实 , 在 W. E. 韦伯 来 


lo 格林 是 一 个 自学 成 才 的 数学 家 . 当 他 于 1828 年 发 表 那 篇 有 历史 意义 的 论文 时 , 他 还 没有 大 
学 学 历 . 这 篇 论文 标题 是 “ 论 数 学 分 析 在 电磁 理论 上 的 应 用 ” (An Essay on the Application of 
Mathematical Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism), 而 且 没 有 发 表 在 学 术 刊 物 
上 , 而 是 由 一 位 出 版 商 以 单行 本 形式 出 版 ,一共 只 卖 了 51 本 , 所 以 人 们 很 难 知 道 它 . 1845 年 开 尔 
文 勋 珊 在 大 学 毕业 时 才 看 到 这 篇 文章 . 开尔文 勋 栈 在 游学 巴黎 时 把 这 篇 文章 给 了 间 维尔 (Joseph 
Liouville, 1809 一 1882, 法 国 数 学 家 ) 等 大 数学 家 看 了 , 他 们 都 为 其 重要 性 而 震动 , 因此 开尔文 勋 玫 
更 感到 有 责任 将 此 文 重新 发 表 . 于 是 在 回 到 英国 后 , 在 加 上 一 段 序 言 后 , 将 此 文 重新 在 Crelle 杂 
志 (关于 这 份 杂志 , 见 第 3 章 ) 上 分 3 期 发 表 (1850, 1852 和 1854 年 ). 那 时 格林 已 经 去 世 10 年 
了 , 所 以 他 一 直 未 能 亲 吴 体验 到 自己 工作 的 重要 性 . 现在 众所周知 的 格林 定理 , 格林 函数 等 等 都 
首次 见于 此 文 .一 一 中 译本 注 
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到 格 丁 根 以 前 , 高 斯 就 已 经 在 研究 物理 问题 . 在 他 的 《全集 3 第 5 着 里 , 承 有 以 下 两 
篇 论文 , 时 间 均 为 19 世纪 20 年 代 末 : 

1829:“ 论 力学 的 一 个 新 的 基本 原理 ”( 即 “最 小 约束 原理 ”) (Uber ein newes all- 

gemeines Grundgesetz der Mechanik). 
1830:“ 和 平衡 状态 下 的 流体 理论 的 一 个 一 般 原 理 ”(Principia generalia theoriae 
fluidorum in statu aequilibrii) ( 即 毛 细作 用 的 理论 ). 

它们 都 直接 与 拉 普 拉 斯 和 拉 格 朗 日 的 工作 相 联 系 . 现在 他 又 开始 了 和 W. E. 韦 
伯 的 十 年 合作 时 期 , 这 是 格 丁 根 的 最 著名 的 时 期 之 一 , 即 在 格 丁 根 大 学 里 英 定 了 数 
学 和 物理 学 的 长 久 的 统一 的 时 期 . 

这 个 时 期 的 第 一 个 工作 是 高 斯 1832 年 关于 磁性 的 测量 的 绝对 标准 的 论文 : “地 
磁 相 对 于 绝对 标准 的 强度 ”(Intensitas vis magneticae terrestris ad mensuram abso- 
lutam revocata) ( 见 《 全 集 》5: 79 页 以 下 ). 它 的 巨大 进步 是 把 一 切 测 量 都 归结 到 对 
三 个 基本 的 量 的 测量 , 就 是 : 质量 , 长 度 和 时 间 . 在 这 里 , 数学 家 成 了 测量 的 物理 学 
的 立法 者 (其 总 的 计划 , 见 《 全 集 》5: 630 页 ). 与 此 同时 , 因为 应 用 了 镜像 读数 (而 
不 是 如 以 前 那样 用 细 绳 系 着 的 指针 来 读数 ), 这 个 工作 把 磁性 测量 仪器 的 精度 提高 
到 了 天 文 精度 0 . 

现在 我 愿 提 到 另 一 项 成 就 , 它 不 只 是 高 斯 和 W. E. 韦伯 的 工作 的 副产品 , 而 且 
为 他 在 更 广大 的 人 群 中 间 启 得 了 特别 的 名 声 , 这 就 是 电磁 电报 的 制造 . 这 一 项 成 就 
以 电磁 效应 为 电报 的 基础 , 而 不 是 用 光学 效应 (高 斯 的 heliotrope) 或 者 电化 学 效应 
( 索 末 林 5 ); 电磁 效应 可 以 很 准确 地 传播 到 更 远 的 地 方 . 这 两 位 研究 者 也 在 从 事 检 
验 欧姆 定律 和 某 些 分 支 定 律 (后 来 基 尔 霍 夫 (Gustav Robert Kirchhoff, 1824 一 1887， 
德国 物理 学 家 ) 才 给 这 个 定律 以 确定 的 形式 ) 的 实验 . 他 们 对 自己 在 电报 方面 的 结 
果 的 实用 意义 是 非常 清楚 的 . 高 斯 在 给 舒 马赫 的 信里 是 这 样 表明 自己 就 此 的 看 法 
的 , 他 认为 , 建立 一 个 全 球 的 通讯 网 络 , 只 是 技术 和 财力 的 问题 .na 

制造 的 具体 工作 是 由 韦伯 担任 的 ， 发送 和 接收 装置 都 安装 在 天 文 台 和 物理 研 
究 所 (现今 的 大 学 图 书馆 ) 里 , 而 连接 的 电缆 则 架 在 Johannisturm 塔 上 . 详情 可 见 
高 斯 《全 集 》5: 338, 356, 369 各 页 . 

从 纯粹 科学 的 观点 看 来 , 下 一 年 即 1834 年 的 工作 可 能 更 有 意义 . 湛 保 的 建议 

1 高 斯 和 W. E. 韦伯 是 利用 一 个 电流 计 指 针 的 偏转 方向 来 传输 信号 的 . 通过 一 个 磁性 装置 , 他 

们 可 以 让 电流 改变 方向 , 从 而 使 电流 计 的 指针 转向 , 而 用 一 个 1 代表 一 种 指向 , 用 0 代表 另 一 个 
指向 . 进而 用 一 个 1 代表 。 用 1 和 0 的 其 他 组 合 代 表 其 他 字母 . 这 样 , 他 们 就 得 到 了 一 种 编码 方 
法 . 文中 所 谓 镜 像 读数 , 就 是 指 右 转 和 左 转 互 为 镜像 . 这 样 , 这 种 编码 , 和 摩尔 斯 编码 一 样 , 是 以 
二 进 制 为 基础 的 数字 编码 , 发 出 的 是 数字 信和 号 , 而 不 是 模拟 信号 , 所 以 其 精度 大 大 提高 了 . 电磁 电 
报 和 这 种 镜像 编码 的 发 明 , 和 前 面 说 的 heliotrope 一 样 , 被 认为 是 高 斯 的 重大 发 明 .一 中 译本 注 
[2 Samuel Thomas von S6mmering, 1755 一 1830, 德国 的 著名 医生 , 解剖 学 家 , 并 有 多 方面 的 才 


能 . 他 在 1809 年 发 明了 一 种 以 电化 学 效应 为 基础 的 电报 术 . 一 一 中 译本 注 
U3] 可 参看 Briefwechsel Gauss-Schumacher (Altona: G. Esch) vol. IT 411 和 416 页 . 
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在 这 时 出 现 了 . 在 天 文人 台 的 基础 上 又 建立 了 磁 观 测 台 , 而 高 斯 把 他 的 精力 用 于 建立 
和 扩展 磁 学 会 , 他 对 其 组 织 工作 特别 有 兴趣 . 在 1836 一 1837 年 间 他 出 版 了 “ 磁 学 会 
观测 结果 ” (Resultate aus dem Beobactungen des magnetischen Vereins 以 下 简称 为 
Resultate) 第 一 卷 , 此 书 在 高 斯 和 W. E. 韦伯 的 主编 下 共 出 版 了 七 卷 . 其 中 还 包含 
了 对 于 特殊 仪器 的 制造 和 观测 技巧 的 描述 . 
在 高 斯 和 韦伯 的 主要 结果 的 基础 上 , 就 有 可 能 转 而 利用 更 发 展 了 的 技术 手段 来 
研究 更 加 精密 的 问题 . 高 斯 和 W. E. 韦伯 , 通过 每 5 分 钟 作 一 次 观测 (此 前 只 是 每 
小 时 观测 一 次 ), 确定 了 地 球 磁场 的 总 体 的 逐日 的 变化 . 他 们 组 织 了 在 全 球 多 个 地 
点 同时 进行 观测 ; 这 就 给 出 了 无 可 否认 的 证 据 , 即 在 整个 地 球 在 相同 的 时 间 发 生 这 
种 变化 , 所 以 其 根源 是 全 球 性 质 的 ; 在 这 个 结果 的 基础 上 , 以 后 就 可 以 用 更 敏感 的 
仪 副 , 通过 更 频繁 的 观测 , 来 确定 各 地 磁场 的 小 的 局 部 变化 . 
高 斯 在 这 个 领域 内 的 基本 工作 发 表 在 Resultate 的 以 后 各 卷 里 . 
1838 一 39:“ 地 磁 的 一 般 理论 ”(Allgemeine Theorie des Erdamagnetismus) 见 《 全 
集 》5: 119 页 . 

1839 一 40: “关于 随 距离 平方 反比 变化 的 主动 引力 与 斥 力 的 一 般 命题 ” (Allge- 
meine Lehrsatze in Beziehung auf die im verkehrten Verhaltnisse des 
Yuadrats der Entfernung wirkenden Anziehungsund Abstossungskrafte) 
见 人 《全 集 》5: 195 页 . 

第 一 篇 文章 的 标题 容易 引起 误会 . 它 讨论 的 并 不 是 一 个 物理 理论 , 而 是 观测 结 
果 的 利用 球面 调和 的 插值 表示 , 所 以 它 多 少 有 点 类 似 托 勒 密 对 行星 运动 的 表示 . 说 
来 也 怪 , 高 斯 对 这 篇 文章 的 意义 有 全 然 不 同 的 解释 . 他 相信 , 他 已 经 得 到 了 磁 的 本 
性 的 解释 一 一 就 是 如 牛顿 定律 那 种 意义 下 的 解释 一 一 而 且 在 序言 中 批评 了 那 种 把 
地 磁 解 释 为 一 些 磁石 的 芋 加 , 像 托 比 亚 斯 . 迈 耶 (Tobias Mayer, 1723 一 1762, 德国 
天 文学 家 ) 所 作 的 那样 . 但 是 , 这 两 种 程序 是 一 样 的 , 因为 每 一 个 球面 调和 都 可 以 
解释 为 磁 多 极 子 的 作用 , 只 要 过 渡 到 无 穷 小 尺寸 即 可 . 因为 高 斯 的 展开 式 已 经 假设 
完成 了 这 个 极限 过 程 , 所 以 比 之 用 有 限 磁 石 的 和 加 要 方便 和 精确 得 多 , 但 是 二 者 基 
本 上 是 相同 的 . 

高 斯 就 这 样 把 地 磁 位 势 表 为 有 限 的 球面 调和 级 数 , 而 只 取 到 (并 包括 ) 四 阶 项 : 


P FF Ps 疙 


其 中 已 , 是 z, y, z 的 n 次 齐 次 多 项 式 , 并 且 满 足 方程 
AP, = 0. 


这 个 多 项 式 含有 2n 十 1 个 独立 的 常数 , 所 以 对 上 述 的 表示 , 需要 计算 24 个 系数 ( 详 
情 见 《全 集 》5: 150-151 页 ). 力 X,Y 2 则 可 由 对 此 级 数 微分 而 得 ， 计 算 者 必须 
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事先 就 知道 , 这 个 级 数 以 及 微分 而 得 的 级 数 与 观测 结果 很 漂亮 地 相符 . 目 那 时 以 来 ， 
已 经 在 数量 大 得 多 的 观测 的 基础 上 作 了 逼近 , 但 结果 表明 , 在 四 阶 项 处 截断 最 为 适 
当 . 如 果 把 五 阶 项 也 考虑 进去 , 系数 反而 会 变 得 太 不 精确 , 局 部 和 暂时 的 扰动 变 得 
太 大 , 所 以 其 值 没 有 任何 价值 . 在 这 里 , 我 要 提出 一 个 后 来 变 得 很 有 名 的 结果 , 即 南 
极 的 计算 , 这 个 计算 也 证 明 是 相当 精确 的 . 

现在 我 转 到 上 面 提 到 的 第 二 篇 文章 , 其 中 建立 了 我 们 现在 了 解 的 位 势 理 论 . (天 
于 这 门 分 支 的 历史 , 可 以 参看 Enz. I A 7b.) “位 势 ” 一 词 就 是 在 此 文中 引入 的 . 而 
在 《图 集 》n4 中 把 它 解 释 为 将 一 个 点 电荷 由 无 穷 远 处 移 到 观测 点 所 作 的 “可 能 的 
功 ”. 高 斯 是 从 哪里 找到 “位 势 ” 这 个 字 的 , 就 不 清楚 了 . 力 函 数 的 思想 , 即 由 之 求 
方向 导数 即 可 得 出 牛顿 引力 的 函数 , 则 是 拉 格 朗 日 在 1773 年 第 一 次 使 用 的 . 方程 
AV = 0 是 拉 普 拉 斯 在 1782 年 研究 了 的 , 而 它 的 特例 , 即 在 有 质量 分 布 处 的 内 
域 有 AV = -4rp， 则 是 泊 松 (Siméon Denis Poisson, 1781 一 1840， 法 国 数学 家 ) 在 
1813 年 研究 了 的 . 所 以 , 这 一 些 都 在 高 斯 之 前 . 但 是 还 有 为 一 个 历史 上 有 趣 的 问题 : 
高 斯 是 否 知道 位 势 理论 与 复 变 函数 论 的 关系 ? 有 很 多 理由 认为 高 斯 知道 , 但 他 自己 
从 未 以 任何 方式 表示 过 . 

除了 这 些 伟 大 的 数学 工作 外 , 高 斯 也 在 思考 电动 力学 中 出 现 的 力 的 本 质问 题 ， 
这 对 我 们 大 有 兴趣 . 关于 这 个 问题 , 在 1833 一 1836 年 间 , 他 多 次 谈 到 , 而 在 他 的 遗 
著 全 部 发 表 以 后 , 无 疑 还 可 以 找到 更 多 材料 na . 我 在 这 里 仪 只 提出 高 斯 1845 年 至 
W. E. 韦伯 的 一 封 信 ( 见 《 全 集 》5: 627-629 页 ). 此 信 中 包含 了 一 段 值得 注意 的 评 
论 , 即 两 个 运动 的 带电 质点 间 有 一 个 附加 的 力 , 可 以 从 一 个 以 有 限 速 度 传播 的 作用 
导出 , 在 光 的 情况 就 是 如 此 ! 高 斯 这 些 话 无 疑 表示 了 对 于 今天 的 光学 与 电动 力学 的 
统一 的 预见 . 不 幸 的 是 , W. E. 韦伯 并 没有 接受 这 个 思想 , 说 真 的 , 这 个 思想 完全 被 
1846 年 的 “韦伯 定律 ” 压制 住 了 . 按 此 定律 , 在 两 个 运动 电荷 e 和 e' 之 间 应 该 有 一 


瞬时 力作 用 : 
Fr_ yy 人 1L_ Ll /gd 1 dr 
Een eri\a c2r dt2 人 


这 个 力 依 赖 于 这 两 个 质点 的 相对 速度 和 加 速度 . 这 里 的 。 是 所 请 韦伯 常数 , 它 具 
有 速度 量 纲 ; W. E. 韦伯 和 柯 尔 劳 什 (Friedrich Wilhelm Georg Kohlrausch, 1840 一 
1910, 德国 物理 学 家 ) 在 1855 年 估计 出 其 值 为 439450 x 106 mm/sec， 有 30 年 之 
久 , 这 个 定律 成 了 对 自然 界 的 物理 解释 的 基石 , 直到 经 过 激烈 斗争 , 它 终 于 被 麦克 
斯 韦 理 论 所 淹没 . 1857 年 , 基 尔 霍 夫 发 现 一 个 值得 注意 的 数值 关系 , 即 cf V2 就 是 

14 Gauss and Weber (eds.) “由 理论 的 原理 得 出 的 地 磁 图 集 ，Resultate... 的 附录 ”(Atlas der 
Erdmagnetismus nach dem Elementen der Theorie entworfen, Supplement zu den Resultaten...), 
Leipzig, 1840., 

(15] 这 个 方程 欧 拉 就 已 经 引进 了 . 见 玉 . Hoppe 《 物理 学 史 » (Geschichte der Physik) (Brunswick., 
1926), 80 页 . 英 译本 编者 注 

9 这 些 材 料 将 包括 在 高 斯 《全 集 》 第 11, 1 卷 中 . 


德 文本 编者 注 


国 ”纯粹 数学 21 


光速 , 但 他 未 作 进 一 步 的 评论 . 这 个 关系 式 也 可 以 在 W. E. 韦伯 目 己 1864 年 关于 
电磁 振荡 的 工作 里 找到 ( 见 W. E. 韦伯 《 全集》 第 4 卷 105 页 以 下 ), 但 是 W. E. 书 
伯 进 一 步 评 论说 , 由 于 光 和 电磁 振荡 二 者 背景 大 不 相同 , 不 能 期 望 二 者 会 有 进一步 
的 联系 (同上 , 157 页 ). 此 外 , W. E. 韦伯 和 基 尔 霍 夫 都 只 观察 了 导线 中 的 振荡 , 这 
些 科 学 家 都 不 知道 , 在 电介质 中 也 有 电气 荡 一 一 这 个 概念 比较 晚 , 应 该 归功 于 法 拉 
第 . 黎 曼 在 1858 年 给 Gesellschaft der Wissenschaften, 的 信 ( 见 黎 受 《人 全集》 第 二 
版 288 页 以 下 ) 里 , 敢于 对 此 问题 表述 自己 的 某 些 思想 , 可 以 看 做 是 麦克 斯 书 1865 
年 的 理论 的 先驱 ， 但 是 黎 曼 由 于 这 封 信 里 有 小 的 错误 而 收回 了 它 , 这 信 在 黎 曼 死 
后 才 为 人 所 知 . 所 以 要 等 若干 年 玫 克 斯 韦 的 思想 才 传 过 德国. 因为 甚至 是 玄 姆 堆 效 
(Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz, 1821 一 1894, 德国 物理 学 家 ) 对 于 W. 
E. 韦伯 的 尖锐 批评 也 没有 产生 确定 的 结果 . 虽然 如 此 , 交 姆 霍 兹 却 以 一 种 间接 的 
方式 对 这 门 科学 的 近代 发 展 起 了 很 大 的 作用 : 他 非常 明确 地 要 求 自 己 的 学 生 赫 效 
(Heinrich Rudolf Hertz，1857 一 1894, 德国 物理 学 家 ) 注意 当时 由 英国 传人 的 思想 ， 
并 且 继 续 他 的 实验 . 这 个 有 才能 的 青年 物理 学 家 的 大 胆 的 研究 的 辉 烛 成 功 , 帮助 了 
麦克 斯 韦 的 理论 在 1888 年 最 终 在 德国 凯旋 . 


纯粹 数学 


我 愿 把 高 斯 在 应 用 数学 上 的 成 就 看 成 他 一 生 劳 作 的 顶峰 . 但 是 他 的 成 就 的 真 
正 核 心 和 基础 却 在 纯粹 数学 领域 中 . 他 把 目 己 的 青年 时 代 贡 献 给 了 纯粹 数学 . 

我 要 重新 比较 详细 地 讲 一 下 他 的 生平 的 某 些 材料 作为 参照 点 . 

高 斯 于 1777 年 4 月 30 日 出 生 在 不 伦 瑞 克 , 生长 在 极为 普通 的 境遇 之 中 . 关 
于 这 个 很 有 才能 的 青年 的 早 慧 有 许多 传说 , 虽然 遭 到 周围 的 人 们 最 为 苛刻 的 要 求 和 
反对 , 他 却 以 项 强 的 精神 挤 出 时 间 , 发 展 目 己 的 心智 , 而 以 自己 非常 的 成 绩 脱 疾 而 
出 , 终于 吸引 了 居于 高 位 的 人 士 的 注意 . 这 里 我 必须 要 特别 提出 不 伦 瑞 克 的 斐 迪 南 
公明 ; 高 斯 终生 对 他 深 怀 谢意 . 这 位 公 求 使 得 高 斯 这 个 青年 先是 能 够 上 了 Gymna- 
siumu7 ， 后 来 又 能 进 大 学 . 1788 年 高 斯 进 了 卡 塔 琳 学 校 (Catharineum school), 在 
1793 年 此 校 解散 后 , 又 进 了 卡 罗 琳 学 院 (Collegium Carolinum) ( 它 的 核心 现在 成 了 
高 等 工科 学 校 ). 然后 他 于 1795 一 1798 年 在 格 丁 根 大 学 短期 学 习 , 其 后 就 回 到 在 格 
丁 根 的 离 自 己 的 大 度 的 赞助 人 很 近 的 家 里 . 1798 一 1807 年 , 高 斯 在 不 伦 瑞 克 度 过 了 
我 称 之 为 英雄 年 代 的 十 年 , 那 是 一 个 伟大 的 基础 发 现 十 分 高 产 的 时 期 . 

他 投身 其 中 的 领域 先是 所 谓 “ 三 A", 即 算术 (Arithmetic)、 人 代数 (Algebra) 和 分 
析 (Analysis). 至 于 几何 , 则 除了 一 些 基本 问题 以 外 , 他 是 后 来 才 攻 读 的 , 所 以 我 们 

7 德国 的 中 学 教育 实行 多 轨 制 ,所 以 有 多 种 类 型 的 中 等 学 校 . 水 平和 目的 各 不 相同 . Gymnasium 


是 其 中 水 平和 要 求 均 为 最 高 的 . 它 的 培养 目标 是 为 大 学 教育 做 准备 . 下 文 讲 到 的 两 个 学 校 或 学 院 
都 是 Gymmasium. 一 一 中 译本 注 
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暂时 把 几何 放 在 一 边 . 

高 斯 的 数学 活动 是 从 一 个 伟大 发 现 开 始 的 ; 这 个 发 现 使 高 斯 在 长 久 的 犹 瑰 以 后 
决定 终生 从 事 数 学 , 因为 他 一 直 感 到 对 文献 学 和 对 数学 一 样 地 倾心 , 所 以 , 何 去 何 
从 一 直 犹 豫 不 定 . 1796 年 3 月 30 日 , 他 证 明了 正 17 边 形 可 以 用 尺 规 作 图 ; 换言之 ， 
方程 


ZL 一 1=0， 


或 者 与 此 等 价 地 , 方程 
rl6 rl yr...+1=0 


可 以 用 平方 根 求解 出 来 . 高 斯 在 发 现 这 件 事 时 还 不 到 19 岁 , 但 是 说 真 的 , 他 一 下 子 
就 把 正 多 边 形 的 作 图 问题 一 一 这 个 问题 等 待 解决 已 经 有 2000 年 了 一 一 有 效 地 解决 
了 . 在 看 到 任意 正 ” 边 形 的 可 作 图 问题 只 依赖 于 数 n 的 数论 性 质 以 后 , 他 很 快 就 
成 功 地 给 出 了 这 个 问题 的 可 解 性 的 判 据 : 者 ”为 一 素数 , 而 此 问题 可 解 , 则 ns 必 可 
写成 n = 22 ”+1 的 形状 . 由 于 有 了 这 样 惊人 的 成 果 , 高 斯 这 个 年 轻 朴 实 而 且 多 少 
有 些 笨拙 的 学 生 , 本 来 在 格 丁 根 过 着 一 种 沉浸 于 自己 的 工作 而 不 为 人 知 的 生活 , 却 
一 下 子 跳 进 了 光环 . 他 的 老师 齐 默 曼 (Eberhard August Wilhelm von Zimmermann， 
1743 一 1815, 德国 地 理学 家 和 动物 学 家 )na 在 1796 年 的 Jensener Intelligenzblatt 上 
发 表 了 关于 这 项 成 就 的 简讯 : 他 还 附加 了 几 句 话 , 目的 是 要 引起 人 们 对 高 斯 的 非凡 
才能 的 注意 ( 见 4 全 集 》19, 1:3). 这 是 高 斯 的 第 一 本 出 版 物 , 但 远 不 是 他 的 第 一 项 
科学 成 就 , 这 一 点 我 们 以 后 会 要 看 到 . 紧 接 着 就 是 他 1799 年 在 赫 姆 斯 人 台 德 大 学 的 
学 位 论文 , 题目 是 代数 的 基本 定理 的 证 明 . 尽管 是 在 高 斯 的 早年 , 他 对 表述 的 方式 
已 经 非常 注意 ; 把 最 深刻 的 思想 隐藏 起 来 , 仅 有 目 己 知道 . 他 在 学 位 论文 中 小 心地 
避免 提 到 虚数 , 虽然 对 于 虚数 的 认识 很 清楚 地 埋藏 在 他 的 整个 思路 之 下 , 他 只 说 要 
把 一 个 多 项 式 分 解 为 一 次 和 二 次 的 实 因 式 . 其 实 , 他 一 直 在 zy- 平 面 上 运作 , 而 从 不 
提 这 就 是 复数 z 十 iy 的 几何 表示 问题 . 

高 斯 为 向 不 伦 瑞 克 公事 致谢 而 发 表 的 独立 的 论文 清单 , 以 他 1801 年 的 第 一 篇 
杰作 《算术 研究 》(Disguisitiones Arithmeticae) ( 见 《 全 集 》1) 结束 . 这 篇 论文 由 于 
在 戈 斯 拉 (Goslar, 地 名 ) 印刷 的 拖延 而 大 为 推迟 了 , 所 以 这 项 研究 必定 是 早 几 年 就 
已 开始 了 的 . 高 斯 在 纯粹 数学 中 的 发 现时 期 以 这 一 工作 而 告终 ; 我 们 已 经 看 到 , 高 
斯 越 来 越 潜 心 于 应 用 数学 , 首先 是 天 文学 . 然而 , 他 1809 年 的 《运动 理论 》(Theoria 
Motus) 无 论 从 起 始 年 代 说 还 是 从 数学 内 容 说 , 都 应 归于 不 伦 瑞 克 时 期 . 

高 斯 的 《算术 研究 》 创 立 了 真正 意义 的 现代 数论 , 决定 了 后 来 数论 的 整个 发 展 . 
考虑 到 高 斯 是 完全 出 于 自己 的 愿望 , 完全 依靠 自己 的 力量 , 而 不 是 受到 任何 外 界 刺 
激 来 完成 这 一 研究 的 , 我 们 就 更 会 感到 惊奇 了 . 我 们 将 会 看 到 , 对 历史 的 研究 表明 ， 


13] 高 斯 在 卡 罗 琳 学 院 的 老师 , 也 是 不 伦 瑞 元 公顷 的 参事 . 据说 正 是 由 于 他 的 引荐 , 高 斯 才 得 到 
不 伦 瑞 元 公 副 的 资助 一 一 中 译本 注 
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高 斯 在 并 不 熟悉 在 格 丁 根 才能 找到 的 相关 文献 时 , 就 已 经 完成 了 他 的 这 项 发 现 的 绝 
大 部 分 . 这 里 所 说 的 相关 文献 就 是 指 的 欧 拉 、 拉 格 明 日 和 勒 让 德 的 工作 , 高 斯 由 于 
自己 的 创造 , 对 这 些 文献 抱 有 热情 的 兴趣 . 除了 阅读 这 些 文献 , 还 有 他 的 同事 凯 斯 
特 纳 (Abraham Gotthelf Kistner, 1719 一 1800, 德国 数学 家 ) 偶尔 来 访 以 外 , 高 斯 在 
格 丁 根除 了 受到 自己 无 尽 的 创造 的 推动 , 几乎 再 不 受 任何 其 他 的 影响 . 
现在 我 愿 给 出 《算术 研究 》 内 容 的 要 点 . 它 分 为 三 部 分 . 第 一 部 分 讨论 平方 剩 
余 , 还 包含 了 作为 整个 数论 的 基本 定理 的 平方 互 反 律 的 第 一 个 证 明 . 令 p, gq 为 两 个 
不 同 的 奇 素数 99 , 使 用 方便 的 勤 让 德 符号 , 我 们 用 (2) = +L 来 表示 9 是 mod (p) 


的 平方 数 , 即 存在 整数 z 使 zz = gmod (p), 如 果 不 然 就 说 (2 _ _1 所 谓 平方 
互 反 律 就 是 
GO 


即 除非 p 9 均 为 如 + 3 之 形 ，( 4) (了) 符号 必 相 同 . 高 斯 认识 到 这 个 定理 的 重 
大 意义 , 并 称 之 为 “黄金 定理 ”(theorema aureum). 欧 拉 已 经 知道 了 这 个 定理 , 但 未 
能 证 明 它 . 甚至 高 斯 也 是 先 由 数值 计算 才 归 纳 出 这 个 定理 的 , 只 是 后 来 才 驱 使 自己 
来 从 事 澳 绎 证 明 这 件 兰 事 . 我 们 将 在 研究 过 程 中 , 一 再 遇 到 高 斯 所 特有 的 这 个 工作 
方法 . 

局 斯 在 《算术 研究 了》 的 第 二 部 分 中 处 理 的 是 二 次 型 理论 , 即 什么 样 的 数 可 以 写 
为 am2 十 2bmmn 十 cn? 之 形 , 这 里 a, b, c, m, n 都 是 整数 . 

第 三 部 分 讲 的 是 分 圆 方程 z"* = 1 用 平方 根 的 可 解 性 . 我 们 已 经 讲 到 高 斯 在 m 
为 素数 时 给 出 的 判 据 n= 22 十 1 

这 样 密 寥 数 语 本 已 足够 2% . 这 当然 没有 全 部 包括 这 部 伟大 著作 的 所 有 内 容 , 但 
是 至 少 已 经 提示 我 们 , 它 体现 了 高 斯 在 思考 上 具有 超凡 的 能 力 - 一 正 是 这 种 能 力 ， 
有 时 会 引导 人 们 沿 着 最 艰难 的 途径 , 克服 一 切 障碍 , 而 得 到 完全 的 证 明 . 当然 , 如 果 
谁 以 为 在 读 了 《算术 研究 》 以 后 , 就 可 以 知道 这 里 所 讨论 的 伟大 发 现 的 历史 , 他 是 会 
失望 的 . 绝 无 瑕 闹 的 系统 演绎 , 有 着 无 可 怀疑 的 严格 性 , 绝 不 能 显示 出 作者 从 事 发 
现时 的 想法 , 以 及 他 所 元 服 的 困难 . 文中 的 陈述 并 没有 联系 到 任何 的 一 般 观 点 . 也 
没有 考虑 所 提出 的 问题 的 意义 , 而 这 些 问题 是 以 大 师 的 手笔 解决 了 的 . 因此 , 高 斯 
的 这 本 书 极 难 阅 读 . 只 是 通过 狄 利克 雷 解释 性 的 讲演 , 这 本 书 才 得 到 了 它 应 有 的 影 
啊 , 狄 利克 雷 的 讲演 , 对 高 斯 关于 这 个 问题 的 陈述 和 他 的 思路 , 给 出 了 绝 佳 的 介绍 
9] 这 一 段 中 文本 译 者 作 了 一 些 文字 修改 .一 一 中 译本 注 
29] 这 里 倒是 一 个 适当 的 地 方 , 足以 清楚 表明 本 书 的 一 个 特点 , 就 是 令 人 感到 比较 零碎 , 而 这 一 
点 我 在 序言 中 已 经 提 到 了 . 请 与 P. Bachman 的 文章 “ 论 高 斯 的 数论 工作 ”( Uber Gauss’ Zahlen- 


theoretische Arbeiten) 见 高 斯 全 集 »10, 2: I 市. 此 文 也 是 受到 充 菜 因 的 启 发 写成 的 ) 比较 . 英 
译本 编者 注 
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这 些 自 我 完备 的 独立 的 著作 , 本 是 用 以 表示 对 韭 迪 南 公允 的 谢意 的 一 一 高 斯 把 
《算术 研究 》 题 献 给 他 , 正 是 这 种 谢意 的 特别 美丽 动人 的 表现 . 但 除 此 以 外 , 高 斯 后 
来 还 有 一 系列 单独 的 论文 , 主要 发 表 在 科学 院 (Gesellschaft der Wissenschaften) 的 
杂志 上 . 

在 代数 方面 , 高 斯 关心 的 主要 是 代数 的 基本 定理 , 他 曾 一 再 地 回 到 这 个 问题 . 在 
学 位 论文 中 给 出 了 这 个 定理 的 一 个 证 明 (1799 年 ) 以 后 , 高 斯 在 1815 年 又 给 出 了 一 
个 全 新 的 证 明 ， 紧 接着 1816 年 有 另 一 个 使 用 完全 不 同方 法 的 证 明 . 1815 年 的 证 明 
只 需 在 实 域 中 考虑 , 而 在 1816 年 的 证 明 中 高 斯 则 用 了 复 平面 上 的 二 重 积 分 . 1849 
年 , 在 学 位 论文 发 表 50 周年 之 际 , 高 斯 又 回 到 了 1799 年 的 证 明 . ( 见 《 全 集 》3:1 页 
以 下 , 31 页 以 下 , 51 页 以 下 , 71 页 以 下 .) 

在 算术 方面 , 和 在 代数 中 一 样 , 高 斯 所 有 后 续 的 工作 基本 上 都 与 一 个 基本 定理 
有 关 , 即 黄金 定理 , 对 于 它 , 高 斯 给 出 过 不 下 6 种 不 同 的 证 明 . 它们 都 发 表 在 1808 
年 和 1817 年 的 工作 中 , 其 中 也 讲 到 了 三 次 剩余 和 双 平 方 剩余 . 关于 双 平 方 剩余 的 
黄金 定理 见于 1825 年 和 1831 年 的 论文 中 , 这 些 论文 由 于 引进 了 形 如 a 十 (a,， 2 
为 整数 ) 的 复数 , 而 大 大 地 丰富 了 数论 这 个 领域 . ( 见 《全集 》2.) 

至 于 分 析 方 面 的 工作 , 我 愿 按照 施 莱 注 格 (Ludwig Schlesinger, 1864 一 1933, 德 
国 数学 家 ) 的 建议 , 把 高 斯 在 分 析 方 面 的 工作 看 成 一 项 由 三 部 分 组 成 的 宏大 的 研究 
的 各 个 部 分 , 当然 这 个 宏大 计划 永远 也 没有 完成 . 第 一 部 分 是 他 1812 年 关于 超 几 
何 级 数 


ct(Q 二 LU 二 Ta ... 


QG 
7 1.2.7Y(Y+1) 


F(a, B, TY 7)=1+ooeZz+ 
的 论文 . 这 个 级 数 的 意义 在 于 , 许多 著名 的 级 数 都 是 它 的 特例 .在 关于 天 文学 的 一 
节 里 已 经 提 到 , 这 篇 论文 里 包含 了 关于 级 数 收 敛 性 的 第 一 个 准确 的 判别 准则 . 第 二 
部 分 本 来 是 要 讨论 系数 为 x 的 有 理 函数 而 且 以 超 几 何 级 数 为 其 特 解 的 微分 方程 的 
理论 . 这 与 具有 反 顶 数 的 椭圆 模 函 数 的 研究 有 关 , 因为 这 些 反 函数 可 以 用 超 几 何 级 
数 来 表示 . 最 后 , 第 三 部 分 应 该 包含 权 圆 函数 的 一 般 理论 . 


但 是 关于 第 二 和 第 三 部 分 的 主题 , 高 斯 什么 文章 也 没有 发 表 过 , 只 是 在 研究 了 
高 斯 的 遗 著 以 后 , 他 在 这 些 方面 的 成 就 才能 够 为 人 所 知 , 所 以 世人 总 把 这 些 成 就 妇 
之 于 阿 贝 尔 (Niels Henrik Abel, 1802 一 1829, 挪威 数学 家 ) 1825 年 的 工作 和 雅 可 比 
(Karl (英文 文献 中 常 拼 为 Carl) Gustav Jacob Jacobi 1804- 一 1851， 德国 数学 家 ) 1827 
年 的 工作 . (高 斯 的 结果 与 他 们 的 二 人 工作 的 关系 , 请 参看 本 书 第 3 章 84-90 页 .) 在 
高 斯 已 发 表 的 论文 中 , 关于 这 些 主题 只 能 找到 很 少 一 点 提示 , 例如 在 《算术 研究 》 
中 关于 双 纽 线 的 研究 ( 见 《 算术 研究 》Art. 225,《 全 集 》1: 412 页 ), 又 如 在 1808 年 
关于 长 期 摄 动 的 工作 中 , 在 那里 双 纽 线 的 周期 和 算术 -几何 平均 值 的 关系 是 由 以 下 
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高 斯 在 这 里 同样 也 是 非常 地 惜 墨 如 金 . 然而 , 不 论 他 发 表 的 是 多 么 少 , 他 的 结 
果 仍 然 以 数学 内 容 的 新 奇 和 重要 , 以 及 令 人 慑 服 的 严格 性 两 个 方面 给 同时 代 人 留 下 
了 有 力 的 印象 . 很 快 就 有 传言 说 高 斯 还 有 更 大 的 做 梦 也 想不到 结果 , 对 此 当然 也 同 
样 有 激烈 的 争辩 . 总 之 , 高 斯 得 到 无 比 的 关注 与 尊重 , 特别 是 来 自 青 年 人 , 当然 其 中 
难免 也 掺 杂 了 某 些 不 信任 . 这 一 点 , 再 加 上 他 孤僻 的 个 性 , 就 有 点 拒 人 千里 之 外 了 . 
例如 , 阿 贝 尔 在 1827 年 由 巴黎 到 柏林 的 旅途 中 , 就 有 意 地 绕 过 了 格 丁 根 , 以 人 免 磁 上 
高 斯 . 但 很 可 能 高 斯 会 亲切 地 想 会 见 这 位 羞 层 而 有 点 笨拙 的 青年 人 . 同样 , 狄 利克 
雷 和 后 来 的 艾 森 斯 坦 (Ferdinand Gotthold Max Bisenstein, 1823 一 1852, 德国 数学 
家 ) 二 人 由 于 洪 保 的 热情 推荐 , 就 觉得 高 斯 很 容易 接近 . 但 另 一 方面 高 斯 肯定 地 不 
想 理会 雅 可 比 , 雅 可 比 有 点 爱 挖苦 人 , 且 对 人 不 其 友好 , 但 本 非 出 于 他 的 本 心 . 

只 有 后 代 人 才能 确定 高 斯 的 科学 产物 的 真正 的 广度 . 已 经 见于 人 世 的 那 一 部 分 
财富 , 就 已 经 远 远 超出 一 切 期 望 . 我 们 越 是 深入 到 高 斯 的 未 发 表 的 工作 之 中 , 就 越 
会 为 他 的 强 有 力 的 天 才 所 震慑 : 所 有 的 困难 和 限制 , 最 终 都 会 在 他 面前 届 上 服 . 

我 们 想 要 研究 的 高 斯 的 遗 著 , 第 一 批 已 由 谢 林 (Schering) 在 19 世纪 70 年 代 
早年 就 编 入 高 斯 《全集 》 的 第 2、 第 3 两 卷 ; 它们 只 是 部 分 地 按 年 代 编 排 的 , 因为 我 
们 今天 所 掌握 的 参照 点 当时 还 不 完全 知道 ， 此 后 , 他 的 最 重要 的 通信 也 逐步 出 版 . 
1860 一 1862 年 , 出 版 了 Peter 编辑 的 与 舒 马赫 的 通信 , 1880 年 则 有 Auwers 出 版 的 
高 斯 - 贝 塞 尔 通 信和 集 , 他 们 在 这 些 通信 中 虽然 主要 讨论 天 文学 问题 , 却 也 有 一 些 在 
数学 上 有 价值 的 材料 . 例如 高 斯 在 1811 年 的 一 封 信 (《 全 集 》8: 90 页 以 下 ) 里 就 讨 
论 了 沿 复 平面 中 一 条 曲线 的 积分 / dz/z, 并 且 给 出 了 当 此 曲线 绕 原 点 周 时 其 值 
为 2kni; 而 这 离 柯 西 给 出 他 关于 复 域 里 的 积分 的 伟大 理论 还 早 得 很 呢 ! 最 后 , 还 有 
由 Schilling 在 1900 年 于 不 来 梅 印 行 的 高 斯 与 奥 尔 伯 斯 的 通信 集 ，( 因 为 我 们 暂时 
不 讨论 几何 问题 , 所 以 我 们 暂 不 引述 他 与 以 下 诸位 的 书信 来 往 了 : 其 中 有 法 卡 什 
鲍 耶 依 (Farkas ( 德 文 拼 作 Wolfgang) Bolyai, 1775 一 1856, 匈牙利 数学 家 , 高 斯 的 终 
生 密 友 , 在 格 丁 根 的 同学 , 就 欧 氏 几何 的 基础 , 平行 线 公 理 问 题 一 直 与 高 斯 书信 往 
还 )、 他 的 儿子 雅 诺 什 . 饱 耶 依 (J&nos( 德 文 拼 作 Johann) Bolyai,1802 一 1860, 就 是 
非 欧 几 何 学 独立 的 创始 人 之 一 ) 以 及 格 尔 林 (Christian Ludwig Gerling, 1788 一 1864， 
德国 数学 家 , 高 斯 的 学 生 ).) 

1898 年 , 我 们 从 事 高 斯 著作 的 编辑 , 这 就 涉及 了 如 何 编 扎 他 的 所 有 的 未 发 表 的 
著作 问题 . 我 在 这 里 不 得 不 提 到 一 些 使 得 这 项 工作 难以 继续 下 去 的 不 幸 的 情况 . 在 
高 斯 1855 年 去 世 以 后 ,只 有 那些 具有 “科学 重要 性 ”的 财物 被 政府 收购 了 . 他 的 
“私人 ”的 财物 , 特别 是 高 斯 藏书 的 文字 部 分 则 归于 家 人 . 年 代 流 逝 , 这 一 部 分 遗产 
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已 四 处 流散 而 不 知 所 终 . 只 要 看 一 看 那些 得 到 较 好 处 置 的 一 部 分 , 就 已 经 可 以 见 到 
这 是 多 么 令 人 恼 惜 . 这 一 部 分 就 是 高 斯 的 日 记 ( 见 《 人 全集》10, 1: 483 页 以 下 ). 这 份 
文件 对 于 高 斯 的 数学 的 发 展 , 其 实 也 是 对 整个 数学 的 发 展 无 比重 要 , 却 被 认为 只 是 
“私人 ”性 质 的 , 无 关 紧 要 的 小 册子 , 而 分 给 了 他 的 家 人 . 1899 年 Stickel 发 现 , 它 落 
在 高 斯 的 一 个 住 在 哈 默 尔 愿 (Hameln) 的 孙子 手 上 , 费 了 一 番 工 夫 才 得 到 它 , 以 便 
为 了 科学 来 出 版 《日记 》 先 是 按时 间 连 续 编排 了 高 斯 在 1796 一 1801 年 之 间 的 几乎 
所 有 发 现 , 然后 又 在 长 时 间 中 断 以 后 , 再 依 时 间 排 到 1814 年 . 这 中 间 该 失去 了 多 少 
其 他 重要 材料 ? 当 我 们 检查 了 从 高 斯 青年 时 期 留 下 来 的 很 少 的 几 本 文字 材料 以 后 ， 
这 些 遗 作 的 丧失 , 就 更 让 我 们 无 比 嘱 嘎 ! 高 斯 按照 他 特有 的 爱惜 纸张 的 习惯 (这 也 
许 来 自 高 斯 青年 时 期 的 贫苦 生活 ), 几乎 纸 上 所 有 空白 的 地 方 都 涂 满 了 高 斯 小 小 的 
濠 草 的 字迹 . 这 方面 特别 重要 的 是 一 本 高 斯 在 格 丁 根 时 期 以 前 就 有 的 一 本 算术 书 ， 
作者 是 菜 斯 特 (Leiste). 这 本 书 , 如 果 不 是 高 斯 读 过 , 本 来 谁 也 不 会 注意 , 但 是 书 里 
面 夹 了 一 些 空白 散 页 , 它们 和 《日 记 》 一 起 , 保存 了 高 斯 到 1798 年 为 止 的 各 种 类 型 
笔记 . 我 们 以 这 种 令 人 眠 目的 办 法 , 才 得 以 继承 他 关于 椭 贺 项 数 的 无 穷 连 乘 积 表示 
的 工作 . 

关于 1798 年 后 的 时 期 , 我 们 有 一 些 “ 活 页 ”(Schedae), 再 晚 则 有 他 的 “手册 ”和 
许多 单 页 纸 条 , 其 中 一 部 分 可 以 借助 其 他 材料 来 确定 其 年 月 . 

从 这 样 的 来 源 来 了 解 关于 高 斯 的 创造 活动 , 肯定 是 不 完备 的 . 然而 我 们 不 能 等 
到 所 有 材料 都 已 出 版 , 所 有 资料 (包括 那些 还 未 发 现 的 ) 都 已 从 那些 谜 一 样 难 解 的 
笔记 中 收集 齐全 ， 我 们 宁可 尽快 把 这 些 有 趣 的 结果 公 诸 于 世 ， 当 然 同 时 也 要 记 住 ， 
进一步 的 研究 会 证 明 在 许多 地 方 我 们 是 错 了 . 我 们 要 提出 一 个 家 族 传统 也 会 引起 
误解 的 吵 得 沸沸扬扬 的 例子 : 在 已 经 出 版 了 的 4 日记》 里 有 一 幅 据说 是 高 斯 在 奥 尔 
人 斯 时 期 的 照片 , 后 来 证 明 其 实 是 贝 塞 尔 的 照片 , 那 时 贝 塞 尔 常 去 看 望 奥 尔 伯 斯 . 

根据 目前 对 于 高 斯 的 研究 的 状况 , 我 们 关于 他 的 数学 的 发 展 有 以 下 的 图 景 : 

首先 是 史前 时 期 . 我 这 里 是 指 《4 日 记 》 开 始 前 的 时 期 . 一 种 天 生 的 兴趣 , 或 者 
我 宁可 说 是 孩童 的 好 奇 心 , 把 这 个 孩子 引导 到 数学 问题 , 而 与 任何 外 界 的 影响 无 关 . 
事实 上 正 是 数字 的 计算 首先 吸引 了 他 . 他 不 断 地 在 算 , 过 度 勤 奋 , 不 知 疲倦 . 通过 这 
样 不 断 地 处 理 数字 的 演练 (例如 计算 一 个 小 数 到 人 们 想不到 的 那么 多 位 数 )， 他 不 
但 掌握 了 令 人 吃惊 的 计算 技术 的 绝技 , 这 种 绝技 在 他 的 终生 都 表现 出 来 , 而 且 记 住 
了 多 得 不 得 了 特定 数值 , 因而 他 对 数 的 王国 的 领略 与 总 揽 的 过 人 之 处 , 大 概 是 空前 
绝 后 的 . 他 除了 专注 于 来 自 数论 的 计算 以 外 , 还 从 事 来 自 无 穷 级 数 的 数值 计算 . 他 
对 于 数字 的 作为 , 先是 一 种 归纳 的 “实验 的 ”方式 , 在 他 很 年 幼 的 时 候 , 就 达到 了 一 
种 对 数字 的 一 般 关 系 和 法 则 的 知识 .我 们 在 讲 到 黄金 定理 时 就 提 到 了 他 的 这 种 工 
作 方 法 . 这 在 18 世纪 并 不 罕见 -一 欧 拉 就 是 一 个 例子 一 一 但 是 与 今天 数学 家 通 稍 
的 做 法 恰 成 鲜明 的 对 比 . 
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最 早 引 起 高 斯 的 发 现 的 欲望 的 主题 之 一 , 是 所 谓 的 算术 -几何 平均 .看 来 高 斯 
似乎 想 把 这 两 种 平均 值 mw' = (m 十 n)/2 和 wr’ = vmn 的 好 处 统一 起 来 , 于 是 就 把 
这 个 做 法 继续 下 去 , 而 构造 出 


Hf 
mm 二 ， 1 二 Vm, 


他 注意 到 一 一 当然 是 通过 确定 的 数值 特例 , 例如 取 m = 1, n = V2, 这 个 过 程 会 收 
敛 到 一 个 值 , 而 他 把 这 个 值 计 算 到 小 数 很 多 位 . 当然 高 斯 当时 没有 想到 , 这 个 数值 
有 朝 一 日 会 在 椭圆 也 数理 论 中 有 其 重要 性 .我们 在 这 里 遇 到 了 一 个 奇怪 但 绝 非 偶 
然 的 现象 . 所 有 这 些 童 年 的 智力 游戏 , 原来 设计 来 只 是 为 自己 好 玩 , 却 成 了 通 向 重 
大 目标 的 第 一 步 , 而 这 一 点 他 也 只 是 后 来 才 意 识 到 的 . 能 够 把 钠 头 一 下 子 就 挖 在 隐 
藏 着 金 矿 的 矿脉 上 , 这 种 善于 预见 的 智慧 , 正 是 天 才 的 一 部 分 , 而 且 这 种 预见 又 通 
过 半 是 好 玩 的 最 初 的 试验 来 表现 自己 的 力量 , 而 它 的 深刻 含义 很 难 被 发 觉 . 

现在 我 讲 到 1795 年 , 这 里 我 们 有 和 较 多 的 证 据 . 按 高 斯 自己 的 说 法 , 他 在 那 一 年 
发 现 了 最 小 二 乘法 . 那 还 在 格 丁 根 时 期 以 前 , 比 以 前 更 炽 烈 的 对 于 整数 的 兴趣 掌握 
了 他 ,《 算 术 研 究 》 的 序言 生动 地 证 实 了 这 一 点 . 那 时 他 对 数学 文献 还 不 熟悉 , 所 
以 一 切 都 要 自己 来 创造 . 这 里 , 这 位 不 知 疲倦 的 计算 者 又 一 次 自己 冲 开 了 通 向 未 知 
的 道路 . 高 斯 编 了 一 本 巨大 的 表 : 其 中 有 素数 , 有 平方 剩余 和 平方 非 剩余 , 还 有 从 
D 二 1 到 p== 1000 的 分 数 1/p 的 循环 小 数 , 每 一 个 1/p 都 计算 出 一 个 完全 的 循环 周 
期 , 所 以 有 时 要 计算 好 几 百 位 的 小 数 ! 高 斯 试图 用 这 样 一 个 表 来 定 出 循环 周期 与 分 
母 p 的 关系 . 哪 一 个 今天 的 研究 者 会 沿 着 这 样 一 条 奇怪 的 道路 来 找 一 个 新 定理 呢 ? 
但 是 高 斯 就 是 走 的 这 条 路 , 以 人 所 未 闻 的 能 量 一 -高 斯 一 直 坚 持 认 为 , 他 与 别人 的 
区 别 仅 在 于 自己 的 勤奋 一 一 达到 了 目标. 他 就 这 样 和 他 以 前 的 欧 拉 一 样 , 以 数值 归 
纳 的 方式 , 发 现 了 二 次 互 反 律 , 也 就 是 黄金 定理 . 

1795 年 秋 , 高 斯 来 到 格 丁 根 . 他 第 一 次 看 到 了 欧 拉 和 拉 格 朗 日 的 著作 , 他 在 那 
里 必定 是 狼吞虎咽 地 读 将 起 来 . 于 是 , 1796 年 3 月 30 日 , 他 找到 了 自己 的 通 向 大 
马 士 革 的 版 依 之 路 .1 由 此 开始 了 

第 二 时 期 , 1796 一 1801, 这 时 , 开始 了 《日 记 》 的 正常 使 用 . 有 一 段 长 时 间 , 高 斯 
忙于 在 他 的 “本 原 根 ” 理 论 基 础 上 对 单位 根 , 即 方程 x* = 1 之 根 , 进行 分 类 . 一 天 
清晨 , 他 还 在 床上 , 突然 从 他 的 理论 看 到 了 正 17 边 形 的 作法 . 上 面 已 经 说 过 , 这 个 
发 现 标志 着 高 斯 平生 的 一 个 转折 点 .他 自 此 决定 了 把 终生 奉献 给 数学 而 不 是 文献 
学 . 关于 高 斯 的 发 展 , 我 们 所 掌握 的 最 有 趣 的 文献 《 日记》 也 就 是 从 这 一 天 开始 的 . 
21 作者 在 这 里 引用 了 下 面 的 圣经 故事 : 使 徒 保罗 原名 扫 罗 (Saul), 本 是 犹太 教徒 , 而 且 残 酷 迫 
害 基 督 徒 . 有 一 次 在 扫 罗 去 大 马 士 革 (Damascus) 参加 犹太 教 集会 并 且 追 捕 基 督 徒 的 路 上 , 忽然 
听见 圣灵 回 他 宣示 : “ 扫 罗 , 扫 罗 , 你 为 什么 有 逼迫 我 ?” 突然 他 的 眼睛 暂时 失明 , 由 同行 人 带 到 大 


马 士 草 . 在 那里 , 主 让 门徒 亚 拿 尼 亚 恢 复 了 扫 罗 的 视力 ,并 使 他 版 依 了 基督 教 并 且 受 洗 , 更 名 保罗 
(Pauyl), 成 了 12 使 徒 之 一 . 他 是 基督 教 的 护法 者 .一 一 中 译本 注 
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在 这 时 , 我 们 所 看 到 的 不 再 是 一 个 难以 接近 的 、 扳 独 的 、 小 心 玫 性 的 人 , 我 们 看 到 
生活 中 的 高 斯 , 是 一 个 经 历 了 伟大 发 现 的 人 . 他 以 最 生动 的 方式 表达 自己 的 欢乐 和 
满意 : 他 祝贺 自己 , 爆发 出 热情 的 赞叹 . 我 们 看 到 , 在 算术 、 代数 和 分 析 中 ,一连串 
傲 人 的 发 现 (当然 并 非 所 有 成 就 都 是 伟大 的 ) 摆 在 我 们 面前 , 直至 《 算术 研究 了》 的 他 
生 . 在 这 些 强 大 天 才 的 萌生 的 痕迹 里 , 令 人 感动 的 是 , 还 可 以 看 到 , 甚至 伟大 如 高 斯 
这 样 的 人 , 连 中 学 生 的 小 小 练习 题 也 没有 放 过 . 在 这 里 , 还 可 以 找到 他 很 认真 地 做 
的 微分 练习 的 记录 ; 而 就 在 关于 双 纽 线 的 分 划一 前 面 , 就 是 每 个 学 生 都 要 做 的 完 
全 没有 意思 的 积分 变换 题目 . 

我 愿 选 出 很 少 几 条 特别 能 标志 《 日记》 的 特点 的 条 目 . 编号 则 依据 《全集 》 卷 
10, 1. 

第 1 条 .， 1796 年 3 月 30 日 :圆周 等 分 为 17 部 分 的 几何 分 法 . 

第 2 条 .1796 年 4 月 8 日 : 黄金 定理 的 第 一 个 确切 证 明 , 这 个 特别 长 的 证 明 
分 为 8 个 不 同 的 特例 , 现在 仍然 极 有 价值 , 因为 在 证 明 过 程 中 一 直 保 持 着 毫 无 搬 班 
的 前 后 协调 一 致 . 克 罗 内 克 (Leopold Kronecker, 1823—1891, 德国 数学 家 ) 称 之 为 
“高 斯 天 才 的 力量 的 检验 ” 

现在 我 们 跳 到 

第 51 条 .，1797 年 1 月 7 日 :开始 了 对 双 纽 线 的 研究 , 而 在 《日记 》 的 

第 60 条 中 , 1797 年 3 月 19 日 , 他 发 现 了 何以 在 双 纽 线 的 分 划 方 程 中 会 出 现 
指数 n2, 也 就 是 说 , 利用 复 域 , 他 已 经 认识 到 双 纽 线 积 


dz =-/ dz 
Vi—zx4 (1T— zx) (1+ x) (1 iz) (1l+ir) 


的 双 周 期 性 . 在 

第 80 条 中 我 们 可 以 见 到 , 高 斯 在 10 月 得 到 了 后 来 借以 在 1799 年 获得 学 位 的 
代数 学 的 基本 定理 的 第 一 个 证 明 . 但 是 在 

第 98 条 中 记载 了 高 斯 在 1799 年 5 月 30 日 又 得 到 了 一 个 值得 注意 的 结果 : 
他 找到 了 算术 -几何 平均 值 与 双 纽 线 长 度 的 关系 , 这 一 次 又 纯粹 是 用 的 计算 的 方法 : 
他 把 1/M (1, V2) 计算 到 小 数 11 位 . 虽然 他 还 没有 完全 清楚 地 认识 到 这 里 存在 的 
关系 , 但 是 已 经 能 领略 到 其 重要 性 , 即 它 “打开 了 分 析 的 一 个 完整 的 新 领域 *. 在 这 
以 后 , 椭圆 函数 这 个 领域 就 一 往 无 前 地 迅速 地 发 展 起 来 了 . 一 开始 他 还 完全 只 限于 
“ 双 纽 线 ” 图 数 , 即 具有 正方 形 周期 平行 四 边 形 的 特例 , 但 是 

第 105 一 109 条 , 即 1800 年 5 月 6 日 到 6 月 3 日 ,就 记载 7 一 般 双 周期 咀 数 的 
发 现 . 正方 形 现在 被 代 以 一 般 的 平行 四 边 形 . 由 此 , 椭圆 函数 和 模 函 数 的 完整 的 理 
论 被 创立 起 来 了 , 而 且 一 下 子 就 超过 了 阿 贝尔 和 雅 可 比 . 

随 着 天 文学 方面 的 活动 增加 , 伟大 发 现 的 时 期 渐 近 尾声 . 然而 我 还 想 提 出 

第 144 条 .，1813 年 10 月 23 日 给 出 了 双 二 次 剩余 的 真正 理论 , 同时 还 有 在 数 
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论 中 引入 形 如 a 十 bi (a, 5 为 整数 ) 的 数 . 高 斯 对 此 发 现 显 然 充满 吾 悦 . 因为 他 还 加 
上 了 一 点 说 明 : 在 解决 了 这 个 七 年 未 能 得 解 的 问题 的 同时 , 他 又 喜 得 贵子 . 

我 在 结束 对 这 个 独特 文件 的 概述 之 前 , 还 有 一 些 一 般 性 质 的 意见 不 能 已 于 言 . 

可 能 有 这 样 的 人 , 他 们 疑惑 , 何以 高 斯 花 那 么 多 精力 于 已 经 解决 了 的 问题 , 何 
以 要 在 没有 引导 或 帮助 之 下 , 去 重新 克服 所 有 那些 困难 , 而 这 些 困难 早已 得 到 克服 
本 是 这 门 科学 的 普通 知识 . 我 反对 这 个 意见 , 而 要 最 强烈 地 祝福 对 于 独立 发 现 的 禄 
求 . 正 是 从 这 个 例子 我 们 可 以 学 到 一 个 教学 上 的 真理 : 对 于 个 人 的 成 功 发 展 , 获取 
知识 所 起 的 作用 , 比 发 展 能 力 所 起 的 作用 要 小 得 多 . 高 斯 对 于 遵循 已 经 确定 的 道路 
极为 执着 , 作为 一 个 常规 , 他 总 是 不 计 一 切 地 选取 最 陡峭 的 道路 来 达到 自己 的 目标 ， 
在 这 里 显现 出 来 的 年 轻 人 的 冲动 一 一 正 是 这 些 艰 难 的 考验 加 强 了 他 的 力量 , 使 他 能 
够 不 计 一 切 得 失地 大 踏步 跨越 一 切 障碍 , 哪怕 前 人 的 研究 已 经 去 除了 这 些 障碍 . 

除了 赞颂 独立 活动 以 外 , 我 还 要 赞颂 年 轻 . 我 所 要 说 的 可 能 只 意味 着 , 数学 天 
才 的 发 展 , 和 其 他 创造 力 的 天 赋 的 发 展 , 规律 是 相同 的 : 在 早年 , 在 喘 体 才 长 成 时 ， 
伟大 的 局 示 会 很 快 地 来 到 他 身上 ; 正 是 在 这 个 时 候 , 他 会 创造 出 那些 他 将 带 给 这 个 
世界 , 并 证 明 自 己 的 新 价值 的 东西 , 哪怕 他 表现 这 些 东 西 的 能 力 还 不 足以 承担 他 的 
思想 的 激荡 奔腾 . 他 以 后 的 一 生 虽 未 受到 同等 的 祝福 , 因而 成 果 不 再 是 如 此 丰富 , 却 
会 给 他 以 时 间 , 来 细 细 地 构造 与 评 佑 . 而 判断 的 成 熟 性 , 经 验 , 对 自己 的 能 力 的 平衡 
与 控制 一 -所 有 这 些 都 要 假 以 岁月 一 一 则 是 不 可 少 的 先决 条 件 . 这 样 , 世界 时 常 是 
先知 道 一 项 成 就 , 而 到 二 十 年 后 , 这 项 成 就 的 核心 才 被 创造 出 来 ; 时 常 是 , 当世 界 相 
信 一 个 人 达到 了 创造 力 的 是 峰 时 , 这 个 人 已 经 完成 了 一 生 的 使 命 , 再 不 可 能 对 自己 
的 成 就 添加 分 讲 了 了. 


在 非常 肤浅 地 描述 了 高 斯 在 纯粹 数学 中 的 工作 以 后 , 我 现在 想 转换 一 下 方向 ， 
这 样 我 就 可 以 自由 地 在 以 后 某 个 时 候 对 一 些 材 料 做 较 深入 的 讨论 . 我 愿 选择 椭圆 函 
数理 论 的 一 些 东 西 和 数论 的 一 些 东 西 作为 高 斯 创造 性 的 成 就 的 例子 . 最 后 , 我 愿 再 
从 出 他 在 几何 基础 方面 的 工作 , 作为 他 所 特有 的 批判 性 的 严格 性 的 例子 . 

如 果 我 先 回 忆 一 个 非常 初等 的 图 形 ( 即 图 1), 来 引入 上 述 第 一 个 领域 , 这 样 做 
可 能 最 为 容易 : 这 就 是 用 等 距 的 平行 直线 族 来 划分 平面 的 问题 . 相应 于 这 个 全 同 的 
平行 四 边 形 网 格 的 空间 构造 , 即 一 个 “ 唱 格 ”, 每 一 个 知道 晶体 学 的 人 都 是 熟知 的 . 
这 个 重要 的 联系 绝 非 表 面 的 ， 而 高 斯 在 一 篇 关于 西 贝尔 (Ludwig August Seeber， 
1793 一 1855, 德国 物理 学 家 ) 在 1831 年 写 的 关于 三 元 二 次 型 的 文章 ( 见 《 全 集 》2:188 
页 25 ) 中 正 是 强调 了 这 一 点 .在 这 篇 文章 里 高 斯 第 一 个 用 几何 关系 对 数论 的 东西 
22] «Recursion der ' Untersuchungefengen tiiber die Bigenschaften der positiven terniren, guadratis. 
chen Formen von Ludwig August Seeber, Dr. der Philosophie, ordentl. Professor am der Universitat 
in Freiburg, 1891, 248 5. in 4.” J. reine angew， Math，20, 312-320, 1840. 西 贝 尔 在 1824 年 从 分 
子 结构 观点 来 研究 晶体 结构 , 对 所 谓 球 的 堆积 问题 有 贡献 . 晶 格 显然 是 书 中 所 提 的 平面 网 格 的 三 
维 类 比 . 高 斯 对 他 的 结果 作 了 几何 解释 . 犹 利克 雷 也 作 过 类 似 的 事情 .一 一 中 译本 注 
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作 直 观 的 解释 . 
我 们 在 这 里 限于 正定 的 二 元 二 次 型 
f = am? + 2bm1m2 + cm?, 
即 对 一 切实 数 对 m1，m2 均 取 正 值 的 二 次 型 . 它 为 正定 的 必要 充分 条 件 是 a, b,c 
适合 


a>0, c>0, BB-ac=—D<0. 


关于 系数 a, b,c 的 数论 性 质 , 暂时 除了 假设 它们 为 实数 外 不 作 其 他 假设 , 但 是 作 这 
种 数论 的 考虑 时 , 规定 ml, m2 为 整数 却 是 很 重要 的 ， 


图 1 


我 们 现在 从 几何 上 来 研究 这 个 二 次 型 ( 见 图 1). 引信 和 斜 坐 标 , 则 每 一 个 格 点 都 
得 到 了 一 对 确定 的 整数 ml，m2， 特别 是 , 对 于 基本 平行 四 边 形 , 我 们 赋予 平行 于 
mi 方 癌 的 边 以 长 度 Va, 赋 子 平行 于 mz 方 癌 的 边 以 长 度 Ve, 两 边 的 交角 由 则 由 
方程 
b 
cogs 0@ = a 
决定 , 一 般 说 来 , 二 次 型 f= am? + 2bmim2 十 cm2 表示 格 点 mi， mz 到 原点 距离 
的 平方 . 这 样 , 现在 就 可 以 用 实验 、 几 何 的 方法 来 解决 数论 问题 了 . 例如 , 如 果 要 问 
一 个 已 给 的 整数 4 能 否 用 二 次 型 f 来 表示 ?如 果 能 , mi, m2 又 取 何 值 ? 就 可 以 用 
VA 为 半径 , 原点 为 心 作 一 个 圆 , 再 看 此 圆 是 否 通过 任何 格 点 . 还 有 , 数论 上 很 重要 
的 量 D 现在 也 有 了 几何 意义 : 


一 Vac 一 人 9 


就 是 基本 平行 四 边 形 的 面积 . 

我 们 现在 进 到 拉 格 明日 时 代 就 已 经 有 T 了 的 一 些 数论 上 的 基本 概念 ， 主 要 的 一 
个 就 是 等 价 性 的 概念 . 我 们 说 两 个 格 网 是 等 价 的 , 就 是 指 它们 包含 相同 的 格 点 , 但 
古 格 网 是 用 不 同 的 直线 族 画 出 来 的 . 这 样 的 格 网 在 变换 


i 让 
mm] 一 Q701 十 Drzm2， mo = Ymi 十 07722 
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(这 里 整数 a, 6, ,6 是 任意 的 但 适合 关系 式 6 - By = 1) 下 仍 变 为 格 网 , 且 面 积 万 
不 变 , 但 是 这 个 条 件 尚 不 足以 保证 这 两 个 格 网 等 价 ， 然 而 , 直观 上 很 清楚 , 有 无 穷 
多 个 等 价 的 格 网 ; 在 其 中 至 少 有 一 个 , 其 基本 平行 四 边 形 最 接近 于 具有 直角 . 这 样 
的 格 网 称 为 婚约 格 网 ; 我 们 可 以 这 样 来 构造 它 : 取 原 点 到 距离 最 近 的 格 点 的 线段 为 
基本 平行 四 边 形 的 一 边 , 记 其 边 长 为 Va, 再 取 下 一 个 距离 最 近 的 格 点 的 线段 (或 
者 , 如 果 下 一 个 线段 的 长 度 仍 和 上 一 个 一 样 , 则 应 取 与 上 一 个 方向 不 同 的 距离 最 近 
的 线段 ) 为 基本 平行 四 边 形 的 另 一 边 , 边 长 为 Vc. 基本 平行 四 边 形 的 两 条 对 角 线 的 
长 度 Va 二 c 十 22 与 Va 十 c 一 22 必须 大 于 Ve, 由 此 就 可 以 得 到 判断 格 网 (或 相应 
的 二 次 型 ) 为 既 约 的 准确 的 准则 : |2b| < a < ec. 因为 , 如 果 不 计 对 称 性 , 在 格 网 的 等 
价 类 中 只 有 一 个 既 约 格 网 , 我 们 也 就 可 以 说 , 几 个 二 次 型 如 果 引 导出 同一 个 既 约 二 
次 型 . 它们 就 是 相同 的 . 二 次 型 的 这 样 一 个 等 价 类 称 为 二 次 型 类 , 或 简称 为 类 . 
我 们 现在 转 到 a,b,c 为 整数 的 特例 . 这 时 我 们 说 有 一 个 整 格 网 ,或 者 称 为 奇异 
格 网 更 好 一 些 . 我 们 已 经 看 到 , 面积 VD 是 上 述 变换 下 的 不 变量 . 现在 产生 了 一 个 
问题 , 对 于 已 给 的 D, 在 a,b,c 为 整数 条 件 下 , 有 多 少 二 次 型 类 ? 换 句 话说, 对 于 已 
给 的 DD, 既 约 二 次 型 的 个 数 有 多 少 ? 也 就 是 说 , 如 果 D = ac -如 有 定 值 , 则 条 件 
|26| < a < ec 能够 得 到 满足 的 频 度 如 何 ? 因为 ao,b ec 是 整数 , 这 种 既 约 二 次 型 的 个 数 
h 必 是 有 限 的 ; h 称 为 D 的 类 数 . 
在 具有 行列 式 D 的 二 次 型 中 , 恒 有 一 个 适合 条 件 5= 0, a = 1 从 而 c= DD, 这 
个 二 次 型 称 为 主 二 次 型 ; 它 就 是 m? + Drm2 ,而 基本 平行 四 边 形 则 是 一 个 矩形 . 它 
是 目 己 的 类 的 既 约 二 次 型 , 所 以 它 的 类 称 为 主 类 . 
我 愿 在 此 离开 初等 数论 的 领域 , 转 到 高 等 数论 . 它 与 前 者 的 区 别 在 于 一 个 本 质 
上 新 的 想法 .如果 用 物理 学 家 的 语言 来 说 , 我 就 要 说 : 迄今 我 们 对 于 值 在 平面 上 的 
分 布 , 都 是 用 的 一 种 标量 的 方法 , 但 现在 我 们 要 通过 考虑 方向 而 得 到 一 种 向 量 性 质 
的 概念 . 
具体 说 来 , 我 们 现在 要 把 平面 看 成 复数 xz +iy 的 承载 者 , 而 在 直角 坐标 系 中 考 
虑 格 点 . 我 们 把 边 长 为 Va 的 一 边 旋转 到 与 x 轴 重 合 , 而 把 基本 平行 四 边 形 的 两 边 
记 作 wi 和 ww2， 使 得 w2 = Va 为 实 的 ,wi 一 地 十 V 一 万 ) /Va 为 复 的 . 这 样 
b+vV-D Lip 
-7 元 ， 
而 wi = Vce9wiy/ws 之 虚 部 为 正 . 一 般 的 格 点 就 可 以 表示 为 z 十 刻 = miwz 十 m2wi ， 


或 者 重新 标记 为 miwi + mzwz, 以 后 我 们 都 这 样 标记 . 我 们 把 这 个 表达 式 称 为 一 个 
格子 数 . 如 有 果 没 有 把 边 ws 旋转 得 与 x 轴 重 合 , 就 会 出 现 一 个 旋转 因子 eix, 而 一 般 


的 格子 数 就 是 
Car 
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引入 格 子 数 又 一 个 好 处 , 就 是 可 以 对 它们 进行 通常 的 算术 运算 , 其 中 包括 乘法 ; 而 
对 格 点 则 只 能 进行 加 法 组 合 . 现在 出 现 了 一 个 具有 基本 重要 性 的 令 人 吃 尺 的 定理 : 
如 果 我 们 把 取 自 两 个 具有 相同 行列 式 DD 的 整 格 网 G' 与 G” 的 数 相 乘 , 则 其 积 属于 
另 一 个 具有 同样 的 DD 的 整 格 网 G”. 我 们 用 符号 把 这 个 关系 写 为 


G'.G" = 0". 
我 愿 就 主 二 次 型 的 情况 把 这 个 关系 算出 来 . 这 时 我 们 有 : 
(ma 十 maV 二 万 ) (ms 十 miV-D) = (m2ms 一 Dmim’) + (mims + ma) V—D. 
所 以 这 时 乘积 仍 在 同一 格 网 中 , 而 我 们 可 以 将 主格 网 用 符号 写 为 
G.G 王 Cr 


这 样 , 具有 相同 行列 式 的 所 有 格 网 组 成 一 个 有 相 容 结构 的 机 体 , 就 是 我 们 今天 
说 的 群 , 其 实在 这 个 情况 下 , 它 是 一 个 可 换 群 或 阿 贝 尔 群 , 这 可 以 立即 从 复数 乘法 
的 可 交换 性 得 出 . 因为 C.G = G, 主格 网 起 单位 元 的 作用 . 

现在 我 们 到 达 了 “二 次 型 的 复合 ”问题 ,《 算术 研究 》 的 难得 出 名 的 第 5 下 处 
理 的 就 是 它 . 和 所 有 的 较 老 的 文献 一 样 , 高 斯 在 这 里 也 没有 讲 到 格子 数 ; 他 倒是 处 
理 二 次 型 本 身 . 但 是 这 只 意味 着 他 所 用 的 不 是 复 的 格子 数 而 是 其 模 ( 即 一 复数 与 其 
复 共 斩 之 积 ),， 因为 


a7722 十 2bmim2 十 cm? = (am 十 Tm ) (Vams 十 b -人 
高 斯 就 这 样 躲 着 复数 来 研究 具有 给 定 行列 式 的 二 次 型 的 一 般 群 性 质 ， 他 研究 的 不 
仅 是 正定 二 次 型 , 而 且 是 一 般 情 况 . 这 就 是 这 一 节 特 别 难 读 的 原因 所 在 . 他 的 表述 
并 未 给 出 这 理论 原来 的 形状 ; 倒是 表现 了 高 斯 的 把 自己 的 思想 隐藏 起 来 的 倾向 . 拉 
格 朗 日 在 他 的 《 欧 拉 所 著 代 数 一 书 的 附录 》(Additions & Lalgebre d’Euler, 见 拉 格 表 
日 《全 集 》 第 8 卷 ) 里 给 出 了 这 种 复合 的 第 一 批 例子 , 是 从 二 次 型 的 线性 因子 开始 
的 . 关于 二 次 型 的 复合 的 最 初 的 想法 , 无 疑 是 来 自 对 这 些 线性 因子 及 其 关系 的 兴趣 . 

现在 产生 了 一 个 问题 , 即 高 斯 本 人 是 否 本 来 是 使 用 了 复数 来 处 理 这 个 问题 , 而 
后 来 义 出 于 他 特有 的 小 心 谨慎 又 把 复数 掩盖 起 来 完全 不 提 ? 历史 学 家 无 法 解决 这 
个 问题 , 因为 在 高 斯 的 论文 里 找 不 到 这 种 可 能 性 的 哪怕 是 最 微弱 的 痕迹 . 尽管 如 此 ， 
我 深信 和 高 斯 确实 是 用 的 这 种 涉及 复数 的 推理 方式 , 这 种 推理 方式 就 这 样 第 一 次 面世 
了 .oa 
123] 狄 利克 雷 和 戴 德 金 (Julius Wilhelm Richard Dedekind, 1831 一 1916, 德国 数学 家 , 高 斯 的 学 生 ) 
只 是 间接 地 得 到 了 关于 格 网 的 定理 , 他 们 通过 把 形 如 am2z + (2 + v 一 万 )mil 的 数 与 a'ms 十 (5 十 
VD)m; 相 科 , 然后 转 到 模 的 滋 积 , 而 且 去 掉 了 因子 aa/. 
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有 好 几 件 事情 支持 我 的 看 法 . 首先 , 高 斯 掌握 了 所 有 必需 的 前 提 条 件 . 其 次 , 在 
1831 年 同年 ， 他 写 出 了 前 面 提 到 的 关于 西 贝尔 (Ludwig August Seeber, 1793—1855, 
德国 物理 学 家 ) 的 书 的 评论 , 包括 对 它 的 几何 解释 . 而 最 后 高 斯 在 这 一 年 还 发 表 了 
关于 双 二 次 剩余 的 论文 , 其 中 他 处 理 了 这 些 整 数 ( 见 Stackel,“ 作 为 几何 学 家 的 高 
斯 ”(Gauss als Geomete7), 见 高 斯 《 全集》10, 2; 特别 是 63 页 以 后 ). 难道 高 斯 会 在 
一 般 的 平行 四 边 形 的 情况 下 反而 不 引入 复数 思想 , 没有 看 到 这 种 思想 与 复合 理论 的 
关系 ? 我 以 为 这 是 完全 不 能 想象 的 , 我 甚至 倾 同 于 认为 高 斯 早 在 1799 年 就 已 经 党 
握 了 这 些 理论 的 完备 的 形式 . 

我 现在 转 到 图 1, 即 网 格 图 , 对 于 函数 论 的 意义 . 在 讨论 这 一 领域 时 , 我 将 忽略 
个 别 的 结果 , 哪怕 它们 有 历史 的 重要 性 , 而 集中 关注 那些 使 我 们 今天 能 对 该 领域 有 
一 个 清楚 全 面 的 乌 殴 的 事情 ( 见 本 书 第 6, 8 两 章 ). 

我 们 的 出 发 点 是 群 论 方法 . 我 们 现在 有 三 个 独立 变量 v，wl, ws 而 wi/ws 之 虚 
部 为 正 , 于 是 我 们 有 一 个 三 元 变换 群 , 由 平移 


WU = + Mii + m2wo 
以 及 义 模 变换 (unimodular substitution) 


w] 二 Qw1 十 Ca2， 
(ao — 87Y=1) 
CO2 一 YUW1 十 OWw2, 


组 成 , 其 中 m1, mz, Qa, PB,7Y,6 均 为 整数 . 我 们 要 找 出 这 个 三 元 变换 群 的 不 变 式 (或 称 
自 守 函 数 ), 在 这 里 我 要 提 到 , 通常 讲 自 守 孔 数 都 是 仅 对 第 一 个 变换 而 言 , 即 双 周期 
函数 (4|wi, w2), 其 中 wi, wz 是 复 常 数 . 然而 它们 在 下 面 的 关于 w 的 么 模 变换 下 
的 性 态 、 重要 性 与 趣味 都 不 稍 次 . 只 有 研究 在 整个 三 元 变换 群 下 的 不 变性 才能 导 至 
一 般 椭圆 函数 的 理论 . 

按照 传统 , 我 们 在 讨论 一 般 函 数 f(w|w1，w2) 时 要 作 一 些 函 数理 论 上 的 假设 . 
在 我 们 的 批判 性 的 年 代 里 , 特别 对 非 正常 的 东西 有 兴趣 , 这 就 更 要 求 我 们 把 这 些 条 
件 明 确 地 写 出 来 ， 而 在 前 几 代 ， 正如 保罗 . 杜 波 瓦 - 雷 蒙 (Paul David Gustav du 
Bois-Reymond，1831- 一 1889, 法 国 数学 家 ) 说 的 那样 ,“ 当 我 们 还 生活 在 乐园 里 的 时 
候 ”, 人 们 是 隐 含 地 以 一 种 不 加 怀疑 的 务实 的 心情 接受 了 这 些 条 件 的 . 因此 , 假设 了 
f(w) 为 单 值 的 在 有 限 平面 上 处 处 有 明确 定义 的 函数 , 也 就 是 没有 本 性 奇 点 与 自然 
边界 的 函数 . 对 于 f(wi, wa), 这 种 我 所 谓 的 “举止 良好 ”的 假设 , 如 果 不 深入 细节 ， 
就 不 能 那么 简单 地 表述 了 . 所 以 我 就 说 : flwi, w2) 的 “举止 ” 尽 可 能 地 合理 . 一 个 
进一步 的 要 求 是 f 对 w，w1，w2 这 三 个 变 元 的 每 一 个 都 是 齐 性 的 , 但 是 齐 性 阶 数 
则 可 以 任意 . 这 个 假设 使 得 所 有 的 问题 都 可 以 得 到 比较 优雅 美丽 的 处 理 . 我 还 要 提 
到 , 并 非 每 一 个 考虑 这 些 事情 的 作者 都 加 上 了 这 些 条 件 . 他 们 更 多 地 限于 零 阶 齐 性 
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本 数 , 也 就 是 限于 比值 v : wi : ws 的 函数 , 例如 了 (wfwo,wi/w2z) 那样 的 盟 数 . 例如 
雅 可 比 就 是 这 样 做 的 . 

除了 上 面 提 到 的 双 周 期 清 数 了 (4|wi,w2) 以 外 , 还 有 仅 依 赖 于 wi,w2 的 图 数 . 
如 果 它 们 对 于 wi,w2 有 任意 阶 齐 性 , 我 就 称 之 为 模 形式 , 如 果 是 零 阶 齐 性 , 即 只 依 
赖 于 比值 wi /wo, 就 称 为 模 函 数 . 

最 后 , 作为 双 周 期 函数 的 一 个 有 趣 的 特例 , 我 要 提出 属于 变换 w= 4 十 mz 十 mii 
的 自 守 函数 , 也 就 是 所 谓 双 纽 线 函 数 , 取 这 人 么 个 名 字 是 由 于 它们 第 一 次 是 在 计算 双 
纽 线 弧 长 时 出 现 的 , 正如 狭 罕 得 多 的 名 词 “ 汀 加 闷 数 ”来 目 于 应 用 这 种 函数 来 计算 
椭 加 的 绝 长 一 样 ， 除 此 以 外 , 双 纽 线 和 椭圆 的 弧 长 并 不 并 行 , 因为 前 者 是 由 “第 一 
类 积分 "| dz/ Vi 一 如 给 出 的 , 而 后 者 则 由 “第 二 类 积分 " 给 出 , 这 两 类 积分 的 区 别 
也 是 高 斯 疾 先 弄 清楚 的 . 

现在 我 要 给 出 满足 以 上 条 件 的 最 简单 的 一 般 椭圆 遂 数 ， 用 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 记 
号 来 表示 , 它们 就 是 : 

DP (uw, Ww2), 92 (Cl w2)， 

FW, 2) = ;93(W1, 2) . 
它们 可 以 用 以 下 的 处 处 绝对 收敛 的 级 数 来 定义 ; 这 样 的 定义 方式 是 艾 森 斯 坦 给 出 
的 , 我 在 这 里 讲述 它们 , 则 是 为 了 以 最 简单 的 方式 得 到 所 求 对 象 的 存在 证 明 . 艾 和 条 
斯 坦 给 出 的 定义 是 : 

-2 阶 : 多 (ww,w2) = uy {c miwi 十 mawa) ”一 (rawl 十 m2w2) | . 

-3 阶 : 多 /vlwi,w2) = -2 (十 ?niwl 十 mawa) . 

一 4 阶 : gz(wi,; w2) = 605Y (miwi + m2w2) 4. 

一 6 阶 : ga(wi, w2) = 1405Y (miwi + m2w2) -6. 

应 该 提 到 , 第 一 个 级 数 中 的 花 括号 对 于 绝对 收敛 是 不 可 少 的 . 求 和 号 上 方 的 一 撤 
>、 表 示 应 该 除去 mi = m2 = 0 这 一 对 值 . 

(uw) 和 i(w) 这 两 个 函数 称 为 殊 尔 斯 特 拉 斯 函数 ( 德 文中 则 说 是 基本 函数 
(Grundfunktionen))， 它们 在 平面 的 格 点 上 分 别 有 2 阶 和 3 阶 极点 . 量 go,gs 则 简 
单 称 为 不 变量 . 它们 是 最 简单 的 模 形式 .和 奇 定义 “判别 式 "A 为 A = g3 一 2792, 则 
函数 J = g2/A 是 模 函 数 的 最 简单 的 例子 . 

这 四 个 阔 数 间 除 了 有 关系 式 


PD = 4 一 92 尹 一 93 


以 外 , 还 有 一 个 值得 注意 的 基本 定理 , 即 任意 适合 上 面 说 到 的 合理 性 要 求 的 三 变量 
目 守 函 数 必 可 表示 为 这 四 个 函数 的 有 理 函 数 . 所 以 , 这 个 定理 圈定 了 我 们 所 要 找 的 
一 切 可 能 的 函数 的 范围 ， 

但 是 从 理论 的 洞察 来 说 , 这 些 函 数 的 男 一 种 表示 具有 最 大 的 重要 性 . 具体 说 来 ， 
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这 些 函数 都 可 以 用 整 函 数 ( 即 对 变量 的 一 切 有 限 值 均 为 有 限 的 函数 ) 来 表示 . 实际 
上 , 自 守 函数 都 可 以 表 为 分 子 与 分 母 都 是 整 函数 的 分 式 , 虽然 分 子 和 分 母 不 必 是 双 
周期 的 整 函 数 . 这 方面 最 重要 的 函数 就 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 c- 函 数 . 它 对 于 ,wi,w2 
是 +1 阶 的 , 而 且 可 以 表 为 无 穷 乘 积 : 


2 
亿 vu 1 4 
— , 7 1 一 二 |. 一 = ? 
0(W) = [I ( ?M101 十 ji ) Ee 十 m2Ww2 1 2 Ca 十 元 二 


此 式 中 的 指数 因子 起 收敛 因子 的 作用 .这 个 函数 在 每 个 格 点 均 为 零 . 多 郴 数 就 可 
以 用 它 来 表示 ; 例如 我 们 有 
加 ad? log o (wu) ”00 ”一 a” 
dw oo 


如 我 们 所 已 提 到 的 那样 , a 本身 并 非 双 周期 的 . 我 们 有 


oUt wi) = 一 Cexp [7 十 (wa72)， 
ou WwW2) = —0o(u) exp [maz(u 十 (waz/2))] ， 


这 里 的 mm,m2 是 两 个 常数 , 其 意义 我 们 将 不 在 这 里 讨论 . 然而 , o 是 一 个 模 形式 , 即 
有 
o(u| Qawi + Bw2, YW1 + 6w2) = al wi1,w2). 

我 们 已 经 提 到 , 这 个 极为 重要 的 函数 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 发 现 的 . 但 是 , 高 斯 和 阿 贝 尔 
都 已 经 很 接近 它 了 . 他 们 都 是 用 的 函数 C .o .e-“* (为 简单 计 , 我 对 C 和 暂 不 
加 定义 ), 这 些 函 数 来 日 计算 通常 的 椭圆 积分 的 典 则 形式 的 过 程 ， 而 在 把 双 周 期 也 
数 分 解 为 分 子 和 分 母 上 , 这 函数 和 ol(w) 有 相同 功效 . 我 们 今天 将 称 它 为 一 个 “ 层 
次 2” 函 数 , 因为 它 只 在 完全 模 群 的 一 部 分 下 不 变 ( 见 第 6 章 246 页 ). 魏 尔 斯 特 拉 
斯 称 它 为 Al 以 纪念 阿 贝尔 (Abel). 这 个 郴 数 通过 布 里 奥 (Charles Auguste Briot， 
1817 一 1882, 法 国 数学 家 ) 和 布 盖 (Jean-Claude Bouquet, 1819 一 1885, 法 国 数学 家 ) 的 
书 4 双 周期 函数 理论 》(C. A. Briot, J-C. Bouquet, Théorie des fonctions doublement 
peEriodigues) 而 广为人知 . 这 二 位 都 是 受到 柯 西 影响 的 刘 维 尔 学 派 的 学 生 . 此 书 出 
版 于 1859 年 , 而 在 一 个 长 时 期 中 统治 了 这 个 领域 . 说 来 也 有 意思 , 41 这 个 记号 人 
们 一 直 以 为 源 于 德 文字 “hlles”( 所 有 事物 ), 这 是 民间 语源 学 造 字 速度 之 快 的 一 个 
好 例子 . 

既 已 讲 到 了 最 基本 的 椭圆 函数 及 其 最 主要 的 表达 方式 , 我 就 不 应 完全 跳 过 与 之 
密切 相关 的 领域 , 即 和 -函数 理论 . 这 个 已 经 充分 耕耘 了 的 领域 , 由 于 其 运算 问题 十 
分 丰富, 应 用 又 极 广泛 , 已 经 有 了 独立 的 重要 性 , 虽然 对 于 我 打算 加 以 概述 的 领域 
的 智慧 的 结构 , 它 没有 提供 任何 本 质 上 新 的 洞 见 . 

可 以 把 一 个 o- 函 数 分 解 因子 , 使 其 中 之 一 对 于 一 个 周期 为 自 守 的 . 这 就 生成 了 
一 个 雅 可 比 所 称 的 函数 和 ; 它 有 一 个 漂亮 的 收敛 级 数 展开 式 , 使 之 对 解析 运算 和 数 
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值 计 算 都 很 适用 . 这 个 分 解 公 式 就 是 
e72 U2 /2uwa 


VD “0 (Nu wa2, 9) 


o{( ul wi,w2) = 


其 中 


qd=e'""1/%2, A = gi— 27g3, 
91 对 于 和 ww 是 零 阶 的 . 经 过 计算 和 重 排 , 就 可 以 得 到 级 数 


25/4 


Qi (nu/w2,q) = 2 (a sin nu/w2 — gq/ sin 3nu /wz + qs/4 sin SAu/wo — 上 


更 多 的 “0- 函 数 ” 可 以 用 类 似 的 级 数 来 定义 . 有 很 多 很 多 09- 关系 式 ( 即 连接 适当 选 
择 的 变量 的 和 -函数 的 恒等式 ), 它们 在 一 段 时 间 里 成 了 所 有 数学 家 的 狩 猿 场 . 今天 ， 
它们 更 多 地 则 是 退 入 了 后 台 , 成 了 甚至 科学 也 得 届 从 于 时 尚 的 一 个 例证 . 0- 函数 对 
于 周期 的 加 法 性 状 非常 简单 ; 而 另 一 方面 , ci,ws 的 变换 则 以 十 分 复杂 的 方式 改变 
这 些 函 数 的 形式 , 从 研究 这 些 关 系 里 , 产生 了 无 数 的 -函数 的 公式 . 

读者 们 大 概 会 猜想 到 , 我 提 这 些 事 情 只 是 想 说 明 所 有 这 一 切 高 斯 都 已 经 知道 . 
他 在 1798 年 就 已 经 构造 出 了 双 纽 线 情况 下 的 8- 也 数 , 而 一 般 情 况 则 在 1800 年 左 
右 他 也 做 出 来 了 , 而 在 1808 年 则 整 天 忙 着 搞 6- 函数 . 

现在 我 要 开始 来 阐明 我 们 的 自 守 函数 的 理论 的 主要 思想 . 既 已 讨论 了 魏 尔 斯 特 
拉 斯 函数 与 我 们 所 考虑 的 其 他 函数 的 关系 , 系统 的 群 论 ( 见 克 菜 因 的 “ 爱 尔 朗 根 岗 
领 ”, 在 我 的 《 全集 》( 即 《数学 著作 集 》, 下 同 ) 第 1 卷 460 页 以 后 可 以 找到 ) 就 会 
告诉 我 们 , 考虑 对 于 完全 的 三 元 变换 群 的 某 一 子 群 为 自 守 的 函数 是 很 有 用 的 , 而 这 
些 函 数 我 们 将 称 为 “高 层次 函数 ”. 我 们 要 问 是 否 真 有 这 样 的 函数 , 而 它们 与 魏 尔 斯 
特 拉 斯 靖 数 的 关系 又 如 何 ? 这 些 关 系 何 时 为 代数 的 ? 而 哪些 代数 关系 可 以 用 这 些 
关系 式 “ 单 值 化 ", 即 由 单 值 函数 恒 等 地 满足 ? 

在 由 此 产生 的 众多 问题 中 , 我 只 选择 那些 对 于 深入 以 上 的 思考 所 产生 的 问 
题 . 我 们 现在 的 计划 将 导致 对 椭圆 困 数 的 “变换 ”( 其 特殊 的 意义 我 们 下 面 就 来 讲 
解 ) 的 理论 , 亦 即 其 政法 和 除法 的 理论 . 

只 要 从 原来 的 格 网 中 删 去 知 干 格 点 , 就 可 以 在 其 中 镰 谍 一 个 新 的 格 网 , 这 样 ,就 
找到 了 仅 在 部 分 三 元 群 下 的 自 守 的 函数 .新 格 网 的 基本 平行 四 边 形 的 面积 不 再 是 
V 一 D, 而 是 它 的 一 个 整数 倍 : nV 一 D. 它 的 各 边 是 


Wl1 = QWw1 + Bewo, 
(a6 — B53 =n). 
W2 一 YW1 十 0w2， 


这 里 5, ,7 了 ,6 均 为 整数 . 这 个 新 格 网 是 从 老 格 网 经 “mn 阶 变换 ”得 来 的 , 而 我 们 可 
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以 在 其 中 构造 出 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 


DF (Uw1, Ww2) 一 2, 
DF’' (uv, v2) = D'. 


这 时 多 , 多 ' 就 是 相对 于 原来 的 群 


VU’ 一 公 十 711w1 十 722Ww2， 
cl 一 Q1 十 Bisa, 


ma = YW1 十 0w2， (a6 ~ O07Y = 1) 


的 我 们 所 要 的 那 种 类 型 的 函数 . 如 果 从 老 格 网 选取 若干 格 点 并 赋 以 相似 定向 而 得 
新 的 基本 平行 四 边 形 , 则 多, 儿 ' 之 值 并 非 在 每 一 次 平移 w =v 二 miwil 十 rn2ws 下 
都 不 变 , 而 只 当 mi, m2 为 某 整 数 之 倍数 时 不 变 . 

我 们 现在 转 到 儿 , Z' 与 多 ,多 ' 的 关系 问题 . 这 可 以 由 以 下 定理 以 极为 简单 的 
方式 得 出 , 即 所 有 椭圆 也 数 都 是 适当 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 卫 数 的 有 理 函 数 . 现在 , 因为 
新 半期 w1, wz 也 都 是 老 的 多 ，' 的 周期 , 所 以 多 ,9' 也 是 多 ,9Z' 的 有 理 消 数 . 
反 过 来 多 , 儿 ' 则 是 多 , 多 ' 的 代数 函数 . 乘法 是 这 种 n 阶 变换 的 特例 , 即 由 以 下 公 
式 给 出 : 

1 一 KW1， Wa2 = Ka2 而 n= ,为 整数 . 
新 基本 平行 四 边 形 与 老 平行 四 边 形 相 似 , 而 且 定向 也 相同 , 代入 艾 森 斯 坦 级 数 ， 即 
有 B= DB(u kw ) = 三 2 (< ) 
一 KW1, KD 一 kK W1,W21， 


2 = DB' (由 Ful ko) = 二 (= 


Ke3 
若 记 u/s = v, 则 得 | 
FB= DP (RV kul, ko) 一 pe (v| wi1,w2), 


wi w2 ) } 


= 1 
8 = 2 (RV| RW1, KwW2) = 3 (v| wi, Ww2). 


最 后 , 因为 多 ,2' (kv|wi,w2) 是 多 , 儿 2' 的 有 理 消 数 , 所 以 人 B, 久 F' (kv|wi,w2) 对 
多 , 8 (vwi,w2) 也 是 有 理 的 . 这 里 周期 不 再 出 现 , 而 出 现 的 是 变量 v 和 w, 还 有 一 
个 新 的 因子 . 从 左 到 右 读 这 些 等 式 则 它们 被 称 为 柄 圆 函数 的 乘法 ; 或 者 相反 , 从 厂 
到 左 读 这 些 等 式 , 就 称 它们 为 除法 公式 . 当然, 这 些 运算 的 代数 性 质 应 该 更 仔细 地 
研究 . 

但 是 , 想 要 更 公正 地 对 待 高 斯 , 就 应 该 更 前 进一步 来 研究 椭圆 泪 数 的 复 乘 法 ， 
这 只 在 奇异 格 网 时 才 可 能 , 在 其 中 可 以 “ 镰 骨 ”虽然 相似 但 定 回 不 同 的 平行 四 边 形 . 
在 这 种 格 网 中 可 以 对 复数 & = pi + ina 来 构造 函数 多 (rv), 它们 是 多 (wv) 的 有 理 
也 数 . 
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我 们 想 在 双 纽 线 这 个 简单 情况 下 更 为 仔细 地 看 看 这 一 点 . 作 复 数 乘 法 后 即 有 


一 天 ” 
WwW] 一 (Hi 十 ZK2 )W1 一 Wl 一 Kowo, 
HA 十 K2 一 7， 


DD 一 (Fi 十 2K2 )2 一 Ko2LTI 十 所 1Cp2， 
即 此 运算 为 一 n= 6 二 A2 阶 的 “变换 ”. 所 以 甚至 当 & 为 复数 时 ， 
(kuvlwlwa) DF'(RV| Ww1, Ww2) 


也 的 为 多 (vw,w2) 和 久 ' (vwi,w2) 的 有 理 函 数 . 对 所 有 的 奇异 格 网 , 也 可 以 作 
一 些 类 似 于 此 的 事情 . 然而 , 当 我 们 不 再 只 考虑 主格 网 时 , 就 必须 考虑 有 所有 具有 同 
样 行列 式 D 的 格 网 之 集合 . 很 清楚 , 这 个 问题 与 具有 行列 式 D 的 二 次 型 的 复合 有 
密切 的 关系 . 

以 上 所 指出 的 所 有 问题 , 被 看 做 是 椭圆 函数 理论 中 最 有 趣 最 优美 的 问题 ,高 斯 
都 以 种 种 方式 处 理 过 . 在 他 关于 双 纽 线 的 最 早 的 工作 里 , 他 既 用 了 一 般 乘 法 , 也 用 
了 复数 乘法 . 例如 乘 以 5, 就 按照 5= (2+ 人 (2 一 信 分 成 两 步 . 他 又 把 这 个 程序 颠倒 
过 来 , 从 而 能 够 解 出 一 个 25 阶 方程 , 解决 了 双 纽 线 的 除法 问题 . 这 个 伟大 的 成 就 ， 
他 只 在 《算术 研究 》 关 于 分 圆 问题 一 节 ( 见 《6 全集》1: 412 页 ) 的 引言 里 , 作为 小 事 
一 桩 一 言 带 过 . 这 一 段 话 , 不 仅 由 于 其 本 身 , 特别 由 于 其 效果 , 非常 值得 注意 . 因为 
它 给 了 阿 贝尔 在 1825 年 转向 此 问题 的 动力 , 阿 贝 尔 通过 发 现 椭 圆 函数 的 双 周 期 性 ， 
及 其 复 乘 法 的 一 般 可 能 性 , 完全 地 解决 了 这 个 问题 

迄今 为 止 , 我 们 集中 关注 于 自 守 形式 对 的 依赖 性 , 以 及 % 平面 上 平行 四 边 形 
格 网 的 图 形 . 现在 我 们 把 v 放 在 一 劳 , 而 更 深入 地 人 研究 只 依赖 于 wi,ws 的 函数 . 这 
就 引导 到 模 形 式 和 模 函 数 的 理论 ; 我 们 在 此 只 讨论 后 者 . 因为 模 忒 数 在 上 面 已 定义 
为 wi, wz 的 零 阶 齐 性 形式 , 我 们 就 可 以 令 wijwz = w 而 以 下 面 的 变换 为 研究 对 象 : 

w’ 二 Ce 人， abg — By=1. 

于 是 有 了 一 个 问题 , 能 不 能 把 w 平面 也 分 成 一 些 不 连续 性 区 域 , 从 而 对 上 述 变 换 之 
群 作 直观 的 解释 ,一 如 我 们 对 平面 作 相 应 的 分 解 来 解释 变换 w= wmiwi 十 m2zw2 
之 群 那样 ? 这 确实 是 可 能 的 , 而 且 又 是 高 斯 首先 做 到 的 . 在 这 方面 他 仍然 领先 于 阿 
贝尔 、 雅 可 比 以 及 后 来 的 数学 家 , 直到 黎 曼 把 它 发 展 为 自己 理论 中 受到 钟爱 的 工具 
( 见 图 2). 起 始 的 区 域 有 粗 黑 边线 而 且 加 了 阴影 . 如 果 w 不 是 实数 且 有 正 虚 部 , 则 
它 总 可 以 用 一 个 这 样 的 变换 映 为 基本 域 的 上 半 部 ; 如 果 虚 部 为 负 , 则 映 为 其 下 半 部 . 
这 在 基本 上 就 是 陈述 具有 复 格 点 miwi + raws 的 二 次 型 am2 + 2bmara + crm3 的 
约 化 理论 的 另 一 个 方法 . 基本 域 的 每 一 点 w 都 代表 无 穷 多 个 等 价 的 格 网 中 的 婚约 
格 网 , 而 等 价 的 格 网 则 由 其 他 区 域 中 等 价 于 w 的 点 来 表示 . 
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其 他 区 域 可 以 通过 对 图 上 的 直线 或 圆周 逐次 作 反 演变 换 ( 即 反 射 ) 得 到 . 整个 
w 平面 就 这 样 被 一 个 以 圆 弧 为 边 的 三 角形 无 间 际 地 和 覆盖 起 来 , 从 实 轴 的 上 下 两 侧 越 
接近 实 轴 , 这 些 三 角形 就 越 挤 拢 . 我们 已 经 说 过 , 上 下 半 平 面 的 点 不 能 通过 模 变 换 
互 变 . 实 轴 就 成 了 所 有 模 孙 数 的 所 谓 “ 日 然 边 界 ”. 实 轴 上 的 有 理 点 是 无 穷 多 个 域 的 
密集 点 . 所 以 实 轴 包含 了 一 个 处 处 稠密 的 无 穷 集合 , 其 中 的 每 一 点 都 属于 无 穷 多 个 
区 域 (其 实 属 于 两 个 这 样 的 无 穷 族 ), 然而 这 个 处 处 稠密 集合 又 不 能 填 满 整个 实 轴 . 
由 于 这 个 奇异 的 性 状 (用 戈 丹 (Paul Albert Gordon, 1837 一 1912, 德国 数学 家 ) 的 话 
来 说 , 就 是 “魔鬼 居住 的 地 方 ”), 实 w 的 情况 值得 专门 研究 . 

我 们 现在 来 求 属于 这 个 平面 分 解 的 模 函 数 . 最 简单 的 就 是 “绝对 不 变 式 ”J = 
93/A. 它 在 基本 区 域 里 取 每 一 个 值 一 次 而 且 只 取 一 次 , 它 还 是 已 经 规范 化 了 的 , 即 
在 0,1,0% 三 点 它 取 图 上 画 出 的 值 . 这 个 J(w) 与 二 次 型 理论 有 特别 简单 的 联系 . 早 
前 我 们 说 过 , 二 次 型 的 等 价 类 可 由 基本 域 的 一 个 点 以 及 与 之 等 价 的 所 有 点 来 表示 . 
现在 很 清楚 , 每 一 类 二 次 型 ( 即 每 一 族 等 价 的 格 网 ) 都 对 应 于 J(w) 的 唯一 的 值 . 反 
之 , 对 每 一 个 J(w) 都 相应 有 唯一 一 类 二 次 型 , 不 过 对 平行 四 边 形 的 绝对 大 小 不 能 
规定 . 这 一 点 可 以 说 明 它 在 裔 数论 和 数论 两 方面 都 有 意义 . 所 有 其 他 模 函 数 都 可 以 
用 J 有理 地 表示 出 来 , 这 一 点 更 是 强调 了 它 的 意义 . 当然 , 其 他 模 函 数 这 样 表示 以 
后 就 不 一 定 仍 是 单 值 的 了 ; 就 是 说 , 在 基本 域内 每 一 个 值 可 以 取 若 干 次 . 

高 斯 各 道 这 个 聘 数 及 其 重要 性 质 . 在 《全 集 》 卷 3 的 386 页 , 就 可 以 找到 一 篇 
关于 “加 法 图 数 ”(summatory function 即 藉 数 J ) 的 短文 . 如 我 们 说 过 的 那样 , 他 
也 知道 模 图 形 和 反射 原理 . 

我 们 现在 遵循 群 论 的 途径 , 来 探求 变换 w' = (aw +P)/(yw+0) 的 各 个 子 群 ， 
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及 其 与 整个 的 群 的 关系 . 不 幸 的 是 , 我 在 这 里 不 能 给 出 决定 子 群 的 一 般 原理 , 但 计 我 
举 一 个 例子 , 即 层 次 n 的 主 合同 子 群 . 这 个 子 群 是 由 系数 适合 三 1 或 =0 modn 
的 某 些 变换 w' = (aw + 68) / (yw 十 6 组 成 的 , 而 条 件 


a 三 1, B=0, Y=0, 0 三 1 (mod n) 


op) {i? mod n 
人 | 0 


我 们 简单 描述 一 下 层次 2 的 主 合同 子 群 . 有 6 个 可 能 的 系数 系统 : 


(人 
人 人 (站 ma 


这 个 子 群 的 基本 域 由 6 个 前 述 的 域 构成 . 这 个 基本 域 的 一 个 基本 函数 一 -- 称 为 层次 
2 的 模 函 数 , 因为 它 只 在 由 mod 2 的 关系 定义 的 子 群 下 不 变 一 一 是 “ 交 比 ”(cross- 
ratio)A (w) (也 记 作 ps2 (w), 而 (ww) 称 为 勒 让 德 模 (Legendre modulus))， 因 为 这 个 
函数 的 基本 域 是 J(w) 的 基本 域 的 “6 倍 大 ”( 即 指 对 应 于 J 的 每 个 值 , 都 有 入 的 6 
个 值 ), 很 清楚 , 这 两 个 函数 间 必 由 一 个 六 阶 的 代数 关系 相 联 系 . 事实 上 , 我 们 有 


(2 一 入 十 二 
27X2( — A)2 


这 个 子 群 高 斯 也 知道 . 关于 这 个 主题 的 零碎 叙述 和 适当 的 图 形 , 可 以 参看 高 斯 《全 
集 》8: 103, 105 页 以 及 3: 386 页 . 但 是 从 他 的 《日 记 》 里 可 以 更 准确 地 察觉 到 他 的 
知识 的 范围 有 多 大 . 1800 年 6 月 3 日 的 一 篇 日 记 (《 全 集 》10, 1: 550 页 ) 就 是 关于 
这 个 问题 的 . 

现在 我 要 转 到 这 个 主题 的 另 一 个 侧面 . 众所周知 , 椭圆 函数 在 历史 上 并 不 是 如 
我 们 所 讲述 地 那样 发 展 起 来 的 ， 而 是 先 发 现 了 袖 圆 积分 5 ， 顶 圆 果 数 则 是 作为 其 
反 函 数 用 反 演 得 出 来 的 ， 现 在 我 们 要 来 认识 一 下 作为 椭圆 函数 之 反 函 数 的 积分 的 
性 质 . 

在 关系 式 


我 将 简 记 为 


Du) = 4F gg 


(24 请 参看 在 我 国 曾 经 非常 流行 的 菲 赫 金 崩 尔 获 《 微 积分 学 教程 》 第 2 卷 第 8 章 85 椭圆 积分 
64-72 页 , 以 及 第 9 章 83 的 113-115 页 (页 数 指 高 教 出 版 社 2006 年 的 版 本 ). 译文 中 说 的 规范 形 
式 , 在 该 书 中 说 的 是 “标准 形式 ” .一 一 中 译本 注 
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中 , 令 (vw) = z, 就 有 。 1 

wo V4z3 一 gaz 一 93 

这 个 形式 是 由 艾 森 斯 坦 导 出 的 , 而 为 魏 尔 斯 特 拉 斯 大 量 使 用 . 它 是 一 个 层次 1 的 齐 
性 规范 形式 . 其 所 以 如 此 称呼 , 是 因为 其 中 的 系数 是 层次 1 的 模 形 式 . 但 是 把 v 用 
更 高 层次 的 积分 ( 即 其 中 的 系数 只 在 一 个 子 群 下 不 变 ) 来 表示 , 有 时 也 是 有 用 的 . 层 
次 2 的 规范 形式 (用 非 齐 性 形式 来 表示 ) 是 


4 一 


， 上 dz 
Jo Vz(l1— 2z)(1— Mz) 
其 中 如 前 面 所 已 指出 , 入 具有 交 比 的 性 质 . 如 果 令 z = sin? 办 入 = r, 即 得 很 有 用 的 


中 dg 


ho vi ease 
在 这 里 , 高 斯 也 比 那个 时 代 的 绝 大 多 数 作者 更 为 深入 , 他 坚持 要 求 层次 2 的 规范 形 
式 是 齐 性 的 . 在 他 的 关于 长 期 摄 动 的 工作 中 , 他 导出 了 与 上 面 的 层次 2 规范 形式 有 
密切 关系 的 高 斯 形式 ( 见 《 全 集 》3: 331 页 以 下 , 特别 是 352 页 和 359 页 ): 


= | ”| 
0 2AXVm? cos? 9 + n2sin’ 由 
现在 我 将 最 后 提 一 下 整个 这 个 理论 与 时 常 谈 起 的 算术 -几何 平均 的 关系 . 这 个 问题 
来 自 计算 椭圆 积分 的 周期 , 所 谓 一 个 周期 就 是 


三 

0 2xVm?cos b+ nsin gp 

高 斯 在 计算 此 值 时 , 用 的 不 是 别 的 近似 方法 , 而 是 已 经 出 现在 拉 格 朗 日 和 其 他 人 的 
工作 中 的 方法 , 即 二 次 变换 的 迭代 , 即 把 被 积 函 数 的 周期 迭代 地 加 倍 . 这 个 作法 的 
极限 将 给 出 三 角 函 数 的 周期 带 形 , 带 形 的 高 度 由 积分 域 给 出 . 每 作 一 次 二 次 变换 , 就 
会 得 到 一 个 构造 相同 的 积 


广 dp’ 
0 2xVm? cos2 内 十 mo/2sin2 内 
其 中 


2 
它 的 值 与 上 面 的 积分 相同 . 因此 , 在 求 了 极限 以 后 即 知 , 上 面 的 积分 , 亦 即 椭圆 积分 
的 一 个 周期 等 于 
27 dd 1 


~ 


0 271HVsin2 $'™ 十 co82 办 本 
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这 里 / 就 是 算术 -几何 平均 ( 见 25 页 的 第 一 个 公式 ), 所 以 我 们 得 到 了 周期 与 算术 - 
几何 平均 的 关系 式 .5 按照 高 斯 的 日 记 , 他 是 在 1799 年 12 月 23 日 就 双 纽 线 的 情 
况 , 即 m2? = 1,n? = 2 的 情况 得 到 这 个 关系 式 的 , 但 是 直到 1818 年 关于 长 期 摄 动 
的 论文 里 才 发 表 . 

至 此 我 要 对 这 个 关于 椭圆 孔 数 的 短 短 的 插 叙 作 一 个 结束 了 . 我 一 直 试 图 表明 
高 斯 多 么 早 又 多 么 完备 地 理解 了 这 个 理论 的 各 个 全 然 不 同 的 成 分 ， 看 一 看 这 个 知 
识 如 何 来 自 三 个 完全 不 同 的 来 源 , 确实 令 人 惊奇 , 这 三 个 来 源 就 是 : 

对 算术 -几何 平均 的 完全 随 兴 之 所 至 的 研究 ; 

正定 二 次 型 理论 ; 

对 双 纽 线 的 研究 . 

于 是 自然 产生 一 个 问题 : 这 个 理论 还 有 哪些 部 分 是 高 斯 不 知道 的 ? 这 就 是 对 
椭圆 函数 的 周期 的 一 般 的 决定 方法 , 而 这 需要 用 复 平 面 上 的 回路 积分 . 很 可 能 正 是 
这 一 点 使 高 斯 不 愿 发 表 他 的 结果 . 这 个 方向 是 由 普 伊 瑟 (Victor Alexandre Puiseux 
1820- -1883, 法 国 数学 家 ) 在 1851 年 开始 的 ( 见 《 巴黎 科学 院 通 报 》(Cormptes Ren- 
dus)XXXILI 1851), 然而 在 黎 曼 引入 “多 叶 曲 面 ” 概 念 以 后 ,其 条 件 才 真正 弄 清楚 . 
这 个 理论 由 以 下 定理 所 完成 , 即 周期 平行 四 边 形 是 2Z'(w) = Vf(z) 的 覆盖 于 扩张 
的 z 平面 上 有 旦 具有 适当 荐 口 的 2 叶 曲 面 的 共 形 象 . 


在 简 述 了 高 斯 的 天 才 提 供给 我 们 的 新 的 富有 成 果 的 财富 之 主要 特点 以 后 , 我 必 
须 转 到 他 在 数学 基础 的 批判 以 及 方法 论 的 严格 性 方面 的 成 就 , 这 样 才能 对 他 的 性 格 
得 到 一 个 完整 的 形象 .但 我 先 要 提出 三 个 来 自 对 于 事物 的 历史 观 的 指导 原则 . 

我 们 的 科学 中 的 “严格 性 ”概念 , 以 及 对 它 所 包含 的 理想 的 追求 , 始 自 希腊 人 . 
他 们 对 这 个 理想 的 理解 就 是 从 尽 可 能 少 的 初始 假设 逻辑 地 演绎 出 整个 数学 . 我 愿 强 
调 的 是 , 即使 在 这 种 意义 下 的 理想 的 “严格 性 ”之 下 , 仍然 有 某 些 直觉 的 非 逻 辑 元 素 
进入 了 我 们 的 科学 的 基础 的 构筑 . 即 令 是 数 的 概念 也 是 如 此 . 希腊 人 使 用 最 简单 的 
平面 图 形 作 为 直觉 的 本 源 , 在 其 上 建立 了 线段 的 运算 ,而 不 是 如 我 们 今天 那样 , 按 
逻辑 原则 来 区 别 各 个 数 , 并 对 字母 符号 来 进行 操作 ; 而 在 对 这 些 符号 的 运算 中 , 仍 
然 残留 着 直觉 的 元 素 . 逻辑 学 家 施 洛 德 (Ernst Schrider, 1841 一 1902, 德国 逻辑 学 家 ) 
把 “号 在 纸 上 的 符号 不 会 一 夜 之 间 就 改变 形状 ” 作为 一 条 公理 (“符号 传承 性 公理 ”， 
见 他 写 的 人 《算术 与 代数 》 卷 1 (Arithmetik und Algebra), Leipzig, 1873, 16 页 以 下 ). 

从 历史 上 看 , “严格 性 ”这 个 理想 在 我 们 的 科学 中 的 意义 并 非 一 成 不 变 的 , 宁可 
说 , 它 是 视 情况 而 颇 为 不 同 的 . 在 伟大 而 强 有 力 的 多 产 时 期 , 它 有 时 退 居 后 台 , 让 位 
于 科学 的 尽 可 能 丰硕 迅速 的 成 长 , 而 只 在 继 之 而 来 的 批判 时 期 , 才 会 又 一 次 得 到 强 
调 , 那 时 人 们 关注 的 是 巩固 已 经 得 到 的 宝藏 . 只 需 回 想 一 下 微 积 分 在 18 世纪 的 发 
展 就 够 了 : 那 时 , 急于 发 现 的 热切 心情 把 想象 力 激活 到 了 极点 , 所 以 做 出 许多 没有 


25] 这 一 段 话 文字 稍 有 变动 一 一 中 译本 注 
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足够 论证 的 , 甚至 直接 就 是 错误 的 东西 , 还 可 以 回想 一 下 19 世纪 代数 曲线 理论 的 
发 展 也 是 这 样 . 作为 一 个 对 比 , 我 愿 回忆 一 下 经 院 哲学 时 代 , 它 把 低产 与 极度 尖锐 
的 苛求 和 辩证 理解 统一 起 来 了 . 最 不 公正 的 是 , 经 院 哲学 家 被 人 咯 之 以 鼻 , 被 认为 
是 毫 无 结果 地 吹 毛 求 疫 的 思想 学 派 . 与 各 个 时 代 相 比 , 我 们 的 时 代 尤 其 应 该 避免 这 
种 肤浅 的 论断 . 这 种 论断 很 可 能 是 由 于 那个 时 代 的 一 切 创造 , 常 共 有 一 种 神秘 的 形 
而 上 学 的 背景 ,而 与 我 们 时 代 的 创造 如 此 大 相 径 庭 . 如 果 撕 掉 经 院 思 辨 的 外 衣 , 就 
可 以 看 出 , 那些 表面 上 看 来 纯 属 神学 的 诡辩 , 正 是 我 们 今天 所 谓 的 “集合 论 ” 的 正确 
陈述 . 举 一 个 例子 , 对 于 上 帝 是 否 在 一 个 小 时 之 内 就 创造 了 无 限 的 世界 这 个 问题 的 
推理 , 与 指导 今天 的 数学 家 研究 单位 线段 是 否 有 无 穷 多 个 点 这 一 问题 的 推理 , 其 实 
并 无 区 别 . 事实 上 , 集合 论 的 创造 者 康 托 (Georg Ferdinand Ludwig Phillip Cantor， 
1845 一 1918, 德国 数学 家 ) 自己 也 转 人 了 经 院 哲 学 学 派 . 回 过 头 来 看 , 这 种 茄 求 的 精 
神 和 对 思考 的 每 一 小 步 都 作 细 致 入 微 的 分 析 的 精神 , 以 及 “严格 性 ”的 理想 , 还 极 
少 有 如 经 院 哲 学 年 代 那 样 活跃 . 

这 里 讲 的 不 同 科学 发 展 时 期 的 对 立 , 也 表现 在 研究 者 具有 不 同类 型 上 . 有 大 胆 
的 征服 者 , 他 们 依靠 很 强 的 直觉 , 但 是 不 其 有 序 的 概念 进行 工作 , 他 们 靠 本 能 与 感 
党 发 现 新 的 宝藏 . 也 有 对 于 已 经 赢得 的 东西 的 细心 的 组 织 者 与 管理 者 , 他 们 正确 地 
估计 每 一 件 事 , 通过 对 每 一 件 事 的 确切 的 理解 的 清晰 肯定 的 批评 , 使 每 一 件 事 都 各 
得 其 所 . 这 两 种 对 立 的 才能 只 在 极 罕有 的 情况 下 才 在 一 个 人 身上 统一 起 来 ; 历史 公 
正 地 给 这 种 人 以 独特 的 地 位 , 让 他 们 成 为 自己 领域 的 统治 者 和 国王 , 能 够 超越 一 切 
不 同意 见 的 对 立 , 超越 一 切 时 代 的 冲突 . 当 我 们 看 到 高 斯 的 批判 才能 以 后 , 就 会 把 
他 列 人 这 种 少数 精心 挑选 出 来 的 人 之 中 . 但 我 先 要 给 出 第 三 个 概括 性 的 评论 . 

从 对 我 们 的 科学 的 历史 这 种 观点 来 看 , “严格 性 ”就 只 是 一 个 相对 的 东西 , 是 一 
种 随 科学 而 发 展 的 要 求 . 在 一 个 专注 于 严格 性 的 时 代 , 那个 时 代 的 人 总 是 以 为 自己 
已 经 达到 了 精确 性 的 极致 , 而 后 代 却 在 这 个 方向 上 , 不 论 是 在 要 求 上 , 还 是 在 成 就 
上 , 都 远 远 超过 了 他 们 . 看 到 这 一 点 是 很 有 意思 的 . 欧 几 里 得 被 超过 了 , 高 斯 被 超过 
了 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 也 被 超过 了 . 在 这 个 方向 上 和 在 创造 力 上 , 似乎 都 没有 立 下 什么 
极限 . 


当 我 现在 转 到 高 斯 在 批判 性 研究 领域 中 的 成 就 时 , 我 要 特别 强调 这 一 点. 因为 
他 不 是 从 一 无 所 有 之 中 突然 中 出 来 的 , 宁可 说 , 他 只 是 一 条 从 过 去 到 未 来 的 链条 之 
一 环 一 一 当然 是 重要 性 无 可 比拟 的 一 环 . 

到 18 世纪 末 , 对 严格 性 的 要 求 又 明显 地 重新 显现 , 首先 表现 在 两 本 书 里 , 即 : 
勒 让 德 1794 年 的 《几何 原理 》 (Eléments de la géométrie) 和 1797 年 拉 格 明日 的 
《函数 论 》(Théorie des fonctions). 这 两 本 书 都 还 不 能 满足 今天 对 于 严格 性 的 要 求 ， 
但 是 作为 在 很 长 时 期 内 向 这 个 方向 前 进 的 第 一 批 著作 , 都 是 重要 的 . 1801 年 , 高 斯 
以 他 的 《算术 研究 向 前 跨 进 了 一 大 步 , 其 中 的 陈述 具有 前 所 未 有 的 严格 性 , 而 没有 


44 和 第 1 章 高 斯 


漏洞 . 比 之 同时 代 人 的 工作 , 这 是 一 大 进步 , 而 在 很 早 的 阶段 , 就 给 高 斯 带 来 了 方法 
上 无 懈 可 击 和 难以 超越 的 好 名 声 . 就 高 斯 的 这 一 个 推演 而 言 , 这 个 好 名 声 是 完全 有 
道理 的 . 但 是 他 还 没有 看 到 有 必要 扩展 所 处 理 的 领域 , 以 及 尽 可 能 地 把 假设 限制 到 
最 少 . 在 《算术 研究 》 对 于 用 到 的 数 和 字母 的 通常 的 运算 都 未 加 研究 就 假设 为 成 立 
的 . 他 对 基础 问题 的 公理 化 研究 并 无 兴趣 , 但 是 涉及 对 通常 的 材料 加 以 扩展 时 , 高 
斯 的 所 作 所 为 就 大 不 相同 了 . 例如 , 在 引入 “ 虚 ” 量 的 问题 上 , 他 的 论证 常 引 起 同时 
代 人 的 质疑 , 这 时 , 高 斯 一 步 一 步 走 得 非常 认真 而 谨慎 . 在 他 的 学 位 论文 里 , 他 就 已 
经 处 理 了 “ 虚 ” 量 的 问题 , 1800 年 左右 , 许多 人 都 为 此 伤 脑筋 , 那 时 高 斯 还 小 心地 装 
作 不 讨论 “ 虚 ” 量 . 但 后 来 , 在 他 清楚 地 有 了 逻辑 上 不 容 任 何 怀疑 的 思想 以 后 , 他 回 
前 踏 进 了 , 特别 是 , 他 的 陈述 清晰 而 成 为 经 典 的 1831 年 的 关于 双 二 次 剩余 的 第 二 
篇 论文 ( 见 《 全 集 》2: 174-178 页 ) 中 , 就 包含 了 这 个 思想 . 他 在 此 文中 细心 地 避免 
使 数论 的 这 个 新 领域 沾 上 丝毫 神秘 或 幻想 的 气息 , 特别 是 在 名 词 的 选用 上 是 如 此 . 
他 铸造 了 “复数 ” 这 个 词 , 他 还 建议 用 “ 正 或 反 的 横向 单位 ”一 词 来 代替 “ 正 或 负 的 
虚 单 位 ”的 说 法 , 可 惜 没 有 被 人 接受 . 但 是 他 用 几何 解释 一 劳 永 逸 地 把 二 维 流 形 上 
的 计算 从 神秘 幻想 之 中 带 到 了 明朗 的 晴空 

我 愿 较 详 细 地 考虑 另 一 些 领 域 , 在 那些 领域 中 , 高 斯 也 把 他 的 批判 性 目光 转注 
其 中 . 这 些 领域 中 , 占 首 位 的 是 他 一 再 关注 的 “代数 的 基本 定理 ”. 他 一 共 提 出 了 3 
个 证 明 , 分 别 是 在 1799 年 , 1815 年 和 1816 年 (分 别 见 《全 集 》3: 1, 31, 57 诸 页 ). 后 
来 在 1849 年 的 证 明 则 只 是 第 一 个 证 明 的 更 精确 的 版 本 . 再 下 一 个 重要 的 领域 是 他 
对 级 数 收 和 敛 性 的 严格 处 理 . 高 斯 在 他 1812 年 关于 超 几 何 级 数 的 论文 ( 见 《 全集 》3: 
123 页 以 下 和 139-143 页 ) 中 给 出 了 第 一 个 关于 和 此 级 数 收 敛 性 的 一 般 规 则 . 在 这 一 
方面 , 有 意思 的 是 , 有 一 个 领域 没有 引起 高 斯 的 注意 , 那 就 是 微分 学 和 积分 学 . 而 正 
是 在 这 里 , 正 是 由 于 对 其 基础 缺少 批判 性 的 研究 , 反而 使 得 这 个 人 类 智慧 最 了 不 起 
的 产物 能 够 生长 繁 末 . 在 这 里 创造 清晰 性 和 秩序 的 任务 留 给 了 柯 西 1821 年 的 工作 . 
当然 高 斯 能 够 正确 地 应 用 微 积 分 , 但 是 关于 其 逻辑 构造 , 他 没有 说 过 什么 . 

现在 我 们 要 更 仔细 地 考虑 代数 的 基本 定理 的 几 个 证 明 ， 这 将 使 我 们 一 方面 能 
看 到 高 斯 的 成 就 在 严格 性 上 既是 基于 前 人 , 同时 又 超过 他 的 前 人 , 另 一 方面 又 可 看 
到 其 中 还 有 什么 留待 今天 的 科学 来 完成 .在 这 个 问题 上 我 将 仅 限 于 他 的 前 两 个 证 
明 , 因为 第 三 个 证 明 需 要 更 复 末 的 方法 . 

代数 的 基本 定理 是 由 达 朗 贝尔 (Jean le Rond d'Alembert, 1717 一 1783, 法 国 数 
学 家 ) 在 他 1746 年 的 论文 《积分 学 研究 》(Recherches sur le calcul intéral) 里 首先 
提出 , 并 给 了 部 分 证 明 的 . 这 篇 论文 发 表 在 一 本 名 为 《柏林 科学 院 历 史 》(Histoire 
de "Académie de Berlin) 的 论文 集 里 .29 至 今 , 法 国人 仍然 称 此 和 定理 为 “ 达 朗 贝尔 
_129 其 实 更 早 一 些 吉 拉 尔 (Albert Girard, 1596_1632, 出 生 于 法 国 后 来 到 荷兰 的 数学 家 ) 就 在 他 


的 书 人 4 代数 的 新 研究 》 (Invention nouvelle en L'algeére, Amsterdam 1629, 新 版 由 Bierens de Haan 
编辑 , 出 版 于 Leiden, 1884) 里 断言 了 这 个 定理 . 
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定理 ”; 高 斯 在 自己 的 学 位 论文 中 , 也 只 说 自己 给 出 了 一 个 “新 证 明 ”(demonstratio 
novo)， 而 没有 如 现在 通常 做 的 那样 , 称 之 为 此 定理 的 “第 一 个 严格 证 明 "”， 很 自然 
地 , 他 的 论文 从 详细 批判 过 去 所 有 自称 为 是 证 明 的 东西 开始 . 然后 他 就 带 来 了 自己 
的 新 途径 , 用 现在 的 语言 来 讲 , 这 个 途径 大 体 如 下 . 他 考虑 函数 


P+iQ = f(r+iy), 


其 中 (x 十 记 ) = f(z) = zz? 二 a1z"-1 十 … 十 an, 并 且 在 z+iy 平面 上 研究 曲线 P=0 
和 Q = 0 的 形状 . 在 远离 原点 处 , 即 在 z = rei 的 绝对 值 很 大 处 , 这 两 条 曲线 趋 近 
于 z" = 0 所 表示 的 两 条 曲线 , 即 r? cosng = 0 和 和 7"?sinng = 0. 后 两 个 方程 表示 过 
原点 的 两 个 直线 族 ; 它们 互相 交替 地 排列 . 从 曲线 P = 0 和 Q@ = 0 的 这 种 渐 近 的 
排列 , 高 斯 就 断言 它们 必定 相交 . 

从 今天 的 观点 看 来 , 这 个 证 明 的 实际 情况 是 : 它 在 原则 上 是 正确 的 , 但 不 完全 . 
高 斯 暗地里 使 用 了 代数 曲线 的 某 些 性 质 . 他 像 下 面 那 样 使 用 “曲线 ”概念 , 其 实 并 
无 害处 . 他 说 一 条 “曲线 ”不 会 突然 折断 , 他 提 到 了 这 一 点 , 但 是 并 未 深究 . 再 有 , 曲 
线 P=0 的 各 枝 和 Q@Q = 0 的 各 枝 相 交 的 组 合 的 各 种 可 能 也 没有 充分 分 析 过 . 但 是 ， 
最 重要 的 是 , 关于 二 维 区 域 的 连续 性 被 认为 是 自明 的 ; 例如 , 两 条 互相 穿越 的 曲线 
必 有 交点 一 事 就 是 如 此 . 

第 二 个 证 明 就 所 用 的 手段 而 言 要 简单 一 些 ， 这 个 证 明 完 全 是 在 一 维 连续 统 中 
进行 的 . 

一 个 奇数 次 的 方程 = 0 必定 有 至 少 一 个 实 根 , 高 斯 以 为 这 是 无 需 证 明 的 . 他 
然后 就 作 了 以 下 的 精彩 的 评论 . 若 m 次 方程 f(z) = 0 的 次 数 n 只 含有 因子 2 的 一 
次 方 , 就 可 以 做 出 一 个 新 变量 的 整 函 数 (具体 说 就 是 P(z,4) = f(z+4)— f(z—) 
和 @(z,4) = [f(z 十 一 f(z 一) /uw 的 结 式 ), 其 系数 可 以 经 由 f(z) 的 系数 用 有 理 
运算 得 出 , 而 其 次 数 为 n(n 一 1). 但 是 这 个 函数 可 以 解释 为 ww 的 函数 (ww?), 而 它 
对 w? 的 次 数 为 n(n 一 1)/2. 然后 ， 不 必 假 设 方程 f(z) = 0 有 根 zi,z2,… ,zx 存 
在 , 即 知 F(w?) 为 零 是 P(z,w) =0 和 Q(z,w) = 0 有 公共 根 的 必要 充分 条 件 . 因为 
Fu2) 对 w2 的 次 数 为 奇数 , 它 必 有 一 个 根 h. 所 以 , P(z,v 了 =0 和 Q(z,VP =0 
有 公共 根 z = 9. 由 此 可 知 f(z) = 0 有 根 g 土 Vh. 而 且 9 可 以 从 Vh 和 的 系数 纯 
粹 形式 地 用 有 理 运 算 ( 求 最 大 公约 数 的 算法 ) 得 出 . 

如 果 次 数 n 仅 含 因子 2 的 二 次 方 , 则 n(n 一 1)/2 只 含 因 子 2 的 一 次 方 , 这 样 
FF 又 属于 上 面 处 理 过 的 情况 , 而 可 以 使 用 上 面 的 论证 . 这 样 就 可 以 归纳 地 证 明 到 任 
意 的 nn. 

对 于 这 个 精彩 的 证 明 , 有 竺 现代 数学 来 加 以 补 全 的 仅仅 是 其 第 一 步 , 即 当 ”为 
奇数 时 方程 f = 0 必 有 一 个 实 根 . 若 当 z 均匀 地 增长 时 函数 f 从 正 值 变 为 负 值 (或 
者 相反 ), 则 它 必定 经 过 零点 , 这 件 事 对 于 高 斯 说 来 是 自明 的 , 而 今天 我 们 则 觉得 , 对 
这 个 结论 有 加 以 分 析 的 必要 , 这 样 就 进入 了 具有 基本 重要 性 的 连续 性 概念 ， 这 样 ， 
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我 们 就 会 说 : 首先 , 这 里 缺少 了 一 个 明确 的 实数 理论 , 例如 以 戴 德 金 分 割 为 基础 的 
那 种 实数 理论 ; 第 二 , 我 们 需要 一 个 定理 , 明确 指出 , 各 一 个 连续 函数 f(z) 取 符 号 不 
同 的 值 , 它 必 在 其 间 通 过 了 0; 第 三 , 我 们 还 要 证 明 这 里 涉及 的 函数 确实 是 连续 的 . 

这 几 点 首先 是 由 波 尔 察 诺 (Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano, 1781 一 
1848, 捷克 数学 家 ) 在 1817 年 的 一 篇 论文 中 澄清 的 , 这 篇 论文 有 一 个 很 长 的 标题 : 
《以 下 定理 的 纯 分 析 证 明 ， 即 在 (函数 ) 取 两 个 反 号 值 (的 地 方 ) 之 闻 ， 必 存在 方 
程 至 少 一 个 实 根 了》(Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen je zwey 
Werten, die ein entgegengesetztes Resultat gewahren, wenigstens eine relle Wurzel 
der Gleichung liege, Prague, Ostw，Klass. 153), 它 比 后 来 柯 西 的 工作 走 得 还 远 . 波 
尔 察 诺 是 我 们 这 门 科 学 “算术 化 ”的 鼻祖 之 一 . 他 是 一 个 天 主教 传教 士 和 宗教 哲学 
家 . 我 不 怀疑 , 他 的 数学 研究 的 来 源 是 受到 经 院 哲 学 传统 的 影响 . 此 外 , 在 古 希腊 
数学 家 欧 多 克 萨 斯 (Eudoxus, 公元 前 4 世纪 的 古 希 腊 数学 家 ) 的 工作 中 , 这 个 连续 
性 定理 已 经 完全 清楚 了 ! 如 果 想 到 , 在 1810 年 拉克 和 鲁 所 (Sylvestre Francois Lacroix， 
1765--1843, 法 国 数学 家 , 写 过 一 些 很 有 影响 的 数学 教 本 , 下 面 引用 的 是 其 中 最 著名 
的 ) 还 说 : “我们 不 再 需要 那些 希腊 人 使 自己 伤 透 脑 筋 的 才 管 的 高 峰 了 ”( 见 他 写 的 
《微分 学 与 积分 学 论 》(Traité du Caleul Différentiel et du Calcul Intégral) 第 2 版 ， 
卷 1, 序言 , 11 页 ), 就 会 对 上 面 说 的 不 同年 代 的 数学 风格 如 何不 同 有 一 个 生动 的 印 
象 了 . 

现在 我 要 讲 到 高 斯 在 这 一 方面 最 有 意义 的 主题 , 即 他 在 几何 基础 上 的 工作 . 由 
于 这 个 主题 本 身 的 兴趣 和 范围 之 广阔 , 本 有 多 得 多 的 话 可 讲 , 各 读者 愿 知 其 话 , 请 
参看 Enriques 和 Zacharias 的 专文 { 见 Enz. IIIAB 1 和 AB 9). 

关于 这 一 主题 , 高 斯 什么 文章 也 没有 发 表 过 . 只 是 通过 他 个 人 的 评论 和 信 消 , 人 
们 才 逐 渐 知 道 , 高 斯 在 研究 平行 线 理 论 的 过 程 中 , 遇 到 了 一 种 新 的 类 似 于 悖 论 的 几 
何 学 , 然而 , 人 们 的 这 个 印象 又 时 常 是 大 为 扭曲 了 的 . 但 是 传言 四 处 流行 , 所 以 有 
类 似 思 索 的 人 们 都 围绕 着 高 斯 了 . 在 这 里 , 我 们 遇 到 了 一 个 迄今 已 发 现 的 关于 人 类 
历史 的 最 值得 注意 的 规律 : 看 来 , 新 思想 的 创造 者 并 非 个 人 , 可 以 说 , 是 时 代孕 育 了 
伟大 的 思想 和 伟大 的 问题 , 而 在 时 机 成 熟 的 时 候 , 又 把 它们 赋予 (其实 是 强加 于 ) 当 
时 最 伟大 的 头脑 . 非 欧 几何 这 个 革命 性 的 思想 , 在 儿 千 年 里 都 没有 麻烦 过 人 类 的 心 
智 , 就 是 这 样 突然 出 现 了 , 而 且 几 乎 是 同时 出 现在 几 个 完全 无 关 的 地 方 . 但 是 不 论 
怎样 深入 研究 这 个 领域 的 各 个 发 现 的 历史 , 总 会 看 到 , 高 斯 比 所 有 地 方 的 所 有 人 都 
早 了 好 几 年 . 领先 问题 其 实 不 必 谈 : 因为 高 斯 对 此 一 直 沉 默 不 语 , 是 否 领 先 都 没有 
影响 . 即 令 如 此 , 最 大 的 功劳 仍 应 妇 于 高 斯 . 因为 借助 于 他 的 权威 的 分 量 , 他 是 第 一 
次 使 这 个 在 开始 时 引起 了 很 大 论争 的 心智 的 创造 , 得 到 广泛 注意 , 而 且 最 后 取得 胜 
利 . 

关于 高 斯 的 几何 创造 的 第 一 篇 见于 文字 的 文献 是 Sarotius von Waltershausen 
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在 1856 年 写 的 《纪念 高 斯 》(Gauss zum Gedichtnis) (其 有 关 的 部 分 重印 于 高 斯 《全 
集 》8: 267 页 ). 高 斯 与 舒 马赫 的 通信 , 其 中 有 大 量 关 于 这 个 问题 的 材料 , 也 在 1862 
年 开始 印行 . 但 是 , 高 斯 的 这 一 部 分 工作 的 全 部 广度 和 深度 , 是 通过 Stickel 所 编辑 
的 高 斯 的 遗 著 (于 1900 年 发 表 在 高 斯 《4 全集》 第 8 卷 里 ) 才 第 一 次 说 清楚 了 . 据 此 ， 
他 的 发 展 可 以 大 体 上 概述 如 下 . 

早 自 1792 年 , 高 斯 和 他 的 所 有 同时 代 人 一 样 , 白 忙 了 一 阵 , 企图 从 其 他 公理 
来 证 明 平 行 线 公 理 . 如 他 在 给 老 鲍 耶 依 1799 年 和 1804 年 的 信 ( 见 《 全集》8: 159， 
160 页 ) 中 所 说 ,E71 他 驳斥 了 所 有 别人 寄 给 他 的 “证 明 ”. 看 出 了 所 有 的 论证 的 毛病 
以 后 , 他 就 越 来 越 清 楚 地 看 到 有 正面 地 创造 出 一 种 新 几何 学 的 可 能 . 在 这 样 一 种 新 
几何 学 中 , 他 找 不 到 任何 矛盾 ， 在 他 1808 年 给 舒 马赫 的 信 ( 见 《 全 集 》8: 165 页 ) 
里 , 他 指出 , 从 这 样 的 非 欧 假设 可 以 得 出 , 在 空间 里 有 绝对 的 长 度 单位 存在 .他 烦 
恼 的 是 , 这 样 的 假设 是 否 真 的 合理 .但 是 到 了 1816 年 , 如 他 给 格 尔 林 (Christian 
Ludwig Gerling, 1788 一 1864, 德国 数学 家 , 高 斯 的 学 生 ) 的 信件 2 ( 见 《 全 集 》8: 168 
页 ) 所 示 , 他 的 立场 已 经 更 坚定 了 . 这 一 点 , 在 他 发 表 于 1816 年 的 格 丁 根 《 学 术 通 
讯 》 (Gelehrte Anzeigen ) 的 报告 的 引言 中 , 可 以 看 得 更 清楚 ， 他 在 其 中 谈 到 在 证 明 
平行 线 公理 的 种 种 努力 中 , 都 有 ]“ 不 能 弥补 的 漏洞 ”( 见 《 全集》8: 170, 171 页 )29] . 

高 斯 并 不 是 从 唯 名 论 的 观点 来 看 待 他 的 非 欧 几何 的 , 即 不 认为 它 只 是 一 种 智力 
游戏 . 甚至 下 面 那 种 只 重 实效 (pragmatic) 的 看 法 也 与 高 斯 的 思想 相去 其 远 , 这 种 
看 法 认为 欧 几 里 得 几何 本 身 并 无 绝对 的 真理 性 , 只 不 过 是 一 种 近似 , 而 迄今 利用 它 
所 做 的 所 有 量度 , 甚至 天 文 量度 , 都 使 我 们 满意 . 而 高 斯 的 立 脚 点 宁可 说 是 纯粹 着 
眼 于 经 验 的 . 在 他 看 来 , 空间 在 我 们 之 外 存在 着 , 有 着 目 己 的 性 质 , 值得 我 们 研究 . 
在 “现实 ”中 是 哪 一 种 几何 存在 着 , 从 而 是 正确 的 几何 学 , 需 由 实验 来 确定 . 高 斯 在 
1817 年 对 奥 尔 伯 斯 这 样 表 明 过 ( 见 《 全 集 》8: 177 页 ). 在 此 , 他 只 承认 算术 是 先 验 的 
真理 , 而 把 几何 放 在 和 力学 同样 的 层次 上 , 认为 只 是 一 门 经 验 科 学 . 1818 年 又 有 与 
格 尔 林 的 值得 注意 的 通信 ( 见 《 全 集 》8: 178 页 ). 格 尔 林 给 高 斯 转 去 了 一 个 名 为 施 威 
卡特 (Ferdinand Karl Schweikart, 1780 一 1859) 的 人 的 一 封 短 信 . 此 人 在 1812 一 1816 
年 间 是 哈 尔 科 夫 的 法 学 教授 , 后 来 到 了 马 堡 , 最 后 到 哥 尼 斯 堡 , 他 声称 发 现 了 一 种 
新 的 几何 学 :“ 星 形 几 何 学 ”. 事实 上 , 后 来 高 斯 非常 高 兴 地 证 实 了 , 这 种 几何 学 就 是 
高 斯 的 非 欧 几何 学 . 施 威 卡特 还 得 出 了 在 空间 中 存在 绝对 的 长 度 单位 这 一 惊人 的 结 
ml 前 面 我 们 已 经 介绍 了 鲍 耶 依 父 子 与 高 斯 的 关系 ( 见 25 页 ), 以 下 我 们 就 称 儿子 一 一 非 欧 几 何 
的 具体 发 现 者 一 -为 小 鲍 耶 依 .一 一 中 译本 注 

[23) 请 参看 S，N.、，Burris 所 写 的 《高 斯 与 非 欧 几 何 》(Gaouss and non-Buclidean geometry) 
一 文 ， 其 中 收集 了 大 量 有 关 信 件 的 英 译本 . 此 文 可 在 网 上 看 到 : www.math.uwaterloo.ca/ 
~snburris/htdocs/noneucl.pdf 他 的 网 页 上 还 有 一 些 其 他 有 关 材 料 . 中 译本 注 

[29] 从 原文 看 来 , 所 谓 “ 不 能 弥补 的 漏洞 ” 就 是 指 : 既然 “证 明 ” 平 行 线 公 理 的 种 种 企图 既然 都 失 


败 了 , 就 说 明 欧 氏 几 何 的 基础 应 该 从 根本 上 加 以 考察 . 高 斯 的 这 篇 报告 的 英文 翻 详 可 以 在 脚注 28 
引用 的 网 页 上 看 到 . 正文 的 方 括 号 内 的 文字 , 也 是 中 文本 译 者 据 此 加 的 一 一 中 译本 注 
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论 . 作为 对 此 事 的 说 明 , 他 还 加 上 了 一 个 惊人 的 注解 : 如 果 这 个 长 
度 等 于 地 球 的 半径 , 则 两 个 从 地 心 看 来 成 90? 的 星体 , [其 连 线 一 
一 这 三 个 字 是 中 文 译 者 加 的 ] 将 切 于 地 球 . 很 明显 , 施 威 卡特 想 用 
这 个 注解 来 建议 一 个 方向 , 使 得 各 种 几何 学 的 真理 性 问题 可 以 经 

图 3 验 地 加 以 解决 . 他 还 为 此 作 了 一 个 图 , 很 像 高 斯 在 他 未 发 表 的 工作 
中 的 一 个 图 . 长 度 单位 e 应 为 内 接 于 一 个 圆 内 的 正方 形 的 中 心 到 边 的 牌 线 之 长 , 此 
圆 用 我 们 今天 懂得 了 的 射影 度量 的 语言 来 说 , 就 是 基本 圆 ( 见 儿 3). 

高 斯 对 施 威 卡特 的 思想 极为 嘉许 , 但 是 不 赞成 发 表 . 高 斯 在 这 个 问题 上 一 直 保 
持 沉默 的 原因 是 , 他 对 于 在 公众 里 还 能 否 找到 一 个 人 , 能 够 理解 这 个 似 为 屠 论 的 事 
情 , 深 为 绝望 ， 他 一 再 地 警告 , 要 小 心 那 些 “ 黄 蜂 ": 谁 要 是 表示 了 这 一 类 思想 , 它 
们 就 会 在 他 耳 边 喻 喻 叫 个 不 停 , 他 也 一 再 反对 那些 “ 比 奥 西亚 人 的 叫喊 "Po . 他 在 
1824 年 给 陶 林 努 斯 Ba 的 信 ( 见 《 全 集 》8: 186 页 ) 中 通报 了 他 的 研究 的 许多 细节 ， 
并 且 要 求 最 严格 地 保守 秘密 . 所 以 , 当 他 得 到 一 个 思想 敏锐 的 人 的 理解 时 , 他 就 特 
别 高 兴 , 他 在 1829 年 与 贝 塞 尔 的 通信 ( 见 《 全 集 》8: 200-201 页 ) 就 是 一 个 例子 , 高 


尽管 如 此 , 时 间 流 逝 , 这 些 秘密 终于 不 可 避免 地 被 独立 的 更 年 轻 的 发 现 痢 说 出 
来 了 . 1832 年 , 小 鲍 耶 伊 的 结果 作为 一 个 附录 出 现在 老 鲍 耶 伊 的 书后 9 . 高 斯 在 给 
老 鲍 耶 伊 的 一 封 信 ( 见 《 全集 》8: 220 页 ) 里 对 小 鲍 耶 伊 的 这 项 披露 了 他 的 秘密 的 
工作 极为 赏识 和 惊奇 . 不 幸 的 是 , 小 鲍 耶 伊 是 一 个 性 情 暴 烈 的 人 , 在 当 军 官 时 , 一 再 
闹事 ， 他 不 相信 伟人 的 善意 .高 斯 说 他 早 就 有 这 些 思想 , 独立 于 小 饮 耶 伊 , 而且 早 
得 多 , 这 却 得 罪 了 小 鲍 耶 伊 . 他 完全 怨恨 高 斯 , 甚至 认为 罗 巴 切 夫 斯 基 正 在 发 表 的 
工作 也 是 高 斯 玩弄 的 害 他 的 伎俩 . 罗 巴 切 夫 斯 基 是 俄罗斯 咯 山 地 方 的 议员 , 其 工作 
引起 高 斯 的 注意 是 在 1841 年 左右 , 高 斯 热忱 高 兴 地 得 知 罗 巴 切 夫 斯 基 1829 年 的 
论文 ( 见 《 全集 》8: 232 页 ). 

我 对 《全集 》 第 8 卷 中 的 高 斯 遗 著 的 简短 概述 , 至 此 告 一 终结 . 对 于 有 兴趣 的 
读者 , 那里 的 材料 肯定 值得 一 读 . 在 《全 集 》 最 后 一 卷 中 高 斯 的 科学 传记 这 一 专著 

0 比 奥 西亚 (Boeotia) 是 古 希 腊 雅 典 西 北 的 地 区 . 雅典 人 很 看 不 起 比 奥 西 亚 人 , 认为 他 们 愚 钝 
而 又 固执 . 高 斯 在 这 里 是 指 康 德 哲 学 的 信徒 们 .一 一 中 译本 注 

131 Franz Adolph Taurinus, 1794 一 1874, 他 也 是 从 事 法 学 的 人 , 业余 则 从 事 几 何 学 的 研究 . 他 是 
上 面 提 到 的 施 威 卡特 的 外 和 锡 , 正 是 由 于 田 父 的 影响 , 也 从 事 同 一 问题 的 研究 . 中 译本 注 

i32] 鲍 耶 伊 父子 发 现 非 欧 几何 的 经 过 是 传奇 性 的 . 老 鲍 耶 伊 是 高 斯 的 密友 , 又 因 自 己 的 儿子 的 聪 
蕊 过 人 而 希望 他 能 承 父 业 , 所 以 希望 高 斯 能 收 小 鲍 耶 伊 为 学 生 . 此 事 虽 未 成 功 , 小 鲍 耶 伊 却 在 18 
岁 左右 就 已 热衷 于 平行 线 公理 的 问题 , 而 且 在 年 方 20 时 即 已 有 了 非 欧 几何 的 基本 思想 . 但 是 老 
鲍 耶 伊 深 知 这 个 问题 的 困难 , 所 以 劝 儿 子 放 弃 . 到 1830 年 , 当 小 钝 耶 伊 已 经 完成 了 自己 的 工作 时 ， 
老 鲍 耶 伊 深 知 其 重要 性 , 劝 他 立即 发 表 . 所 以 小 鲍 耶 伊 的 著作 是 以 附录 形式 发 表 在 力 父 所 著 《 为 
有 志 于 学 的 青年 写 的 数学 原理 »》(Tentamen Tuventutem studiosam in elementa Mateseos) 书后 ， 标 
题 是 “绝对 空间 的 研究 ”. 老 鲍 耶 伊 为 此 去 信和 高 斯 , 并 寄 去 了 此 书 . 其 实 高 斯 对 小 鲍 耶 伊 的 天 才 极 
为 称赞 , 但 是 接着 就 是 本 书 正文 讲 的 那些 事情 .一 一 中 译本 注 
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里 , 对 这 些 材 料 给 了 综合 的 处 理 ( 见 《 全集》10, 2: 节 IV Stickel 写 的 “作为 几何 学 
家 的 高 斯 ”). 


我 们 现在 已 经 在 相当 程度 上 详细 讨论 了 高 斯 的 工作 的 浩瀚 的 领域 , 所 以 现在 打 
算 综 合 地 掌握 其 意义 . 他 的 同时 代 人 已 经 感到 了 他 的 天 才 的 突出 , 1855 年 , 在 为 他 
雕刻 的 一 个 圆 形 雕 像 上 汉诺威 国王 曾经 指示 欠 刻 上 数学 家 王子 (原件 用 的 是 拉丁 
文 Mathematicorum princeps) 这 样 的 题词 , 简单 而 又 突出 地 反映 了 了 人们 对 他 的 天 才 
的 认识 . 如 果 他 的 同时 代 人 能 够 有 幸 如 我 们 这 样 一 将 他 未 发 表 的 遗 著 , 他 们 就 会 使 
用 更 加 光辉 的 词语 了 . 

如 果 我 们 问 一 问 自己 , 他 的 智 磋 的 力量 的 独创 性 与 独特 性 究竟 何在 , 答案 必然 
是 : 在 于 他 从 事 人 研究 的 各 个 领域 中 最 大 的 个 人 成 就 , 和 研究 领域 最 广阔 的 多 样 性 的 
结合 ; 在 于 数学 的 创造 , 在 于 进行 数学 研究 时 的 严格 性 , 还 在 于 他 对 于 应 用 的 实用 
感觉 , 直到 细心 的 观察 和 测量 , 而 且 所 有 这 一 切 都 处 于 完全 的 平衡 之 中 ; 最 后 还 在 
于 , 对 自己 的 创造 的 表述 形式 之 完美 . 

如 果 我 们 想 要 在 我 们 这 门 科学 的 历史 里 寻找 有 大 体 相同 高 度 的 英雄 , 则 在 高 斯 
的 前 人 中 只 有 两 人 可 以 认为 得 到 了 大 自然 相同 的 降 福 , 他 们 就 是 : 阿 基 米 德 和 牛顿 . 
而 且 高 斯 和 这 两 位 相同 , 有 少 有 的 长 寿 , 使 得 他 的 个 性 能 够 得 到 充分 的 发 展 . 

但 是 , 仪 只 研究 领域 的 广阔 并 不 足以 构成 伟大 . 我 愿 引 用 一 个 值得 注意 的 例子 : 
拿 高 斯 和 比 他 年 长 25 岁 的 数学 家 勒 让 德 做 一 个 比较 . 好 像 是 受到 一 个 神奇 力量 的 
驱使 , 勒 让 德 和 高 斯 是 在 几乎 完全 相同 的 问题 上 工作 . 但 是 不 管 勒 让 德 的 成 就 如 何 
了 不 起 , 他 在 任何 一 个 问题 上 都 没有 达到 深 处 , 而 高 斯 则 在 所 有 问题 上 都 达到 了 深 
处 . 概述 一 下 这 些 主 题 , 就 可 以 看 到 二 人 的 一 致 之 处 与 差别 之 处 . 


数论 : 勒 让 德 的 教 本 《数论 》(Bssai d’une théorie des nombres) 在 1798 年 问世 ， 
其 中 也 包含 了 二 次 型 理论 . 而 在 1801 年 就 被 高 斯 的 《 算术 研究 》 超 过 了 . 

分 析 : 从 1786 年 起 , 勒 让 德 就 从 事 椭圆 积分  R (z, VE) qz 的 研究 . 他 首 
创 把 这 种 积分 分 为 第 一 、 第 二 和 第 三 类 , 他 也 喜欢 数字 , 也 和 高 斯 类 似 对 于 计算 既 
有 爱好 也 有 本 事 , 他 算出 了 | dz/v f(z) 的 详细 列表 . 但 是 他 没有 掌握 研究 其 反 吨 
数 的 思想 , 这 样 就 错过 了 椭圆 函数 理论 的 关键 . 勒 让 德 也 从 1793 年 起 就 研究 欧 拉 
积分 . 他 算出 了 上 盟 数 T(p) 的 表 , 恰好 相应 于 高 斯 在 1812 年 的 超 几 何 级 数理 论 中 
的 表 . 

几何 学 : 勒 让 德 一 开始 是 打算 写 一 本 严格 的 初等 教材 . 这 就 是 他 1794 年 写 的 
《几何 原理 》 (Eléments de la geométrie), 印行 版 次 不 计 其 数 , 在 数学 教育 史上 起 过 
重要 作用 . 他 也 老 是 研究 平行 线 问 题 , 但 是 一 直到 头 还 在 无 谓 地 想 找 一 个 证 明 . 
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大 地 测量 学 : 1792 年 开始 了 对 从 教 刻 尔 殉 到 巴塞 罗 纳 的 纬度 差 中 的 精确 测量 ， 
勒 让 德 在 理论 上 和 实践 上 都 热心 参加 了 这 件 事 . 对 于 这 一 首次 的 可 靠 测 量 , 他 的 功 
劳 最 大 , 这 件 事 对 于 建立 长 度 单位 “ 米 ” 是 很 重要 的 , 同样 对 于 测量 科学 的 一 般 理论 
的 形成 也 很 重要 . 受到 这 项 工作 的 刺激 , 他 创造 了 球面 三 角 学 的 一 些 重要 公式 . 但 
是 高 斯 从 事 此 项 工作 中 的 最 深刻 的 思想 , 即 关 于 非 欧 几何 学 问题 的 思想 , 却 与 勒 让 
德 无 缘 . 然而 应 该 提 到 , 勒 让 德 对 于 设计 “新 的 度数 ”单位 大 有 关系 , 这 就 是 按 十 
进 制 划分 一 个 角 , 他 为 此 计算 了 详细 的 三 角 函 数 表 , 不 位 的 是 , 它 从 未 皱 成功 地 应 
用 过 . 


天 文学 : 1805 年 , 勒 让 德 研 究 了 椭 球 的 引力 ; 他 发 现 了 并 且 发 表 了 最 小 二 乘法 ， 
又 与 高 斯 的 工作 准确 地 对 应 . 最 后 还 有 


物理 学 : 在 这 方面 , 勒 让 德 没 有 能 与 高 斯 在 地 磁 理 论 研 究 上 相提并论 的 成 就 . 但 
是 也 可 以 把 他 关于 单 变量 球 函 数 的 理论 也 算 作 理论 物理 学 . 这 就 是 勒 让 德 多 项 式 理 
论 , 他 早 在 1785 年 就 有 了 这 个 理论 , 并 把 它 用 于 椭 球 的 引力 问题 . 但 在 这 里 高 斯 也 
以 创造 位 势 理 论 而 超过 了 他 .( 在 此 期 间 , 拉 普 拉 斯 发 现 了 两 变量 的 球 郴 数 .) 

作 这 项 比较 , 并 不 是 为 了 解释 高 斯 的 天 才 之 迹 , 事实 上 它 反而 使 得 这 一 天 才 更 
清楚 地 变 得 不 可 理解 了 . 但 是 , 这 一 比较 在 男 一 方面 还 是 有 启发 的 . 就 是 说 , 数学 
这 门 科学 并 不 是 那么 主观 的 一 门 科学 , 它 的 发 展 , 并 不 那么 归 因 于 偶然 事件 和 创造 
它 的 人 物 的 专断 的 影响 , 而 人 们 通 前 却 是 这 么 说 的 . 宁可 说 , 数学 的 研究 对 象 主要 
地 是 由 时 代 的 特性 给 出 的 , 并 且 是 按照 某 种 内 在 的 逻辑 给 出 的 . 从 我 们 在 高 斯 的 未 
发 表 的 著作 中 找到 的 那些 新 发 现 的 命运 , 也 可 以 证 实 这 个 观点 . 几乎 所 有 这 些 发 现 ， 
最 后 都 或 壕 或 早 地 被 别人 独立 地 再 发 现 了 ， 如 果 在 我 们 今天 仍然 未 能 读 懂 的 高 斯 
的 笔记 中 还 会 有 新 的 发 现 , 我 们 坚信 , 我 们 科学 的 发 展 必 定 会 再 次 发 现 它 们 , 可 能 
是 在 其 他 地 方 , 而 这 些 再 次 的 发 现 会 让 我 们 明白 , 高 期 的 提示 究竟 是 什么 意思 . 天 
才 人 物 的 作用 似乎 是 , 他 们 能 够 感觉 到 自己 的 科学 的 自然 的 延续 , 比 同时 代 的 人 自 
和 党 得 要 早 得 多 , 这 样 带 来 决定 性 的 转折 ,和 越 来 越 多 的 在 全 新 精神 下 的 产物 . 天 才 
人 物 是 历史 时 期 的 分 划 点 : 他 是 以 他 为 结束 的 过 去 时 期 的 最 高 点 , 他 又 是 新 时 期 的 
基础 , 而 他 的 最 后 的 光辉 将 要 透 入 新 时 期 中 ,， 比 时 代 可 能 具有 的 自觉 性 还 要 更 加 透 
彻 , 更 加 有 效 . 请 允许 我 作 一 个 比喻 : 对 于 我 , 高 斯 好 比 是 从 北边 看 巴伐利亚 群 山 所 
见 的 最 高 峰 . 小 山峰 从 东 癌 西 逐渐 上 升 , 汇聚 成 巨大 的 痢 峨 高 山 , 再 陡然 下 降 成 为 
平地 的 新 风景 , 山上 流下 的 景 水 流 涪 千 里 , 带 来 了 新 生命 . 


33] 原 书 作 “ 度 数 差 ”, 其 实 应 为 “纬度 差 ” 因为 敦 刻 尔 克 (Dunkirk, 法 国 西北 部 一 个 城市 ) 与 巴 
塞 罗 纳 (Barcelona, 西班牙 地 中 海边 的 一 个 城市 ) 都 位 于 东经 2° 稍 偏 东 处 , 可 以 说 是 在 同一 子 
午 线 上 (通常 书 上 说 的 过 巴黎 的 子午 线 就 是 这 一 条 ), 所 以 只 有 纬度 差 才 很 显著 . 而 且 测 量 纬 度 差 
正 是 为 了 确定 子午 线 的 长 度 , 从 而 定 出 1 米 究竟 有 多 长 一 一 中 译本 注 
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我 现在 要 离开 高 斯 了 , 但 我 在 本 书 开始 时 就 提 到 , 如 此 包罗 万 象 的 天 才 也 不 得 
不 屈从 的 局 限 性 . 这 个 局 限 性 就 在 于 我 们 已 经 给 他 的 定位 : 18 世纪 的 类 型 . 高 斯 恰 
好 缺少 我 们 在 下 一 章 就 要 讲 到 的 那些 品质 : 对 人 数 众 多 的 听众 的 教学 活动 的 增加 ， 
领先 地 位 的 学 府 的 建立 , 与 来 自 各 国 的 学 者 们 的 生动 的 交流 一 一 所 有 这 些 标 志 了 新 
的 研究 的 类 型 . 最 后 , 他 没有 觉察 到 那些 马上 就 会 被 认识 的 新 的 科学 主题 , 例如 射 
影 几 何 学 . 这 些 就 是 我 们 现在 就 要 讲 到 的 数学 圈子 所 关注 的 中 心 . 


19 世纪 前 几 十 年 的 法 国 和 
多 科 性 工业 学 校 


为 了 使 下 面 的 叙述 更 清楚 , 我 必须 先 谈 一 下 巴黎 的 多 科 性 工业 学 校 (以 下 简称 
高 工 或 巴黎 高 工 ) 的 性 质 和 组 织 . 我 将 集中 注意 其 基本 结构 , 而 不 考虑 目 其 成 立 以 
来 的 个 别 变化 . 

人 们 时 常 把 高 工 想 象 为 我 们 德国 的 工科 高 校 (technische Hochschule) (以 下 在 
不 会 有 误会 时 , 也 简称 为 高 工 ) 的 类 似 物 或 者 原型 . 虽然 不 能 否定 巴黎 高 工 对 于 我 
们 德国 的 学 校 确 有 显著 的 影响 , 但 是 在 这 两 种 学 校 制 度 之 间 画 一 个 简单 的 等 号 , 其 
正确 性 却 很 有 限 . 特别 是 , 在 法 国学 校 中 起 了 重要 作用 的 军事 侧面 , 在 我 们 这 里 却 
完全 不 重要 . 我 要 在 对 我 们 有 兴趣 的 领域 中 , 把 法 国教 育 的 架构 展示 出 来 . 

在 法 国 , 在 “中 级 学 校 ” 里 提供 基本 的 教育 , 直到 相当 于 德国 的 Unterprimal 为 
止 . 对 于 那些 特别 选 出 的 学 生 , 就 再 多 开 一 门 “特殊 数学 ”(mathématiques spéciales) 
课程 . 这 是 一 门 特别 强化 的 数学 课 一 一 周 学 时 高 达 16 学 时 一 -要 求 彻 底 研究 初等 
解析 几何 和 力学 , 近来 还 加 上 微 积分 , 并 且 通 过 许多 练习 以 求 巩固 地 和 掌握. 我 们 德 
国 没有 什么 可 以 与 此 相 比 . 然后 就 是 严格 的 人 学 考试 , 并 且 按 照 一 种 纯粹 的 统计 程 
序 , 从 一 大 批 考生 中 录取 150 人 进入 高 工 . 考试 的 总 分 是 2000 分 ; 最 高 纪录 是 阿达 
马 (Jacques Salomon Hadamard, 1865 一 1963, 法 国 数学 家 ) 于 1884 年 得 到 的 1875 
分 日 

高 工 是 两 年 制 学 校 , 是 进入 高 水 平 的 国家 技术 性 机 构 的 唯一 入 口 . 那些 想 做 工 
程 师 的 人 还 需要 在 某 一 类 工程 学 校 里 再 学 两 年 , 这些 工程 学 校 中 我 可 以 举 出 路 桥 
学 校 (Ecole des Pont et Chaussées)， 矿 业 学 校 (Ecole des Mines), 军事 性 质 的 工 


0 德国 的 中 学 水 平 最 高 的 称 为 Gymnasium (前 章 介 绍 过 ), 它 是 9 年 制 的 . 其 第 8 年 称 为 Un- 
terprima, 而 第 9 年 称 为 Oberprima. 所 以 Unterprima 是 毕业 前 一 年 . 一 ”中 译本 注 

5 1884 年 阿达 马 同 时 以 第 一 名 考取 了 高 工 和 另 一 所 同样 威望 极 高 的 巴黎 高 师 . 但 是 他 选择 进 
了 高 师 . 一 一 中 译本 注 
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兵 学 校 (Bcole de Genie), 还 有 炮兵 学 校 (Ecole d'Artillerie). 以 上 是 按照 它们 的 地 
位 和 威信 排列 的 . 对 于 高 工 的 毕业 生 , 也 不 是 谁 都 可 以 进入 这 些 学 校 的 , 要 依 学 生 
所 得 文凭 的 质量 而 定 . 所 以 , 所 有 这 些 高 等 学 校对 顶尖 的 高 工 毕 业 生 都 是 大 门 敞开 
的 , 而 学 得 不 太 好 的 学 生 就 只 能 到 例如 最 后 两 所 学 校 去 . 除了 高 工 毕 业 生 ( 常 称 为 
高 工人 (Polytechniciens)) 以 外 , 许多 目 费 的 工程 学 生 可 以 进 4 年 制 的 工科 学 校 . 对 
于 这 些 学 校 的 学 生 , 政府 职务 的 大 门 是 紧 闭 的 , 他 们 也 得 不 到 高 工人 所 享有 的 尊敬 
与 威望 , 后 者 被 认为 是 已 经 领取 薪水 的 政府 公职 人 员 . 这 些 学 生还 在 高 工 念书 的 时 
候 , 就 已 经 被 看 做 高 级 公职 的 候选 人 , 虽然 不 直接 领取 薪水 , 却 有 奖学金 发 给 个 人 . 
高 工 的 严格 的 军事 体制 是 由 战争 和 国家 利益 的 需要 制定 的 一 一 学 生 都 要 穿 制服 是 
它 的 特殊 地 位 的 另 一 个 外 观 上 的 标志 . 就 其 社会 地 位 , 就 其 预备 训练 的 组 织 , 以 及 
政府 对 它 的 影响 而 言 , 在 德国 , 最 接近 高 工 的 对 应 物 大 概 就 是 我 们 的 法 律 行业 了 . 


这 个 学 校 的 特殊 的 , 又 是 我 们 德国 人 感到 生 下 的 性 质 , 只 能 从 它 的 历史 发 展 来 
掌握 . 雅 可 比 1835 年 在 哥 尼 斯 堡 的 物理 -经 济 协会 上 作 的 关于 高 工 的 一 次 讲演 ( 见 
《 雅 可 比 全 集 》 第 7 卷 55 页 ), 对 这 一 点 有 精彩 的 论述 . 


这 个 学 校 创立 在 法 国 大 革命 最 困难 的 时 期 , 当时 所 有 的 教育 机 构 瓦 解 , 大 批 精 
力 充沛 的 接受 过 军训 的 青年 人 丧生 , 迫切 需要 在 这 方面 扩充 . 这 就 导致 学 校 的 军事 
风格 以 及 与 国家 需要 的 紧密 关联 . 容易 理解 , 这 些 事情 必定 对 学 校 的 教学 系统 和 精 
神 , 留 下 巨大 而 且 持 久 的 影响 . 学 校 的 存在 , 先是 为 革命 训练 军官 , 后 来 则 为 拿破仑 
训练 军官 。 只 有 强调 这 样 一 个 目的 , 而 且 以 强烈 的 共和 爱国 主义 为 基础 (这 种 爱国 
主义 在 理论 上 甚至 不 承认 才能 优先 ), 这 个 学 校 才 有 可 能 于 1794 年 获得 批准 成 立 . 
正 是 它 的 军事 取向 才 使 它 能 够 生存 下 来 , 能 够 经 历 政 府 系统 更 迭 的 各 次 风暴 . 那 时 ， 
钱 不 值钱 , 发 一 点 津贴 只 是 物质 困难 时 代 的 一 种 仁慈 照顾 . 巨大 的 战争 需求 吞噬 了 
教师 和 学 生 两 方面 的 资源 , 时 有 紧急 的 考试 , 缩短 了 教学 时 间 等 等 (直到 最 后 由 拿 
破 仑 下 令 暂 停办 学 , 但 又 同时 指示 : 不 要 杀 掉 会 生 金 蛋 的 鸡 ), 但 是 高 工 的 规模 和 重 
要 性 仍然 在 缓慢 地 增长 , 并 且 发 展 成 为 19 世纪 最 重要 的 智力 因素 之 一 . 


如 条 想 要 找 出 创造 了 这 个 巨大 工程 的 人 , 就 得 数 几 何 学 家 和 行政 管理 者 蒙 日 
(Gaspard Monge, 1746 一 1818, 法 国 数 学 家 ) 了 , 他 终生 都 是 这 个 伟大 工程 的 真正 动 
力 . 甚至 在 他 的 巴黎 时 期 以 前 , 他 就 已 经 在 梅 济 耶 尔 (Mezieres, 法 国 东北 部 阿 登 省 
省 会 ) 的 军事 学 院 开 设 了 一 门 中 规 中 怎 的 画 法 几何 课程 , 也 正 是 他 , 为 广大 的 热心 
听众 带 来 了 发 展 面向 现实 的 现代 几何 的 动力 .他 的 科学 活动 的 影响 远 远 超出 了 他 
的 学 校 和 国界 , 而 且 为 即将 在 德国 兴起 的 几何 学 的 发 展 提供 了 推动 力 . 甚至 我 , 通 
过 我 的 老师 普 吕 克也 受到 蒙 日 的 传统 的 影响 . 但 是 蒙 日 对 于 行政 和 组 织 工 作 的 兴 
趣 , 可 以 和 他 的 科学 研究 和 教学 活动 媲美 . 他 多 次 受命 担任 重要 的 政府 职位 ; 甚至 
在 拿破仑 时 期 他 仍然 坚持 公众 活动 , 因为 他 深 得 拿破仑 的 信任 . 有 一 段 时 间 他 担任 
过 海军 部 长 , 他 还 参加 过 远征 埃及 ; 他 开始 了 广泛 的 火药 制造 . 我 们 看 到 , 那 时 数学 
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家 和 工程 师 都 是 最 行 时 的 人 , 可 能 只 有 我 们 时 代 的 律师 可 比 . 

这 个 学 校 既 然 受 到 这 样 一 个 人 的 决定 性 的 影响 , 其 特性 必然 是 基本 上 倾向 于 
实际 生活 . 这 也 表现 在 教学 的 组 织 上 , 其 目标 是 最 大 限度 地 发 挥 智力 , 以 及 最 明显 
的 技术 成 就 . 这 与 18 世纪 心目 中 人 格 的 多 方面 协调 发 展 的 理想 是 多 么 强烈 的 对 比 ! 
调动 了 一 切 手段 一 一 包括 严格 管理 , 对 雄心 壮志 的 激励 , 对 光辉 的 未 来 生活 的 展 
望 等 等 一 一 来 把 学 生 的 能 力 发 展 到 极点 . 知识 被 硬 灌 人 他 们 的 头脑 , 直到 他 们 对 
这 些 材 料 有 真正 的 和 掌握. 为 此 目的 , 除了 教授 以 外 还 有 辅导 教员 (répétiteur) 来 质 
询 学 生 和 为 学 生 答 疑 . 最 后 还 有 主考 人 (ezaminateur) 来 确定 学 生 的 成 绩 , 而 这 还 
要 通过 极为 严格 的 、 全 面 的 、 每 个 候选 人 都 得 参加 的 最 后 的 考试 . 甚至 泊 松 这 样 的 
学 生 , 在 学 年 之 末 , 还 要 花 四 个 星期 每 天 9 小 时 来 应 付 这 种 考试 . 


教学 是 按照 系统 的 、 要 求 极 严 的 教学 计划 来 组 织 的 . 在 19 世纪 的 前 几 十 年 里 ， 
使 我 们 感 兴趣 的 是 , 数学 放 在 最 显著 的 地 位 , 其 内 容 包 括 
纯粹 分 析 108 次 讲课 (每 次 两 节 课 , 共 1.5 小 时 ) 
分 析 在 几何 上 的 应 用 17 次 讲课 (每 次 两 节 课 , 共 1.5 小 时 ) 
画 法 几何 153 次 讲课 (每 次 两 节 课 , 共 1.5 小 时 ) 
算术 175 次 讲课 (每 次 两 节 课 , 共 1.5 小 时 ) 
力学 94 次 讲课 (每 次 两 节 课 , 共 1.5 小 时 ) 
总 计 547 次 讲课 (每 次 两 节 课 , 共 1.5 小 时 ) 


按 德 国 的 学 期 计算 , 这 就 相当 于 连 着 上 5 门 4 学 时 的 课程 . 再 加 上 不 断 进行 的 辅导 
诬 . 至 此 我 们 就 会 对 于 高 工人 的 课程 负担 有 一 个 印象 了 . 

因为 聘请 了 第 一 流 的 数学 家 担任 这 个 惊人 的 “作坊 ”(workshop) 的 教授 , 学 校 
的 成 就 很 快 上 升 到 非常 的 高 度 , 也 就 不 足 为 奇 了 . 这 部 分 地 也 是 由 于 青年 人 的 热情 ， 
他 们 在 教室 里 、 在 作业 室 和 实验 室 里 , 受到 能 启发 人 的 重要 的 教师 的 人 格 的 影响 . 
这 个 学 校 在 外 的 名 声 还 因为 一 条 规则 而 增加 , 这 规则 就 是 , 讲义 必须 公开 发 行 . 在 
19 世纪 初 , 大 多 数 领先 的 教科 书 都 来 自 高 工 的 教学 活动 , 我 们 德国 现在 用 的 教 本 全 
部 来 源 于 此 ( 见 Klein-Schimmack,《 中 学 数学 教学 》(Der mathematische Unterricht 
in den hoheren Schulen), 176 页 以 下 ). 

这 样 一 种 高 强度 的 活动 不 能 不 对 我 们 这 门 科学 留 下 影响 . 事实 上 , 在 19 世纪 
前 几 十 年 , 法 国 在 数学 、 物 理学 和 化 学 上 的 几乎 所 有 成 就 都 来 自 高 工 ， 由 于 这 个 学 
校 的 特性 , 首先 繁荣 起 来 的 是 应 用 数学 . 我 将 按 以 下 顺序 来 讨论 这 个 伟大 的 成 长 的 
结果 : 

1. 力学 和 数学 物理 . 

2. 几何 . 

3. 分 析 和 代数 . 
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力学 和 数学 物理 


我 们 所 考虑 的 时 代表 现 了 那个 伟大 的 天 文学 时 代 ( 即 18 世纪 ) 的 效应 , 这 种 效 
应 在 拉 格 朗 日 和 拉 普 拉 斯 的 著作 中 有 最 为 经 典 的 表述 ， 拉 普 拉 斯 把 物理 的 物体 看 
做 分 子 的 集合 , 并 应 用 天 文学 的 方法 . 这 个 尝试 所 取得 的 第 一 批 成 就 , 例如 在 毛细 
现象 理论 中 , 有 着 显著 的 影响 . 当然 , 后 来 就 有 欧 拉 和 拉 格 朗 日 对 物理 事件 作 “ 唯 象 
解释 ”产生 的 影响 . 加 之 , 物理 学 也 按照 库仑 (Charles-Augustin de Coulomb, 1736 一 
1806, 法 国 物理 学 家 ) 的 传统 , 对 于 定性 地 已 知 的 现象 , 完全 走向 作 定量 的 解释 . 我 
们 已 经 讨论 过 如 何 决定 长 度 单位 “ 米 ” 类 似 地 , 对 于 确定 其 他 度量 单位 (例如 秒 押 
的 长 度 等 等 ) 物理 学 也 有 极 大 的 兴趣 . 

突然 地 , 在 新 世纪 的 前 几 十 年 , 又 迎 来 了 新 发 现 接 吧 而 至 的 时 期 . 这 个 时 期 是 从 
光学 开始 的 . 继 1808 年 马 吕 斯 (Etienne-Louis Malus, 1775 一 1812, 法 国 物 理学 家 ) 
发 现 光 的 仿 振 以 后 , 菲 涅 耳 (Augustin-Jean Fresnel, 1788 一 1827， 法 国 物理 学 家 , 详 
见 Enz. 21 卷 中 Wangerin 的 文章 ) 的 天 才 也 开始 田 露 头角 . 他 发 现 了 光波 是 横 波 ， 
并 认为 光 在 其 内 传播 的 介质 是 一 种 拟 似 于 电 的 以 太 . 他 观察 到 并 且 解 释 了 光 在 双 
轴 晶 体内 的 传播 , 石英 中 的 圆 偏振 以 及 像 差 现象 ; 他 还 发 展 了 详细 的 反射 公 云 . 随 
着 奥 斯 特 的 发 现 , 开始 了 电磁 理论 和 电动 力学 的 途 勒 发 展 , 这 一 点 我 已 在 前 面 ( 见 
第 一 章 第 16 页 ) 讨论 过 了 . 在 安培 1826 年 发 表 于 巴黎 的 工作 “ 仅 由 经 验 导 出 的 电 
动力 学 现象 理论 ”(Théorie des phénomenes électrodynamiques uniquement déduite 
de Vezpérience) 中 , 杨 (Thomas Young, 1773 一 1829, 类 国 物 理学 家 ) 的 理论 得 到 了 
经 典 的 陈述 . 如 果 读 者 发 现 , 安培 所 摘 述 的 实验 他 自己 其 实 一 个 也 没有 做 过 , 他 一 
定 会 为 这 篇 文章 的 标题 而 大 吃 一 惊 . 对 于 安培 说 来 , “实验 ”其 实 只 有 纯粹 方法 论 的 
价值 , 所 以 只 要 在 自己 脑子 里 做 过 也 就 行 了 . 关于 这 个 问题 请 读者 参考 Enz. 卷 12 
中 Reif 和 Sommerfeld 的 文章 . 

这 些 物理 发 现 对 于 数学 的 产 出 给 出 了 很 强 的 刺激 , 新 概念 新 理论 所 生成 的 令 人 
迷惑 的 迷宫 , 迫切 需要 数学 家 的 手 来 加 以 整顿 . 在 这 种 情况 下 , 这 些 人 就 转 到 了 我 
们 现在 要 讨论 的 这 些 领域 的 工作 . 久 


需要 提 到 并 且 加 以 刻画 的 有 三 位 数学 家 ， 从 历史 上 说 , 他 们 是 在 一 起 出 现 的 ， 
然而 又 几乎 是 不 停 地 互相 争吵 . 他 们 就 是 泊 松 , 健 里 叶 和 柯 西 . 

泊 松 是 高 工人 的 典型 代表 . 他 在 高 工 依 次 做 学 生 , 辅导 教员 , 教授 和 主考 人 . 作 
为 这 个 机 构 的 教员 , 他 创立 了 正规 的 力学 课程 , 为 了 教 这 门 课程 , 他 写 出 了 至 今 仍 
有 影响 的 教 本 《力学 论著 》 (Traité de Mécanique, 共 2 着 ， 第 1 版 , 1811). 他 在 狭 


3 在 Arago 的 《4 全集 》( 德 文 版 由 Hankel 编辑 , 1854 年 出 版 于 菜 比 锡 ) 中 , 特别 是 第 1, 2 两 
卷 ,可 以 找到 现代 的 文献 . 
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义 的 力学 中 的 研究 受到 了 拉 格 朗 日 和 拉 普 拉 斯 思想 的 影响 , 而 他 发 展 与 拓 广 了 他 们 
的 思想 . 他 研究 了 一 些 特殊 问题 (例如 平面 上 陀螺 的 运动 ), 但 主要 是 研究 了 方法 论 
的 一 般 问题 . 由 拉 格 朗 日 的 速度 坐标 4; 到 动量 坐标 p; = 67/66i 这 一 重要 的 转变 
主要 应 归功 于 他 , 由 于 这 个 转变 , 力学 里 的 所 有 关系 式 都 得 到 了 更 利于 研究 的 形状 . 
他 还 修订 了 老 的 数学 物理 : 毛细 现象 , 板 的 届 曲 , 静电 学 , 静 人 磁 学 , 热传导 . 许多 东 
西 都 加 上 了 他 的 名 字 , 仅 由 这 一 点 就 可 以 看 到 泊 松 的 活动 的 多 样 性 和 富有 成 采 : 力 
学 中 的 泊 松 括号 , 弹性 理论 中 的 泊 松 常数 , 位 势 理论 中 的 泊 松 积分 , 最 后 还 有 三 为 
人 知 、 大 家 都 在 用 的 泊 松 方程 AY = -4rp, 这 个 方程 适用 于 吸引 的 物体 内 部 , 而 在 
其 外 部 , 则 有 拉 普 拉 斯 方程 AY = 0. 泊 松 写 了 300 篇 以 上 的 论文 , 但 是 由 于 他 行 
文 嘿 呈 , 他 的 文章 不 很 好 读 . 在 理论 问题 上 , 他 是 拉 普 拉 斯 意义 下 的 原子 论 的 正统 
的 追随 者 , 他 其 至 走 得 那么 远 , 把 物理 学 中 的 导数 记号 和 积分 记号 都 看 成 是 差 与 和 
的 记号 的 速写 . 

傅 里 叶 (Jean Baptiste Joseph Fourier, 1768- 一 1830, 法 国 数学 家 ) 在 高 工 里 面 
也 其 活跃 , 但 是 只 在 1796 一 1798 年 间 . 在 后 来 多 事 的 年 代 里 他 (和 蒙 日 一 样 ) 随 
拿破仑 远征 埃及 , 然后 于 1802 年 成 了 伊 泽 尔 省 (Department of Isere) 的 行政 首脑 
(prefect), 驻 在 省 会 格 勒 诺 布尔 (Grenoble)，1817 年 他 再 次 回 到 巴黎 , 度 着 学 术 生 
活 , 在 他 身边 聚集 了 一 个 由 志向 高 远 而 又 才能 出 众 的 人 组 成 的 小 圈子 , 狄 利 殉 和 雷 也 
曾 在 这 个 圈子 里 呆 过 . 傅 里 时 的 成 就 主要 是 他 的 经 典 的 形式 完美 的 著作 《 热 的 解析 
理论 》(Thélorie analytigue de chaleur, 开始 写作 于 1807 一 1811; 第 一 版 , 1822 年 问 
志 )， 这 本 书 在 各 种 不 同 的 边 值 条 件 下 人 处理 热传导 问题 , 从 纯 理 论 的 研究 到 具体 的 
数值 处 理 ; 它 的 理论 基础 接近 于 纯粹 唯 象 的 立场 . 这 一 著作 的 特点 是 系统 地 使 用 三 
角 级 数 和 三 角 积分 , 而 后 来 为 了 纪念 他 , 他 的 学 生 们 就 把 这 些 级 数 和 积分 称 为 “ 傅 
里 叶 级 数 和 傅 里 叶 积分 ”, 这 个 名 词 沿 用 至 今 . 

在 进一步 深入 到 傅 里 叶 的 著作 的 内 容 以 前 , 我 愿 先 说 一 下 他 对 我 们 这 门 科学 的 
态度 . 这 本 书 绪论 的 第 一 句 就 说: “初始 的 原因 对 于 我 们 是 完全 不 知道 的 , 但 是 这 
些 原 因 服 从 简单 而 恒定 的 规律 , 可 以 通过 观察 来 认识 它们 , 而 自然 哲学 的 目标 就 是 
研究 它们 .” 

这 正 是 刻画 了 健 里 叶 研 究 大 目 然 的 纯粹 唯 象 的 途径 ， 对 于 这 个 作为 卓然 哲学 
的 目标 的 研究 , 他 使 用 的 工具 是 数学 , 其 实 是 数学 中 他 作 了 本 质 推进 的 那 一 部 分 , 即 
微分 方程 及 其 积分 的 理论 . 他 认为 这 是 一 个 无 法 绕 过 的 工具 , 但 是 当 它 已 锌 推进 到 
数值 结果 时 , 也 只 是 服务 于 真正 目标 的 工具 :“ 由 此 导出 的 方法 在 解答 中 不 会 留 下 任 
何 含 混和 不 定 ; 这 个 方法 把 这 些 解 答 推进 为 最 终 的 数值 应 用 , 而 没有 这 种 推进 , 这 
些 解答 也 就 只 是 无 用 的 变换 而 已 .”( 见 《 热 的 解析 理论 》 绪 论 .) 

他 断言 , 所 有 的 自然 现象 都 可 以 从 数学 上 来 理解 , 它们 之 间 的 关系 可 以 借助 于 
这 门 科 学 加 以 澄清 , 使 人 完全 满意 . “从 这 个 观点 来 看 , 数学 分 析 和 大 目 然 本 里 同 
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样 宽 广 .….…… 它 的 主要 优点 在 于 其 清晰 性 , 它 决 不 会 表达 含混 的 概念 .” 和 他 的 这 
个 想法 相应 , 这 本 书 就 表述 而 言 , 也 是 清晰 性 和 形式 完美 的 杰作 . 

这 本 书 的 主题 是 建立 热传导 的 微分 方程 
Ov O22v O22 O02vw 
并 在 各 种 特殊 的 边 值 条 件 下 对 它 积分 : 这 些 边 值 条 件 可 以 是 在 边界 上 给 定 v 或 
Bv/Bn, 或 (1/v)(9v/9n). 积分 是 这 样 进 行 的 : 找 出 适当 的 特 解 使 其 和 表示 一 般 解 ; 
这 样 就 总 是 使 用 级 数 展开 的 方法 . 作为 这 项 工作 的 副产品 , 他 得 到 了 任意 已 给 的 边 
值 的 级 数 表 示 , 而 这 件 事 本 身 就 有 很 大 的 函数 理论 意义 . 大 家 知道 , 一 般 的 三 角 级 
数 


CO 


f(x) = >》 (an COSNT 十 pn sin nz) 
0 


就 叫做 傅 里 叶 级 数 , 虽然 在 傅 里 时 之 前 就 已 经 知道 这 种 级 数 , 而 且 用 得 很 多 . 傅 里 
叶 还 超越 了 这 一 点 , 在 问题 需要 时 , 还 用 到 更 复杂 的 级 数 , 例如 


f(x) = > (ax cos AZ 十 ba sin AZ) ， 


其 中 入 要 由 一 个 复杂 的 超越 条 件 例 如 tan Xr = ae {a 为 一 个 正 数 ) 来 决定 , 这 时 ， 
有 无 穷 多 个 入 适合 这 一 条 件 ( 见 Enz. II A 12, No. 43). 也 出 现 了 用 贝 塞 尔 函 数 的 
展开 式 . 最 后 , 还 出 现 了 以 下 积分 的 展开 式 , 而 这 种 积分 就 叫做 傅 里 叶 积 分 : 


f(x) = / (a(k) cos KZ + b(k) Sin KZ) dn. 


它 是 当 区 介 趋 向 无 穷 时 傅 里 叶 级 数 的 极限 . 

使 用 了 所 有 这 些 手段 , 传 里 叶 就 能 够 表示 许多 新 的 函数 , 和 以 前 得 到 的 也 数 相 
比较 , 这 些 陋 数 看 上 去 形状 颇 有 些 随心 所 欲 . 健 里 叶 未 能 证 明 他 的 方法 有 这 么 大 的 
表示 能 力 , 但 是 他 做 出 了 一 个 自信 的 断言 , 即 用 这 些 方 法 可 以 表示 所 谓 “ 绝 对 任意 
的 函数 , 他 所 谓 的 绝对 任意 的 函数 是 指 可 以 用 任意 几 ' 块 ' 通常 的 函数 拼 竣 而 成 的 ” 
限 数 . 他 举 了 许多 例子 来 文 持 他 的 断言 . 

由 传 里 叶 带 给 数学 物理 和 纯粹 数学 的 各 个 部 分 的 刺激 , 至 今 仍 可 强烈 地 感受 
到 一 一 合 如 庞 加 莱 用 物体 的 本 征 振动 来 解释 声学 现象 . 其 实 傅 里 叶 的 创造 的 真正 的 
动力 在 于 它 有 用 , 能 够 用 于 解决 大 自然 提出 的 伟大 的 实际 问题 , 但 后 来 , 无 休 无 止 
地 改进 这 种 数学 工具 的 纯粹 抽象 的 函数 论 的 兴趣 占 了 上 风 . 如 果 人 允许 我 作 一 个 比 
喻 , 我 就 要 说 : 今天 的 数学 好 比 一 个 和 平时 代 的 武 硕 商店. 橱窗 里 摆 满 了 精巧 的 、 美 
丽 的 、 设 计 得 令 人 愉快 的 展品 , 使 众多 艺术 鉴 筑 家 为 之 入 迷 . 但 是 这 些 东西 的 真正 
起 源 和 目的 ,就 是 攻击 敌人 , 打败 他 们 , 却 被 推 向 意识 的 深 深 的 背景 中 ,其 至 被 路 


不 了 . 
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我 要 就 此 结束 关于 传 里 时 的 评述 , 而 转 到 另 一 个 人 , 这 个 人 在 数学 的 所 有 领域 
中 的 所 有 的 光辉 成 就 , 使 他 的 地 位 可 能 排列 得 仅 次 于 高 斯 , 此 人 就 是 柯 西 (Augustin- 
Louis Cauchy, 1789 一 1857, 法 国 数学 家 ). 因为 我 们 在 此 仅 限 于 力学 和 数学 物理 , 这 
样 做 看 起 来 对 他 颇 不 公正 , 但 是 在 讨论 纯粹 分 析 时 , 我 们 还 要 详细 研究 他 的 工作 . 

柯 西 时 代 的 重大 历史 事件 , 对 他 的 一 生产 生 了 重要 的 影响 ; 详情 可 以 在 C. A. 
Valson 为 柯 西 写 的 传记 《 柯 西 男 巍 的 生平 与 著作 》(La vie et les travauz du baron 
Cauchy，Paris,，1868) 里 找到 ， 他 于 1789 年 生 于 巴黎 , 在 强烈 的 教会 传统 的 影响 
下 度 过 了 自己 的 青年 年 代 , 他 终生 忠于 这 个 传统 . 在 毕业 于 高 工 以 后 , 柯 西 在 瑟 堡 
(Cherbourg, 法 国 诺曼底 半岛 的 海港 城市 ) 任 “桥梁 道路 工程 师 " (Ingenieur des ponts 
et chaussées); 1813 年 回 到 巴黎 . 从 1816 年 起 他 是 巴黎 科学 院 院 士 和 高 工 的 教授 ， 
直到 1830 年 的 七 月 革命 后 柯 西 因 为 他 的 教会 一 一 保皇 党 政见 而 随同 波 劳 王朝 出 逃 
流亡 .在 流亡 期 间 , 他 有 了 时 担任 波尔多 公 可 的 辅导 教员 , 主要 是 在 都 灵 和 布拉格 . 
1838 年 他 回 到 巴黎 , 但 是 因为 他 拒绝 宣 哲 效忠 新 政权 , 他 只 能 满足 于 在 一 个 耶稣 会 
的 学 院 里 任教 . 1848 年 革命 后 , 他 得 以 任教 于 巴黎 大 学 ( 即 索 邦 (Sorbonne) 这 是 
一 个 地 名 , 巴黎 大 学 校舍 就 在 索 邦 ), 虽然 他 仍 未 宣 暂 效忠 ; 在 1852 年 拿破仑 三 世 
政变 以 后 , 他 在 这 里 常 受 骚扰 . 柯 西 死 于 1857 年 . 

在 柯 西 身上 我 们 看 到 一 个 在 政见 上 直言 无 隐 的 人 ， 所 以 我 愿 就 此 提出 一 个 问 
题 : 倾向 于 数学 思考 , 与 对 于 一 般 生活 问题 ( 即 政 治 , 社会 和 宗教 问题 ) 的 确定 的 见 
解 , 是 否 有 任何 一 般 的 关系 . 有 这 个 问题 现在 更 加 有 道理 了 , 因为 一 般 人 多 持 有 一 
种 见解 , 即 数学 家 和 科学 家 (在 此 问题 上 ,我 愿 把 科学 家 也 考虑 在 内 ) 总 是 持 有 目 由 
的 甚至 激进 的 观点 , 而 这 是 来 自 他 们 的 无 偏见 的 合 逻 辑 的 思维 模式 . 但 是 , 稍稍 审 
视 一 下 历史 , 就 会 向 我 们 表明 , 这 种 观点 完全 不 符合 事实 : 在 所 有 的 阵营 里 都 可 以 
找到 我 们 这 门 科学 的 出 色 的 代表 . 

18 世纪 的 启蒙 时 期 和 随 之 而 来 的 革命 时 期 也 产生 了 我 们 这 门 科 学 的 有 激进 
倾向 的 人 物 , 现在 普遍 流行 的 误解 可 能 就 是 从 这 个 时 期 产生 的 . 百科 全 书 派 的 领 
导 人 物 之 一 的 达 庆 贝尔 是 当时 很 时 兴 的 反对 现存 秩序 这 一 方面 的 坚决 代表 者 ， 和 过 
日 是 一 个 雅 各 宾 党 4 人 , 在 法 国 大 革命 中 当 过 海军 部 长 . 老 卡 诺 (Lazare Nicolas 
Marguérite Carnot, 1753 一 1823， 法 国 数 学 家 ) , 1815 年 安特卫普 的 保卫 者 ; 应 该 归 
属于 终生 都 是 最 纯粹 、 最 严格 的 共和 派 人 物 的 那 一 类 . 但 是 柯 西 的 例子 又 说 明 , 我 
们 这 门 科 学 中 也 有 观点 针锋相对 的 人 . 他 并 非 扳 立 的 现象 : 后 来 埃 尔 米 特 (Charles 


4 法 国 大 革命 时 期 的 激进 的 资产 阶级 左派 , 因为 常 在 雅 各 宾 修 道 院 聚会 而 得 名 .一 一 中 译本 注 

(5 历史 上 有 两 个 卡 诺 . 这 一 位 是 几何 学 家 , 是 蒙 日 的 “亲密 战友 ”, 在 讲 到 几何 这 一 部 分 时 , 我 
们 还 会 要 介绍 他 的 数学 ; 另 一 位 小 卡 诺 (Sadi Nicolas Léonard Carnot, 1796 一 1832, 法 国 物理 学 家 ) 
则 以 商定 了 新 的 热力 学 的 基础 (如 卡 诺 循 环 等 等 ) 著称 于 世 , 是 老 卡 诺 的 儿子 . 每 一 个 学 过 中 学 
物理 的 人 都 应 该 知道 他 . 因为 名 声 太 大 , 远 远 超过 父亲 , 所 以 没有 谁 称 他 为 “小 卡 诺 ”, 但 我 们 还 
得 这 样 称呼 他 . 第 5 章 里 还 要 介绍 他 . 一 一 中 译本 注 
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Hermite，1822 一 1901, 法 国 数学 家 ) 、 卡 米 勒 . 在 尔 当 (Marie Ennemond Camille 
Jordan, 1838 一 1922, 法 国 数 学 家 ) 以 及 巴 斯 德 (Louis Pasteur, 1822 一 1895, 法 国生 
理学 家 ) 都 有 类 似 的 精神 , 都 有 很 强 的 教会 传统 . 另 一 方面 , 法 拉 第 和 黎 曼 则 是 朴 
素 的 虔诚 的 清教徒 的 代表 , 他 们 在 智慧 上 的 高 度 发 展 并 未 使 他 们 的 宗教 倾向 稍 有 减 
弱 . 萨 尔 蒙 (George Salmon, 1819 一 1904, 爱尔兰 数学 家 和 神学 家 ) 是 神学 教授 , 是 
一 个 独断 的 清教徒 . 高 斯 在 这 一 方面 也 一 定 会 使 我 们 感 兴趣 , 他 有 简单 但 又 很 次 的 
宗教 色彩 , 希望 有 一 个 “有 秩序 的 能 保证 他 平静 地 工作 的 政府 ”. 雅 可 比 则 比较 爱 出 
头 露面 , 持 有 完全 不 同 的 意见 . 在 1848 年 的 混乱 中 , 他 是 嗓门 很 大 的 激进 浣 人 , 认 
为 国家 应 该 是 由 非 历史 的 假设 合 逻 辑 地 推演 出 来 的 机 构 . 

这 样 一 个 简单 的 概述 , 证 实 了 在 研究 一 个 人 时 的 一 点 经 验 : 智力 上 的 理解 力 不 
足以 决定 一 个 人 的 世界 观 .在 世界 观 的 细致 地 形成 上 , 一 个 人 的 心 和 意志 的 力量 ， 
他 的 出 身 和 经 验 的 影响 , 他 的 环境 和 他 的 本 性 , 都 是 有 关系 的 . 但 是 世界 观 的 差别 ， 
可 能 与 他 们 对 于 科学 的 基本 态度 之 不 同 , 与 他 们 对 各 种 精神 的 态度 的 不 同 有 关 . 有 
一 类 数学 家 认为 , 在 自己 的 领域 中 , 他 本 人 是 一 个 独裁 者 , 认为 这 个 领域 是 他 们 按 
自己 的 意志 创造 的 ; 另 一 类 则 从 下 面 这 种 观念 出 发 : 科学 本 来 就 以 理想 的 完备 状态 
早已 存在 , 留 给 我 们 做 的 事情 只 是 在 幸运 的 时 刻 发 现 它 的 有 限 的 部 分 ， 对 于 他 们 j， 
创造 性 的 本 质 并 非 按 自己 的 判断 去 发 明 , 而 是 找 出 那些 已 经 永恒 存在 的 东西 , 创造 
不 是 一 个 自己 已 经 意识 到 的 过 程 , 而 是 一 种 自由 地 赋予 他 们 的 灵感 , 与 意识 和 意志 
都 没有 关系. 


现在 我 要 转 到 柯 西 的 工作 . 从 表述 的 形式 来 看 , 柯 西 绝 不 是 一 个 经 典 作 家 . 随 
着 时 间 流 逝 , 他 发 表 的 东西 因数 量 庞大 一 一 按 Valson 的 统计 有 789 项 , 其 中 包括 
8 本 完全 的 书 一 一 而 变 得 越 来 级 忙 而 且 只 讲 大 意 . 他 无 数 次 地 重复 自己 的 话 , 一 再 
不 甚 肯定 地 提 到 上 自己 的 一 些 一 时 的 思想 , 引述 某 些 早 前 发 表 的 不 完全 的 论文 . 但 
是 , 柯 西 写 起 书 来 则 比较 仔细 , 这 些 书 芮 定 了 他 早 在 19 世纪 20 年 代 就 已 经 享有 
了 的 名 声 的 基础 . 此 外 , 许多 单 篇 的 论文 则 发 表 在 《高 工 校 刊 》(Journal de LPEcole 
Polytechnique) 和 《科学 院 论著 》(JMémoires de Académie) 上 . 但 从 1835 年 起 , 柯 
西 不 断 地 在 《 巴黎 科学 院 通报 》(Comptes Rendus) 上 发 表 文 章 , 这 个 刊物 自 7 月 
1 日 起 每 周 出 版 一 期 . 因为 柯 西 , 刊物 决定 所 有 的 文章 篇 幅 均 不 得 超过 4 页 . 但 是 
这 个 刊物 也 不 能 长 时 间 满 足 柯 西 与 人 交流 之 需 ; 他 就 分 集 发 表 自 己 的 《数学 练习 
集 » (Brercises de Mathématiques) 和 讲 义 等 等 . 

柯 西 的 出 版 物 都 收入 他 的 《全 集中. 但 是 这 部 《全集 》 对 于 深入 到 他 的 著作 
的 原始 森林 帮 不 了 什么 忙 ,《 全 集 》 没 有 什么 道理 , 就 把 重要 的 和 辅助 的 东西 一 律 
按 年 代 编 排 , 完全 是 一 种 表面 的 分 类 : 第 一 辑 是 发 表 在 学 术 刊 物 上 的 文章 ; 第 二 辑 
则 是 其 他 出 版 物 . 和 高 斯 不 同 , 柯 西 似乎 没有 留 下 什么 有 科学 价值 的 未 发 表 的 东西 . 

在 本 节 中 ,我 们 必须 限于 柯 西 在 力学 和 数学 物理 上 的 成 就 . 在 这 里 我 只 能 接触 


国力 学 和 数学 物理 61 


到 最 重要 的 两 点 , 即 他 关于 弹性 和 光学 的 理论 . 

三 维 物体 的 弹性 理论 的 微分 方程 最 早 是 由 纳 维 (Claude-Louis Marie Henri 
Navier，1785 一 1836, 法 国 数学 家 和 工程 师 ) 在 1821 年 给 出 的 .由 对 于 技术 的 兴 
趣 引 导 , 纳 维 把 他 的 工作 建筑 在 分 子 理论 思想 的 基础 上 , 而 且 只 处 理 “ 各 向 同性 ” 
的 情况 . 柯 西 大 约 在 1825 年 开辟 了 一 种 唯 得 的 途径 , 把 物体 看 做 连续 介质 , 而 用 应 
力 与 形变 这 两 个 “ 张 量 ”来 进行 操作 . 张 量 这 个 概念 性 的 结构 比 之 18 世纪 只 能 得 
到 的 简单 的 各 向 同性 的 流体 -压力 模型 是 一 大 进步 . 以 此 为 基础 , 柯 西 在 1827 年 达 
到 了 他 在 开始 这 项 工作 时 树立 的 目标 之 一 : 他 对 菲 涅 耳光 学 的 简单 的 命题 给 出 了 数 
学 基础 . 他 的 理论 在 两 点 上 与 非 涅 耳 的 观察 和 概念 不 同 : 

1. 柯 西 的 理论 要 求 侦 振 光 垂 直 于 偶 振 平面 振动 , 而 按照 菲 涅 耳 的 理论 , 它 在 偏 
振 平 面 内 振动 . 

2. 柯 西 的 理论 在 所 有 介质 内 既 给 出 了 纵波 , 又 给 出 了 横 波 , 虽然 前 者 在 光学 观 
察 中 没有 起 作用 . 

这 两 个 争论 点 让 科学 家 们 忙 了 好 几 十 年 , 直到 最 后 以 麦克 斯 韦 理 论 的 凯旋 告 
终 . 甚至 到 1896 年 X 射线 发 现时 , 还 有 人 提出 过 一 个 想法 , 认为 这 就 是 好 久 都 没 
有 找到 的 光波 纵波 . 

但 是 除了 这 两 点 差异 之 外 光学 现象 还 有 一 个 整个 领域 , 是 这 种 唯 象 的 弹性 理论 
所 无 法 处 理 的 , 这 就 是 光 的 散射 . 为 了 解释 这 个 现象 , 柯 西 在 他 的 1835 年 发 表 于 布 
拉 格 的 论文 “ 论 光 的 散射 ”( Mémoire sur la dispersion de la lumiere) 中 , 又 回 到 了 
分 子 论 的 想法 , 假设 分 子 之 间 的 距离 比 之 光 的 波长 不 是 无 穷 小 , 而 且 得 到 了 一 些 定 
量 的 成 果 . 其 至 到 今天 , 柯 西 的 散射 公式 

了 一 Q 十 2 十 二 
入 和 
仍然 被 用 于 吸收 谱 线 位 于 紫外 区 域 的 介质 

柯 西 在 力学 和 数学 物理 中 的 研究 , 很 快 就 成 了 全 世界 的 财产 , 在 各 处 生根 , 特 
别 是 在 德国 的 大 学 里 . 但 是 除了 这 个 发 展 的 主要 分 支 以 外 , 还 有 一 个 支流 在 很 久 以 
后 才 在 发 源 地 以 外 产生 影响 . 这 个 分 支 在 高 工 就 设立 成 工程 力学 课程 . 在 这 里 主要 
的 力量 是 用 于 新 现象 的 数学 表述 , 但 是 总 是 自觉 地 考虑 工程 应 用 . 


但 是 我 们 首先 要 提 到 一 项 完全 孤立 的 , 在 大 多 数 图 书馆 里 找 不 到 的 工作 . 这 就 
是 短 寿 的 小 卡 诺 (Sadi Carnot, 1796 一 1832， 法 国 物理 学 家 ) 所 写 的 “关于 热 的 驱动 
力 的 思考 ”(Réflerions sur la puissance motrice du feu}， 这 篇 短 短 的 论文 在 1878 
年 重新 发 表 时 , 还 附加 了 一 篇 作者 的 小 传 (他 是 拿破仑 时 期 的 老 卡 诺 的 儿子 ), 论 
文 年 要 解释 蒸汽 机 如 何 工 作 , 但 是 其 意义 本 质 上 在 于 推动 了 热力 学 的 进一步 发 展 . 
如 果 说 这 篇 论文 已 经 包含 了 热力 学 第 二 定律 , 这 样 的 看 法 是 走 得 太 远 了 , 但 卡 诺 确 
实 已 经 葛 立 了 那个 理论 的 起 点 , 后 来 克 劳 修 斯 (Rudolph Julius Emmanuel Clausius， 
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1822 一 1888, 德国 物理 学 家 ) 则 使 之 完备 ， 卡 诺 认为 热 的 驱动 力 是 基于 热 由 高 温 问 
低温 的 转移 , 也 就 是 从 高 温 处 同 低 温 处 的 流动 ， 这 个 模型 正 是 使 用 了 水 轮机 为 类 比 . 
这 些 想 法 可 以 说 是 热力 学 第 一 和 第 二 定律 的 萌芽 , 在 提出 时 是 相当 地 非 数 学 的 . 后 
来 由 工程 师 克 拉 珀 龙 (Benoit Paul Emile Clapeyron, 1799 一 1864, 法 国 物理 学 家 和 
工程 师 ) 在 《高 工学 报 》(Journal de 1Ecole Polytechnique, Vol. XVI, 1834) 上 发 表 . 
克拉 珀 龙 的 工作 在 数学 的 历史 上 的 重要 性 在 于 , 它 把 图 像 表示 引入 了 物理 学 , 这 种 
作法 虽然 对 于 工程 师 早已 司空 见 惯 了 . 今天 再 来 看 一 下 克拉 珀 龙 的 这 五 幅 小 小 的 
图 , 反而 会 为 它们 的 简单 平 正 而 奇怪 了 . 


“工程 力学 ”( 狭 义 的 ), 我 们 已 经 说 过 , 确实 源 于 围绕 着 高 工 的 小 圈子 . 但 是 其 
于 所 有 其 他 人 , 我 们 要 提出 两 个 人 : 庞 赛 菜 (Jean-Victor Poncelet, 1788 一 1867, 法 
国 数学 家 ) 和 科 里 奥 利 (Gaspard Gustave de Coriolis, 1792—1843, 法 国 数学 家 ). 我 
们 以 后 还 要 详细 介绍 庞 赛 菜 , 作为 射影 几何 学 的 真正 创立 者 . 在 他 的 多 种 技术 改进 
中 ,“ 庞 赛 莱 水 轮机 ”在 当时 是 相当 有 名 气 的 , 后 来 因为 涡轮 机 的 出 现 而 不 再 为 人 所 
知 了 . 我 们 知道 科 里 奥 利 的 名 字 则 是 由 于 所 谓 科 里 奥 利 力 , 这 个 力 在 相对 运动 中 会 
出 现 , 特别 是 与 地 球 的 旋转 运动 有 关 (如 果 我 们 使 用 运动 坐标 系 的 话 ). 

他 们 有 两 本 著作 需要 在 这 里 讲 一 下 . 一 本 是 庞 赛 莱 的 《 力学 教程 , 对 机 械 的 应 
用 》(Cours de Méchanique, appliqguée auz machines, 1826) 和 科 里 奥 利 的 《刚体 力学 
论著 及 用 于 机 械 的 计算 》(Traité de la Méchanique des corps solides et du calcul de 
Leffet des machines, 1829). 二 者 倾向 基本 相同 : 与 拉 格 月 日 的 人 《分析 力学 》 的 抽象 
陈述 (“漂亮 的 无 摩擦 力学 ”) 相反 , 它们 都 试图 对 机 械 中 能 量 的 变化 作 综 合 的 处 理 ， 
而 且 把 实际 的 条 件 , 诸如 摩擦 等 等 都 考虑 进去 . 它们 在 数学 上 是 很 初等 的 . 但 是 有 
一 个 基本 的 概念 来 自 这 两 本 书 : 这 就 是 机 械 功 . 这 个 概念 对 于 以 后 机 械 的 热力 学 的 
发 展 和 能 量 守 恒 这 个 伟大 定律 的 提出 起 了 决定 性 的 作用 . 我 很 高 兴 , 我 在 这 里 提出 
了 一 个 了 不 起 的 例子 , 说 明 一 个 纯粹 工程 问题 一 一 现在 是 机 器 的 效率 问题 一 一 对 于 
理论 研究 会 带 来 如 此 富有 成 果 的 反响 . 

最 后 , 与 这 二 位 有 联系 的 还 有 几何 学 家 迪 潘 (Pierre Charles Francois Dupin， 
1784 一 1874, 法 国 几 何 学 家 ), 我 们 在 讲 到 几何 学 时 还 会 提 到 他 . 他 是 一 个 出 色 的 人 ， 
既是 理论 家 , 又 是 实践 家 , 又 是 组 织 家 . 他 对 工程 的 兴趣 主要 在 于 造船 , 他 作为 一 个 
海事 工程 师 , 一 直 与 造船 有 密切 的 联系 . 他 和 庞 赛 莱 一 样 爱 作 很 长 的 学 术 旅 行 , 特别 
爱 到 英国 去 考察 那里 的 工业 化 . 作为 工艺 学 院 (Conservatoire des Arts et Métiers) 
的 教授 , 他 建立 了 大 学 扩张 课程 四 , 他 的 现代 的 思想 , 他 对 工业 、 技 术 和 政治 经 济 的 
兴趣 , 通过 这 些 课程 得 到 广泛 的 传播 . 

我 愿 更 深入 地 谈 一 下 上 庞 赛 葬 的 人 格 和 命运 , 从 心理 学 角度 来 看 , 这 一 点 有 特殊 
的 趣味 . 


sl 即 指 为 大 学 以 外 的 普通 人 开设 的 大 学 课程 . 一 中 译本 注 


量 ”几何 63 


庞 赛 莱 于 1789 年 生 于 梅 斯 (Metz, 法 国 东北 部 的 城市 , 洛 林 省 (Lorraine) 省 会 ). 
1810 年 毕业 于 高 工 以 后 , 他 以 二 级 工兵 中 尉 (second lieutenant) 身份 进入 了 梅 期 
的 应 用 学 校 (Bcole d’hApplication)， 这 个 学 校 原来 附属 于 拿破仑 的 “大 军 ”(Grande 
Armée), 庞 赛 莱 于 是 在 1812 年 初 参加 了 拿破仑 进攻 莫斯科 的 军队 , 而 于 是 年 11 月 
在 俄国 的 冬季 战斗 中 被 俘 . 他 在 伏尔加 河上 的 萨 拉 托 夫 城 度 过 了 两 年 战俘 生活 ; 令 
人 上 吃惊 的 是 , 这 个 强加 于 他 的 闲暇 时 期 , 以 及 与 一 切 资 源 的 完全 隔绝 , 促成 了 他 的 
最 辉煌 的 成 就 : 射影 几何 学 的 创立 . 他 对 一 小 批 同 时 被 俘 的 高 工人 讲解 他 的 新 思想 . 
战 后 他 得 到 释放 . 从 1815 年 起 在 梅 斯 的 军械 库 里 服役 , 为 工兵 军官 . 1822 年 他 把 被 
俘 时 期 的 结果 发 表 成 书 :《 论 图 形 的 射影 性 质 》(Traité des propriétés projectives des 
figures) (以 下 简称 为 《 论 图 形 》). 但 是 公务 占据 了 他 越 来 越 多 的 时 间 , 使 他 不 能 从 
事 他 所 最 爱 的 纯粹 科学 的 工作 . 从 1825 年 到 1835 年 , 他 按照 阿拉 戈 (Dominique 
Francois Jean Arago, 1786 一 1853, 法 国 物理 学 家 ) 的 要 求 成 了 梅 斯 的 应 用 学 校 的 教 
授 , 不 过 后 来 他 说 这 是 违心 的 . 因为 他 对 祖国 的 繁荣 的 关心 , 他 在 很 长 的 考察 旅行 
中 , 致力 于 研究 外 国 , 特别 是 莲 医 勃勃 的 英国 工业 对 于 他 更 有 意义 . 虽然 他 在 1826 
年 还 发 表 了 《力学 教程 》(Cours de Méchanique) 一 书 ， 组 织 和 教学 工作 很 快 就 占 
用 了 他 的 全 部 时 间 . 1835 年 后 , 他 在 巴黎 有 了 很 高 的 军 职 , 而 且 是 “筑城 委员 会 ” 
(Comité des Fortifications) 的 成 员 . 1838 一 1848 年 间 ， 他 任 巴 黎 大 学 的 物理 力学 与 
应 用 力学 教授 , 然后 又 当 高 工 的 校长 (Commandent}. 因为 他 享有 很 高 的 威信 , 所 以 
1851 年 , 他 被 推选 代表 法 国 参 加 第 一 次 伦敦 世界 博览 会 , 而 且 在 那里 当选 为 评审 委 
员 会 主席 . 他 也 参加 筹划 1855 年 的 第 一 次 巴黎 世博 会 . 这 样 一 个 成 功 的 人 士 , 人 们 
都 会 以 为 能 够 发 挥 自己 的 能 力 , 而 几乎 无 人 能 及 , 但 是 这 个 生活 的 悲剧 在 于 , 他 不 
相信 自己 已 经 实现 了 人 生 的 真正 价值 . 当年 老 的 他 在 1864 一 1866 年 重新 印行 《 论 
图 形 》 一 书 时 , 他 悲伤 地 肩 叹 : 自己 的 命运 使 他 不 得 不 完全 放弃 他 所 爱好 的 研究 工 
作 , 妨碍 他 为 这 种 研究 获得 所 需 的 认可 . 积极 的 人 事 和 沉思 的 人 生 这 样 一 个 老 矛 盾 ， 
使 他 的 一 生 以 一 个 不 协和 的 音符 告终 . 1867 年 庞 赛 莱 去 世 . 


几何 


现在 我 要 进 到 我 为 高 工 的 活动 所 作 的 划分 的 第 二 部 分 , 即 几何 . 

我 已 经 提 到 了 几何 学 家 蒙 日 对 于 高 工 的 创办 和 发 展 的 极端 重要 性 由 于 他 作 
为 行政 者 和 教师 的 非 同 寻常 的 成 功 , 几何 学 在 这 个 学 校 历 史 的 前 二 十 年 里 一 直 是 教 
学 的 中 心 . 他 的 教学 的 实质 , 他 的 成 功 的 秘密 , 就 在 于 脓 日 特有 的 人 格 征服 了 学 生 
们 , 唤醒 了 他 们 的 能 力 . 当然 , 从 我 们 所 掌握 的 印 出 来 的 东西 , 只 能 对 蒙 日 的 教学 给 
出 一 个 不 完全 的 图 景 , 但 是 它们 也 多 少 表现 了 蒙 日 抓 住所 有 听 谋 的 人 的 那 种 热情 . 

蒙 日 的 教学 活动 给 我 们 留 下 两 本 著作 : 

1.《 务 法 几何 》(Géométrie descriptive). 从 1795 年 起 开始 出 版 ,先是 以 活页 形 
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式 , 然后 成 了 这 个 学 科 的 基本 的 教 本 , 其 形式 就 是 由 蒙 日 确定 的 . 在 其 中 可 以 看 到 
蒙 日 呈 在 梅 济 耶 尔 就 已 制定 出 来 的 教学 计划 ， 后 来 在 1849 年 又 出 版 了 由 Brisson 
编辑 的 新 版 , 1798 年 的 版 本 也 由 Haussner 编译 为 德 文 版 , 纳入 Ostwalds Klassiker 
从 书 为 第 117 册 . 这 两 个 版 本 中 都 有 蒙 日 教 课 的 生动 的 图 片 . 

2.《 分 析 在 几何 中 的 应 用 》(L’application de Lanalyse a la géométrie). 也 是 从 
1795 年 起 分 册 出 版 . 这 是 一 本 空间 解析 几何 的 教 本 , 但 特别 强调 微分 关系 . 它 有 一 
个 由 刘 维 尔 于 1850 年 编辑 的 版 本 , 其 中 有 许多 附录 , 包括 高 斯 的 《 曲面 论 》 全 文 . 

此 外 还 有 蒙 日 的 许多 学 生 的 著作 , 也 流畅 地 表现 了 蒙 日 的 智慧 的 风格 和 思想 的 
广度 . 这 些 著作 发 表 在 日 尔 冈 纳 (Joseph Diaz Gergonne, 1771 一 1859, 法 国 数学 家 ) 
所 创办 的 《纯粹 与 应 用 数学 年 刊 》 (Annales des mathématiques pures et appliquées, 
从 1810 年 到 1831 年 在 尼 姆 (Nimes, 法 国 南部 一 个 城市 ) 共 发 行 了 21 卷 ) 里 . 这 是 
第 一 份 纯粹 数学 刊物 , 有 很 深远 的 重要 性 . 

这 份 杂 志和 蒙 日 的 著作 一 起 , 使 我 们 能 够 看 到 蒙 日 几何 学 派 的 总 的 风格 . 它 的 
特点 就 是 : 把 最 生动 的 空间 直觉 和 解析 运算 以 最 自然 的 方式 联结 起 来 . 解析 公式 本 
身 并 不 是 目的 , 只 是 实 实在 在 感觉 得 到 的 空间 关系 的 最 简短 的 表示 ; 它 的 进一步 的 
发 展 要 以 空间 构造 为 基础 . 

我 几乎 没有 必要 讨论 索 日 的 第 一 本 著作 的 内 容 , 因为 今天 的 画 法 几何 讲义 和 
习题 里 仍然 使 用 着 它 . 但 是 特别 有 意思 的 是 , 蒙 日 实行 了 从 简单 的 画图 到 用 具体 的 
材料 制作 模型 作为 教具 的 转变 , 而 他 的 追随 者 , 特别 是 奥 利 维 耶 (Theodore Olivier， 
1793 一 1853, 法 国 数学 家 ), 使 用 这 种 表示 法 更 多 . 不 幸 的 是 , 奥 利 维 耶 放 在 工艺 学 
院 里 的 那些 教具 , 因为 制作 时 使 用 的 丝线 不 结实 , 后 来 全 都 散 了 . 那 时 和 今天 一 样 ， 
模型 并 不 是 用 来 补 下 党 之 不 足 , 而 是 为 了 发 展 棚 棚 如 生 的 清晰 的 直觉 ,制作 模型 当 
然 征 达到 这 个 目标 的 最 好 方法 . 

和 壹 日 的 第 二 本 书 “ 读 起 来 像 小 说 ”: 它 行文 和 谐 , 清晰 而 流畅 (不 是 按照 老 的 
格式 把 假设 , 绪论 和 证 明 分 开 )， 有 许多 几何 的 考虑 -一 涉及 许多 首先 由 大 自然 向 
我 们 提出 的 问题 一 一 其 展开 都 是 从 初等 的 公式 开始 , 而 且 与 想象 力 活泼 地 交织 在 一 
起 . 旋转 曲面 , 螺旋 面 , 直 纹 曲面 以 及 可 展 曲面 问题 都 是 这 样 处 理 的 . 最 后 还 有 关 
于 偶 微 分 方程 


的 拉 格 朗 日 求 积 理论 的 一 般 的 有 说 服 力 的 解释 ， 处 处 都 可 以 感觉 到 这 些 工作 的 驱 
动 的 动机 , 而 按照 克 莱 布 什 (Rudolph Friedrich Alfred Clebsch, 1833 一 1872, 德国 数 
学 家 ) 在 他 为 普 吕 克 (Julius Pliicker, 1801 一 1868, 德国 数学 家 ) 所 写 的 传记 中 的 说 
法 , 这 正 是 真正 的 几何 学 家 的 标志 : 对 形 的 爱好 . 他 在 这 里 的 目标 , 和 傅 里 叶 在 另 一 
个 地 方 的 目标 一 样 , 并 不 是 演绎 的 形式 的 准确 性 , 而 是 理解 的 清晰 性 以 及 详尽 地 发 
挥 一 系列 自然 的 问题 . 


国 几何 65 


这 种 思维 方式 对 于 蒙 日 的 年 代 是 很 适用 的 , 特别 是 在 处 理 二 次 图 形 ( 圆 , 球 , 圆 
锥 截 线 和 二 次 曲面 等 等 ) 时 是 这 样 . 除 此 以 外 , 由 这 种 思维 方式 产生 了 极点 和 极 线 
的 理论 , 产生 了 由 两 族 直线 生成 单 叶 双 曲面 和 双 曲 抛物 面 , 产生 了 曲率 线 以 及 在 二 
次 曲面 上 如 何 决定 曲率 线 等 等 . 


在 紧 接着 的 时 期 , 蒙 日 给 出 的 推动 产生 了 最 大 的 效应 . 他 作为 教师 的 巨大 成 功 ， 
表现 在 他 有 一 大 批 学 生变 成 了 独立 进行 科学 研究 的 人 , 而 且 在 某 一 个 方面 超过 了 他 
们 的 老师 . 其 中 我 只 能 举 出 儿 个 其 工作 后 来 特别 重要 的 人 . 


我 首先 要 回 到 迪 潘 , 他 在 造船 方面 的 成 就 前 面 已 经 提 到 了 . 他 对 几何 学 的 许多 
新 结果 的 处 理 以 优雅 见长 . 这 些 结果 都 包含 在 他 1813 年 发 表 的 伟大 的 几何 著作 
《几何 学 的 发 展 》(Développements de géométrie) 一 书 中 . 这 样 的 结果 里 面 , 我 只 讲 
几 个 最 为 众所周知 的 并 且 以 他 命名 的 . 首先 是 著名 的 迪 潘 圆 纹 曲面 (Dupin cyclide)， 
这 就 是 给 定 三 个 球面 , 做 出 所 有 与 它们 同时 相 切 的 球面 , 这 个 切 球面 族 的 包 络 曲面 
就 是 迪 潘 圆 纹 曲面 . 然后 就 是 所 谓 迪 潘 定 理 , 即 作 两 个 正 交 曲 面 族 , 每 一 族 中 各 取 
一 个 曲面 , 则 其 交 线 必 是 每 一 个 曲面 的 曲率 线 . 二 者 均 与 共 焦 二 次 曲面 族 理 论 有 关 . 
我 也 要 提 一 下 关于 曲面 上 一 点 处 的 迪 潘 指标 (Dupin indicatriz)， 从 这 样 选 出 来 的 
很 少 几 个 美丽 的 发 现 , 就 可 以 对 迪 潘 对 儿 何 学 的 贡献 之 重大 与 丰富 得 到 一 个 印象 . 

在 续 到 蒙 日 的 最 伟大 的 学 生 庞 赛 莱 之 前 , 我 还 要 回忆 起 一 位 站 在 比较 边 上 的 
人 , 就 是 老 卡 诺 . 他 的 使 我 们 感 兴趣 的 书 《 位 置 的 几何 党 》(Géométrie de position, 
以 下 简称 为 《几何 学 》) 出 版 于 1803 年 . 老 卡 诺 (1753 一 1823) 是 蒙 日 在 梅 济 耶 尔 的 
学 生 . 他 作为 一 名 将 军 和 坚定 的 共和 派 人 士 , 在 革命 时 期 曾经 起 了 很 大 的 作用 . 只 
是 后 来 他 才 重 新 得 到 从 事 科 学 工作 一 一 主要 研究 基本 的 数学 问题 一 一 的 闲暇 . 


他 的 《几何 学 》 是 一 本 很 值得 注意 的 书 , 其 中 包含 了 一 个 很 了 不 起 的 数学 思 
想 : 在 几何 学 中 , 不 应 该 把 由 于 图 形 名 部 分 位 置 不 同 而 产生 的 各 个 情况 孤立 起 来 研 
究 一 一 从 欧 几 里 得 以 来 这 却 是 标准 的 作法 一 一 而 应 该 通过 介绍 所 谓 符号 原则 , 寻求 
一 种 共同 的 统一 的 处 理 . 但 是 在 几何 领域 内 卡 话 并 没有 明确 地 表述 他 的 这 个 思想 . 
而 与 此 相反 , 在 分 析 数 学 领域 中 他 则 坚定 地 反对 常见 的 关于 符号 的 理论 ， 认为 它 
基础 不 稳固 , 还 会 出 了 矛盾 . 他 相信 , 不 断 地 形式 地 使 用 多 值 函数 , 得 到 诸如 V=a 
V-a= Va2 =a 之 类 的 “荒废 的 ”结果 , 就 证 明了 这 一 点 . 在 几何 中 , 他 设想 , 符号 
规则 不 是 来 日 形式 演算 , 而 仪 能 来 自考 虑 图 形 及 其 变化 . 在 此 基础 上 他 创造 了 一 种 
“相关 图 形 理论 ”. 这 样 , 几何 就 能 摆脱 “分 析 的 象形 文字 ”, 而 以 纯粹 综合 的 形式 重 
新 站 立 起 来 . 


这 些 思路 的 实行 有 时 具有 丰富 的 洞察 力 , 但 是 有 时 又 初等 得 几乎 不 足 道 . 大 概 
可 以 把 《几何 学 这 本 书 看 做 卡 诺 的 廉洁 但 并 不 灿烂 的 人 格 的 副本 . 


我 还 要 单独 地 提 一 下 卡 庄 得 到 的 一 个 非常 著名 的 初等 的 定理 : 奉 任 意 横 截 线 
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把 三 角形 的 三 边 截 为 线段 , 则 这 些 线段 的 乘积 相等 . 它 常 被 称 为 卡 话 定 理 " . 

卡 诺 的 书 在 促使 几何 学 拒绝 分 析 数 学 上 , 有 历史 的 重要 性 . 它 是 马上 丈 要 出 现 
的 解析 几何 与 现代 综合 几何 的 争论 的 起 源 , 这 场 争论 最 后 发 展 为 具有 很 大 重要 性 的 
对 抗 . 

如 果 说 卡 诺 的 工作 里 已 经 包含 了 现代 几何 学 的 发 展 方向 的 模糊 的 预兆 , 那么 在 
庞 赛 菜 身 上 我 们 就 看 到 了 现代 几何 学 的 伟大 创造 者 ， 他 以 极 大 的 智慧 接受 了 蒙 日 
和 卡 诺 的 思想 , 克服 了 种 种 困难 , 创造 了 一 个 突破 . 他 以 “射影 ”和 “对 偶 ” 为 统帅 
几何 学 的 原理 , 成 了 “射影 几何 学 ”的 发 现 者 和 奠基 人 , 这 种 几何 学 把 过 去 所 有 的 
互相 对 立 的 几何 学 统一 起 来 , 而 产 出 极为 丰富 . 他 有 一 种 新 的 几何 直觉 , 即 所 谓 “ 射 
影 的 思考 ”, 这 使 他 能 够 超越 前 人 . 

我 们 已 经 谈 到 过 庞 赛 莱 的 伟大 几何 著作 《 论 图 形 的 射影 性 质 少 诞生 的 经 过 
(1813 年 在 战俘 营 中 写成 , 1822 年 出 版 ). 

庞 赛 莱 从 研究 中 心 射 影 以 及 图 形 的 各 部 分 在 任意 中 心 射影 下 都 不 变 的 关系 开 
始 . 这 一 途径 引导 他 对 普通 的 几何 元 素 加 上 某 些 确定 的 “无 穷 远 ”元 素 : 对 于 直线 ， 
他 加 上 一 个 无 穷 远 点 ; 对 于 平面 , 他 加 上 一 条 无 穷 远 和 卫 线 ; 对 于 空间 则 加 上 一 个 无 
穷 远 平面 四 . 然后 他 就 能 够 最 一 般 地 陈述 各 个 定理 . 在 所 有 定理 中 , 直线 上 任意 4 
点 的 交 比 不 变 这 一 定理 起 了 主要 的 作用 . 在 此 我 不 想 检查 过 去 的 作者 在 何 种 程度 
上 接触 到 这 些 概 念 , 但 是 , 只 有 庞 赛 菜 才 用 它们 作为 进一步 发 展 的 基础 , 而 这 就 是 
他 对 于 这 些 概 念 做 出 的 基本 发 展 . 

新 几何 学 的 第 二 个 重要 元 素 就 是 二 次 曲线 与 曲面 的 极点 与 极 线 ( 面 ) 的 理论 ， 
而 由 它们 导出 了 关于 对 偶 性 的 一 般 理 论 . 平面 上 的 极点 与 极 线 , 空间 中 的 极点 与 极 
面 , 都 被 看 做 是 等 价 的 基本 几何 元 素 , 而 可 以 互相 代替 . 例如 , 对 于 由 点 构成 的 平面 
曲线 , 就 有 作为 其 切线 族 的 包 络 曲线 , 对 于 空间 曲线 则 有 其 可 展 曲 线 等 等 . 

除了 这 两 个 新 思想 , 庞 赛 莱 还 加 上 了 连续 性 原则 ; 这 本 来 就 是 卡 诺 的 相关 图 形 
理论 的 思想 , 但 是 已 经 除去 了 一 切 含混 , 而 光辉 地 加 以 贯彻 . 这 个 原则 说 , 如 果 对 于 
一 个 已 给 的 几何 图 形 , 有 某 个 具有 相当 一 般 性 的 关系 成 立 , 则 对 于 由 原来 图 形 用 连 
续 变 化 诱导 出 来 的 图 形 , 此 关系 也 成 立 . 

庞 赛 莱 大 胆 地 影响 深远 地 应 用 了 这 些 原则 , 而 且 只 要 有 必要 , 他 就 毫 不 犹豫 地 
进入 虚 的 量 的 领域 . 例如 , 从 两 条 圆锥 截 线 最 多 有 4 个 交点 这 一 事实 出 发 , 庞 赛 莱 
得 出 , 任意 两 条 圆锥 截 线 必定 有 4 个 交点 , 只 不 过 这 4 个 交点 中 可 能 有 两 个 是 虚 
交点 . 这 样 , 他 对 于 圆周 就 给 出 了 其 射影 定义 : 圆周 就 是 经 过 两 个 固定 虚 点 的 圆锥 
”ml 有 一 个 非常 重要 的 Menelaus 定理 , 指出 若 直线 1 交 A4BC 的 三 边 4B, BC,CAh 于 LM,N 
三 点 , 则 知 缮 -和 = -1. 卡 诺 定理 是 它 的 推广 . 请 参看 eom. springer. de/c/c020490. htm 
中 译本 注 

[a 下 一 章 会 讲 到 所 谓 齐 次 坐标 (请 特别 参看 第 3 章 99 页 ). 那 时 就 可 以 非常 明白 地 看 出 , 所 请 
无 穷 远 元 素 , 从 射影 几何 学 的 角度 看 来 , 与 有 限 远 元 素 并 没有 本 质 的 区 别 . 一 中 译本 注 
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截 线 , 这 两 个 虚 点 就 是 它 与 无 穷 远 直 线 的 两 个 虚 交 点 一 一 现时 我 们 称 之 为 “ 圆 点 ” 
(circular point) 或 虚 圆 点 (cyclic point). 与 此 相 类 , 球面 就 是 与 无 穷 远 平面 交 于 一 已 
给 的 虚 曲 线 (现今 称 为 “球面 圆 ”(spherical circle)) 的 二 次 曲面 . 既然 单 叶 双 曲 面 是 
由 两 族 直 线 生 成 的 , 对 于 椭 球 面 也 应 该 是 这 样 , 不 过 这 时 的 两 直线 族 都 是 虚 的 , 如 
此 等 等 . 

庞 赛 莱 为 这 些 大 胆 的 思想 提出 了 什么 样 的 基础 ? 令 人 大 吃 一 惊 : 完全 没有 ! 他 
对 于 连续 性 原则 没有 给 出 任何 证 明 , 因为 这 个 原则 对 于 他 在 直觉 上 就 很 清楚 , 他 也 
没有 打算 来 定义 什么 是 虚 点 . 显然 他 觉得 完全 没有 必要 做 这 类 事情 , 特别 是 因为 他 
得 到 的 最 终 绪 采 总 是 包含 着 共 斩 复 元 素 , 所 以 最 后 还 是 完全 落 人 了 实 元 素 的 空间 

只 有 参照 分 析 数 学 才能 对 这 些 新 概念 给 出 巩固 的 基础 , 而 庞 赛 菜 又 不 肯 这 样 
做 . 一 个 虚 点 ， 和 实 点 一 样 , 只 不 过 是 几 个 联 立 的 方程 的 公共 解 , 而 每 一 个 方程 代表 
相交 的 几何 对 象 中 的 一 个 . 同样 多 个 同 次 的 对 象 必 有 同样 类 型 的 相交 , 即 有 同样 多 
个 交 “ 点 ”这 只 不 过 是 关于 代数 方程 组 的 公共 解 的 一 个 定理 , 解 可 实 可 复 , 视 系 数 
间 有 何 关 系 而 定 , 但 是 由 同样 多 个 同样 次 数 的 方程 所 成 的 方程 组 , 总 有 同样 多 个 解 . 
连续 性 原则 本 号 也 不 难 用 现代 的 函数 论 来 严格 证 明 . 每 一 个 几何 命题 (几何 一 词 要 
在 狭义 下 理解 , 在 庞 赛 莱 的 时 代 , 通常 都 是 这 样 做 的 ) 都 可 以 通过 令 一 个 代数 函数 、 
甚至 解析 函数 f(a, b,c,… ) 为 零 来 表示 , 这 里 a,b,c,.… 是 几何 图 形 的 各 个 部 分 . 这 
样 , 连续 性 原则 说 的 就 是 : 若 一 个 解析 函数 在 其 定义 域 的 一 部 分 上 为 零 , 不 论 这 一 
部 分 多 么 小 , 它 必 在 整个 定义 域 上 处 处 为 零 ， 

应 该 把 庞 赛 莱 看 做 那样 一 类 数学 家 的 最 伟大 的 代表 之 一 , 那 就 是 我 们 曾经 刻画 
为 大 胆 的 征服 者 的 一 类 数学 家 . 他 的 影响 贯穿 了 整个 19 世纪 , 成 为 我 们 的 思想 的 
不 可 少 的 部 分 . 


分 析 和 代数 


现在 我 要 转 到 我 所 划分 的 第 三 部 分 : 高 工 的 分 析 与 代数 . 

在 此 我 们 将 限于 柯 西 , 并 且 在 他 对 于 纯粹 数学 的 所 有 领域 的 大 量 贡 献 中 只 挑选 
出 最 有 意义 的 工作 来 讨论 . 

他 的 所 有 工作 中 最 重要 的 是 他 关于 分 析 基 础 的 工作 , 它们 构成 他 在 高 工 的 教学 
的 完整 的 组 成 部 分 . 它们 就 是 : 

1.《 分 析 教 程 (代数 分 析 ) 》(Cours d'analyse), 1821 ( 即 《 全 集 》 (Oeuvres), sér. 
2, III, 1-331 员 ). 

2. 《无 穷 小 计算 教程 概要 》 (Résumé des lecons données sur le calcul infinitési- 
mal),，1823 ( 姑 《 全集》 (Oeuvres),， sér.，2, IV,1-261 页 ); 第 2 版 , 1829 ( 即 《 全 
集 》(Oewuvres), sér.2, IV, 263-609 页 ). 

3. 大 量 关 于 微分 方程 的 论文 , 从 19 世纪 20 年 代 即 有 手稿 , 并 于 1820 年 左右 
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首先 发 表 在 《 巴黎 科学 院 通报 》(Comptes Rendues) 以 及 其 他 刊物 上 . 

前 两 部 分 工作 是 在 柯 西 还 比较 关心 论文 的 形式 时 做 出 来 的 ， 它们 是 写 得 很 清 
楚 的 教 本 , 以 严格 的 演绎 系统 为 基础 ， 而 不 是 如 傅 里 叶 和 莹 日 的 著作 那样 , 以 思想 
的 自由 发 挥 为 基础 . 《分 析 教 程 》 处 理 的 是 我 们 现在 称 为 代数 分 析 的 那些 材料 ， 即 
实 域 和 复 域 中 的 初等 函数 ,包括 无 穷 级 数理 论 . 欧 拉 在 他 的 《无 穷 量 分 析 引 论 》 
(Introductio in analysin imnfinitorumy) 中 也 处 理 过 同样 的 问题 . 把 欧 拉 的 这 个 较 早 的 
工作 与 柯 西 的 工作 比较 , 就 清楚 地 表明 , 柯 西 采 取 了 现代 的 批判 的 态度 : 在 其 中 , 一 
个 对 象 , 哪怕 是 我 们 熟知 的 , 也 要 在 严格 确定 了 的 纯粹 解析 的 概念 的 基础 上 重新 加 
以 构造 . 举例 来 说 , 柯 西 用 求 极限 来 对 无 穷 小 量 作 出 了 无 懈 可 击 的 严格 说 明 ( 见 《 全 
集 》 (Oeuvres), 37 页 以 下 )， 他 把 连续 性 的 定义 放 在 无 穷 小 量 的 基础 上 (同上 , 43 
页 ): 对 于 一 个 函数 , 如 果 变 量 的 无 穷 小 增 量 对 应 于 函数 值 的 无 穷 小 增 量 , 这 个 函数 
就 是 连续 的 . 

在 114 页 上 就 是 无 穷 级 数 收敛 性 的 详细 讨论 , 给 出 了 各 种 不 同 的 收敛 准则 的 
严格 证 明 . 在 这 一 章 里 , 柯 西 从 不 使 用 流传 其 广 但 是 不 清楚 的 无 穷 和 等 概念 . 他 处 
理 的 是 有 限 和 , 而 只 要 可 能 就 作出 能 够 逼近 某 个 值 到 一 定 程 度 的 数值 和 , 而 这 种 通 
近 的 精确 程度 , 又 可 以 用 对 于 余 项 的 精确 估计 来 度量 . 柯 西 又 不 限于 只 进行 基础 研 
究 的 观点 , 他 也 用 新 的 创造 性 的 方式 来 营 握 他 的 主题 . 例如 , 在 240 页 上 可 以 找到 
复 客 级 数 必 有 收敛 圆 的 定理 . 在 274 页 以 下 则 有 代数 的 基本 定理 的 一 个 证 明 . 多 项 
式 孙 数 f(z 十 记 ) = 十 密 零 点 存在 的 证 明 则 是 通过 研究 函数 z = 如 十 以 及 其 极 小 
值 来 完成 的 . 


这 些 东西 尽管 绝 大 部 分 是 已 知 的 , 但 柯 西 陈述 它们 时 取得 的 成 就 多 么 大 , 只 有 
通过 与 前 人 和 同时 代 人 作 比 较 才 能 看 出 来 . 对 于 微 积 分 基础 的 研究 , 当时 占 统治 地 
位 的 是 企图 用 不 确定 的 直观 的 研究 方法 , 《分 析 教 程 与 它们 固然 有 天 渊 之 别 , 而 
与 拉 格 朗 日 的 形式 的 表面 的 观点 比较 , 同样 有 天 渊 之 别 . 拉 格 朗 日 的 观点 见于 他 的 
《解析 函数 论 》(Théorie des fonctions analytiqgues, 第 1 版 , 1797; 第 2 版 , 1813 ， 
即 拉 格 朗 日 《全 集 》(Oeuvres) 第 9 卷 ) 以 及 他 的 《函数 计算 教程 》(Lecons sue le 
calcul des fonctions, 第 1 版 , 1801 ; 第 2 版 , 1806 , 即 拉 格 朗 日 《 全集》 ( Oeuvres) 第 
10 卷 ), 在 这 些 著 作 里 , 总 想 把 这 个 新 的 思想 世界 的 核心 掩盖 起 来 . 柯 西 则 相反 , 对 
于 所 有 的 关键 之 点 都 给 出 了 不 能 反对 的 算术 基础 , 说 真 的 , 这 些 工作 启动 了 整个 数 
学 的 “算术 化 ”， 

任何 有 历史 观点 的 人 都 不 会 为 如 此 伟大 的 思想 家 也 有 先行 者 而 感到 吃惊 , 同 
样 , 柯 西 也 把 自己 的 工作 的 完成 留 给 后 人 . 柯 西 的 先行 者 最 早 的 是 波 尔 察 诺 (但 柯 
西 从 来 没有 提 到 他 ), 他 于 1817 年 就 已 经 掌握 了 连续 性 的 思想 , 而 旦 分 析 得 更 加 彻 
底 (我 们 已 经 在 第 1 章 46 页 提 到 过 ). 至 于 级 数 的 收敛 性 , 高 斯 在 1812 年 就 给 出 过 
几 个 准则 , 但 是 他 没有 走 得 像 柯 西 那么 远 . 最 后 , 柯 西关 于 代数 基本 定理 的 证 明 阿 
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尔 干 (Jean-Robert Argand, 1768—1822, 法 国人 ， 一 个 会 计 ， 又 是 业余 的 数学 家 ) 就 
已 经 得 出 了 , 并 于 1815 年 发 表 在 日 尔 风 纳 的 《4 年刊》(Annales) 上 . 阿尔 干 也 是 最 
早 引 入 了 复数 xz 十 iy 的 几何 解释 的 人 虽 之 一 , 并 且 发 表 在 一 篇 1806 年 的 论文 中 . 

最 后 , 我 们 还 要 注意 柯 西 缺 少 的 是 什么 . 他 错过 了 一 个 级 数 在 某 区 间 上 的 一 致 
或 不 一 致 收敛 这 个 重要 概念 . 所 以 , 他 的 无 穷 级 数理 论 必然 是 不 完全 的 . 由 此 , 柯 
西 被 引导 到 宣布 一 个 不 正确 的 定理 (120 页 ): 连续 函数 的 收敛 级 数 的 和 一 定 在 收敛 
区 间 上 连续 ; 柯 西 避免 一 致 性 这 个 重要 概念 , 给 出 了 一 个 错误 证 明 . 这 件 事情 后 来 
才 弄 清楚 ( 见 第 3 章 “ Crelle 杂志 里 的 分 析 学 家 们 ”的 一 市 82 页 ). 

柯 西 的 第 二 本 书 《 无 穷 小 计算 教程 概要 了》 处 理 微 积分 的 基础 . 它 是 对 这 一 主题 
的 严格 的 、 避 免 了 形而上学 的 陈述 , 他 以 极限 概念 为 基础 , 而 这 后 来 成 了 数学 的 标 
准 . 与 《分 析 教 程 》 相 反 , 这 本 书 几 乎 只 讲 实 域 的 情况 . 

整个 结构 的 基础 是 中 值 定 理 (46 页 ), 事实 上 , 最 晚 不 过 拉 格 并 日 , 就 知道 了 这 
个 定理 . 我 们 按 柯 西 的 现代 形式 把 它 写 作 

N+ f (7) f'(z + Oh). 

积分 学 从 定 积 分 的 定义 开始 (122 页 ), 并 有 其 存在 性 的 算术 证 明 . 函数 的 泰勒 级 数 
展开 式 直 到 214 页 才 开 始 ; 而 且 前 后 一 致 地 把 它 处 理 为 对 一 个 函数 的 实际 的 通 近 ， 
所 以 总 是 归结 为 精确 地 估计 余 项 . 用 数值 来 说 明 它 总 是 可 以 实际 运用 的 , 虽然 也 没 
有 忽略 理论 的 展开 . 230 页 上 给 出 了 一 个 哺 数 虽然 其 泰勒 级 数 收敛 但 却 不 能 展开 为 
泰勒 级 数 的 例子 , 这 就 是 在 z = 0 附近 的 函数 


f(z) =el 


下 一 个 出 现 的 自然 应 该 是 微 积分 的 基本 定理 , 即 微分 运算 和 积分 运算 是 互 逆 
的 : 


a 六 
| far = ya 


(在 其 他 的 讲法 中 ,时常 以 此 为 积分 的 定义 .) 但 是 这 个 定理 并 不 出 现在 这 里 . 事实 上 ， 
它 的 第 一 个 详细 的 陈述 见于 耶稣 会 教士 莫 瓦 尼 奥 (Abbk Francois Napoleon Marie 
Moigno, 1804 一 1884. 他 是 一 个 耶稣 会 传教 士 , 按 天 主教 会 的 指示 在 传教 中 也 进行 
科学 的 教学 . 他 与 当时 许多 学 者 和 作家 如 柯 西 , 安培 , 大 仲 马 等 人 都 有 密切 关系 ) 按 
照 柯 西 的 建议 在 1840 一 1844 年 间 所 写 的 《 微 积 分 教程 (根据 柯 西 的 手稿 ) 》( Zecons 
sue le calcul différentiel et intégral (dapres Cauchy) 第 二 卷 第 4 页 . 

关于 微分 方程 这 个 主题 , 柯 西 研究 的 方法 那么 多 , 方向 又 那么 不 同 , 简直 不 可 
能 列举 他 的 全 部 结果 , 甚至 哪怕 对 他 在 这 个 主题 上 发 表 的 东西 作 一 个 概述 也 是 不 可 
能 的 , 所 以 我 只 列 出 某 些 最 本 质 之 点 . 


9] 最 早 由 威 塞 尔 (Caspar Wessel, 1745 一 1818, 丹麦 测量 员 ) 在 1798 年 发 现 ; 他 的 工作 1896 年 
重新 发 表 在 Arch. for Math. Ok Nat, No. 18 上 . 
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在 这 方面 , 对 于 任意 微分 方程 , 当初 值 在 非 奇 异域 中 时 , 柯 西 也 学 有 第 一 个 证 
明了 解 的 存在 的 荣誉 . 在 他 所 用 的 不 同方 法 中 , 我 只 提 一 下 两 个 最 为 人 熟知 的 方法 : 

1. 用 差分 问题 代替 微分 问题 一 一 用 多 边 形 折线 代替 水 数 曲 线 一 一 当 折 线 线段 
长 趋 于 零 时 就 会 得 到 解 . 证 明了 这 一 程序 的 收敛 性 , 就 证 明了 微分 问题 解 的 存在 性 . 
这 个 程序 恰好 相当 于 柯 西 的 定 积分 定义 (虽然 实际 的 台 近 用 辛普森 法 则 去 做 更 好 ). 

2. 设 微分 方程 的 系数 可 以 展开 为 收敛 的 窜 级 数 , 然后 通过 建立 起 一 个 收敛 的 
优 级 数 来 证 明 其 收敛 性 . 柯 西 把 这 个 方法 称 为 “极限 法 ”, 并 将 它 推广 到 复 域 . 

柯 西 早 在 19 世纪 20 年 代 就 有 了 这 些 思想 . 在 这 些 思想 中 , 我 们 一 步 步 地 看 到 
现代 算术 化 的 分 析 的 开始 . 对 于 我 们 所 有 的 人 更 值得 注意 的 一 定 是 : 这 些 思想 都 产 
生 于 他 在 高 工 的 教学 活动 , 证 明了 高 工 在 纯粹 数学 方面 的 教学 计划 的 标准 是 何等 地 
高 , 虽然 高 工 主要 是 注意 到 应 用 方面 . 

柯 西 的 第 二 个 伟大 成 就 却 比 较 远 离 他 的 教学 活动 , 而 其 重要 性 则 仅 次 于 他 为 分 
析 数 学 所 葛 立 的 批判 的 基础 . 这 就 是 : 单 复 变量 函 数 的 一 般 理论 的 基础 . 

和 在 微分 方程 领域 中 一 样 , 我 在 这 里 不 能 对 柯 西 的 工作 作 一 个 详尽 的 叙述 . 我 
只 举 出 两 个 具有 基本 重要 性 的 结果 , 它们 构成 了 整个 理论 的 核心 : 

1. 在 复 域 的 闭 曲线 上 的 积分 . 柯 西关 于 单 值 复 了 注 数 的 线 积分 的 著名 定理 如 下 : 


| f(z)dz = 27i >_k, 


这 里 要 对 C 所 包围 的 所 有 不 连续 点 的 留 数 求 和 ( 柯 西 还 不 知道 有 更 高 阶 的 奇 点 如 
本 性 奇 点 以 及 极点 的 极限 点 ), 这 定理 是 一 步 步 地 摸索 着 得 出 来 的 . 柯 西 绝对 设 有 目 
觉 地 建立 一 般 理 论 的 企图 , 所 以 他 一 开始 是 在 一 个 矩形 的 边 上 求 积 分 , 而 选择 连接 
两 相对 顶点 的 两 个 折线 边 为 积分 路 径 . 然后 柯 西 再 进 到 连接 这 两 点 的 任意 曲线 ; 这 
个 工作 是 相当 困难 的 , 因为 这 要 求 柯 西 定义 一 般 的 线 积分 . 柯 西 到 1840 年 才 得 到 
了 完整 的 定理 , 虽然 他 关于 这 个 问题 的 工作 早 就 见于 他 1825 年 的 一 篇 短文 :“ 论 定 
义 于 两 庶 极 限 间 的 积分 ” (Mémoire sur les intégrals définies prises entre des limites 
imaginaires,，1875 年 重新 发 表 在 Bull. Soc. Math. France, Vol. 7: 265; Vol，8: 43, 
165 中 ). 此 文 有 Stackel 的 德 文 译本 , 即 Ostwalds Klassiker 丛书 的 112 册 . 此 文 在 
许多 地 方 与 高 斯 关于 代数 的 基本 定理 的 第 三 个 证 明 相 同 . 在 其 中 出 发 点 也 是 曲面 上 
由 一 曲线 所 围 区 域 上 的 二 重 积分 ,Valson 的 说 法 , 即 认为 在 本 文 之 前 谁 也 没有 回路 
积分 的 概念 , 与 以 下 事实 矛盾 : 高 斯 在 1811 年 就 确切 地 知道 积分 / dz/z 的 性 质 
事实 上 , 他 似乎 也 达到 了 对 于 一 般 皱 积 函数 的 推广 , 而 我 们 都 把 这 一 点 归功 于 柯 西 
( 见 高 斯 给 贝 塞 尔 的 信 , 高 斯 《 全集》 第 10, 1 卷 , 365 页 以 下 ). 但 是 柯 西 很 快 就 利 
用 它 做 出 许多 美丽 而 且 重 要 的 应 用 , 是 见 柯 西 对 此 定理 的 应 用 范围 与 意义 的 认识 
程度 . 

2. 任意 复 变 元 函数 展开 为 圭 级 数 时 ， 其 收 伊 圆 的 半径 由 到 最 近 的 奇 点 之 距离 
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决定 . 这 个 定理 出 现在 1831 年 的 都 灵 论文 , 其 时 柯 西 正 流亡 在 都 灵 . 1837 年 他 把 这 
个 结果 在 给 科 里 奥 利 的 信里 告诉 他 , 此 信 发 表 在 1838 年 的 《 巴黎 科学 院 通报 》 上 ， 
那 时 柯 西 已 经 回 到 了 巴黎 . 在 这 个 问题 上 , 柯 西 也 是 通过 用 有 限 和 作 近 似 公式 , 然 
后 精确 估计 余 项 来 得 出 的 . 

虽然 柯 西 在 回 到 巴黎 以 后 不 再 公开 教 课 , 他 仍然 通过 自己 的 著作 对 他 的 科学 的 
进一步 发 展 有 重大 的 影响 . 于 是 很 快 就 有 两 位 年 轻 的 数学 家 推广 了 这 个 定理 : 

1843 年 洛 朗 (Pierre Alphonse Laurent, 1813 一 1854, 法 国 数学 家 ) 找到 了 单 值 
函数 f(z 十 记 ) 在 一 环形 内 按 z +iy 的 正 寡 和 负 寡 的 展开 式 , 环形 的 两 个 边缘 都 通 
过 最 近 的 奇 点 ( 见 《 巴 黎 科 学 院 通报 》17: 938). 

1850 年 普 伊 瑟 发 展 了 在 “ 枝 点 ”处 的 级 数 展开 式 , 它们 是 x 十 iy 的 分 数 贿 的 级 
数 ( 见 Journal des mathematiques pure et appliquées ( 即 刘 维尔 的 Journa)) 
15:365). 


在 为 完备 而 加 上 了 上 述 两 项 参考 文献 时 , 我 们 已 经 越 出 了 这 里 本 来 打算 讨论 的 
数学 史 的 高 工时 期 . 设 定 1830 年 为 这 个 时 期 的 界限 看 来 是 自然 的 , 因为 说 法 国 的 
数学 的 产 出 , 随 着 柯 西 的 离开 巴黎 就 开始 衰落 , 是 不 会 错 的 , 而 德国 逐渐 取得 了 领 
导 地 位 . 

我 们 的 科学 在 法 国 原来 很 繁荣 , 后 来 则 遭 到 这 种 值得 注意 的 衰落 , 对 其 原因 , 人 
们 提出 过 许多 说 法 . 有 人 说 这 是 因为 由 泊 松 和 拉 普 拉 斯 的 其 他 学 生 仅 仅 代表 一 种 
培育 应 用 数学 的 趋势 . 但 是 在 我 看 来 , 这 是 因果 倒置 我 的 意见 是 , 这 样 一 种 破坏 了 
理论 与 实际 的 平衡 的 片面 发 展 , 是 一 种 更 深层 的 疾病 的 结果 和 症状 . 为 一 种 看 法 是 ， 
这 种 衰落 是 由 于 在 这 个 时 期 绵延 的 战火 造成 了 有 才华 的 青年 人 令 人 痛心 的 立 失 和 
浪费 , 这 种 观点 也 站 不 住 脚 , 因为 德国 也 受到 同样 的 影响 , 在 同一 时 期 却 得 到 了 繁 
来. 

在 我 看 来 , 宁可 说 这 个 特别 的 现象 的 根源 是 一 个 一 般 的 心理 上 的 法 则 , 这 个 法 
则 对 于 民族 和 对 于 个 人 都 是 适用 的 : 在 一 个 进步 的 时 期 以 后 , 不 可 避免 地 一 定 会 出 
现 一 个 休息 的 时 期 , 而 产 出 自然 会 较 少 . 对 于 个 人 情况 来 说 , 一 个 比较 年 轻 而 更 有 
力量 的 人 一 定 会 脱颖而出 , 只 要 给 他 生存 和 发 展 的 空间 . 而 在 民族 的 生命 中 , 同样 ， 
新 的 民族 一 定 会 向 前 冲 去 , 取代 另 一 个 精疲力竭 的 民族 , 新 民族 将 在 老 民 族 的 成 就 
的 基础 上 建立 自己 的 新 功勋 . 

当然 , 对 历史 作 时 间 的 划分 能 够 说 明 发 展 的 总 体 的 脉络 , 但 也 只 能 够 说 明 一 个 
脉络 , 决 不 可 过 于 机 械 地 从 字面 上 接受 它们 . 这 样 , 有 一 个 令 人 吃惊 的 现象 似乎 可 
以 作为 上 面 所 说 的 道理 的 一 番 说 辞 , 那 就 是 , 在 1830 年 左右 在 法 国 出 现 了 一 颗 光 
辉 夺 目 得 无 法 想象 的 新 星 一 说 是 一 颗 转 瞬 即 逝 的 流星 更 好 一 一 照 亮 了 纯粹 数学 
的 天 空 : 他 就 是 伽 罗 有 瓦 . 

伽 罗 瓦 (Evariste Galois, 1811 一 1832) 于 1811 年 10 月 生 于 巴黎 . 他 在 1828 年 
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就 发 表 了 第 一 篇 文章 , 那 时 他 还 只 是 一 名 “中 学 (lycéen9 ) 学 生 ” 而 已 . 他 本 想 进 入 
高 工 , 但 是 于 1829 年 两 次 人 学 考试 都 失败 了 . 他 自己 对 此 的 解释 是 : 题目 太 易 如 儿 
戏 , 这 才 无 法 回答 . 最 后 他 于 1829 年 被 高 师 录 取 ; 但 于 1830 年 又 因 行 为 不 当 被 开 
除了 . 特别 是 , 他 被 责骂 为 “不 可 容忍 地 骄傲 ?， 后 来 伽 罗 瓦 投 身 于 政治 激流 之 中 ， 
与 政府 冲突 , 终于 被 监禁 一 个 月 . 这 种 动荡 的 生活 于 1832 年 5 月 告终 ; 他 在 一 次 因 
为 情爱 的 决斗 中 倒 下 了 . 

Dupuis 1896 年 在 《已 歼 高 师 年 刊 》(Annales de LEcole Normale Supérieure) 上 
为 伽 罗 瓦 写 了 一 篇 详细 的 传记 . 1846 年 , 刘 维 尔 编辑 了 他 的 著作 使 之 为 较 多 的 世人 
所 知 r1 ，1897 年 专门 出 的 一 版 只 是 一 本 60 页 的 8 开本 的 小 书 ! 这 一 版 中 有 青年 
作者 的 画像 , 他 的 孩子 气 的 勇敢 的 面容 , 几乎 是 恶作剧 似 的 表情 , 与 他 的 出 奇 地 深 
刻 、 完 全 清晰 成 熟 的 文风 形成 奇怪 的 对 比 . 这 个 对 比 表 现 出 了 那个 终于 导致 他 的 死 
亡 的 内 心 矛 盾 . 前 所 未 有 的 早 慧 , 加 上 他 的 不 能 容忍 任何 秩序 、 规 则 和 不 受 任 何 约 
束 的 炊 烈 的 脾气 , 还 有 终于 毁灭 了 他 的 性 格 上 的 热情 - -一 使 他 看 起 来 是 那 种 紊乱 无 
序 的 法 国 式 天 才 的 代表 . 

伽 罗 瓦 的 伟大 成 就 是 在 两 个 方向 上 . 

1. 他 创造 了 对 于 代数 方程 所 定义 的 无 理 数 的 第 一 个 彻底 的 分 类 , 这 个 分 支 现 
在 称 为 如 罗 瓦 理论 . 

2. 他 对 任意 单 变量 代数 函数 的 积分 一 一 现 称 阿 贝尔 积分 
作 , 留 下 的 某 些 结果 表明 他 是 黎 曼 的 先行 者 之 一 . 

有 些 迹 象 说 明 还 有 第 三 个 领域 , 但 由 于 参考 材料 太 稀少 , 不 能 定 出 其 确切 的 内 
容 , 在 他 给 自己 的 朋友 舍 瓦 利 耶 (Auguste Chevalier) 的 遗书 里 讲 到 自己 要 研究 “不 
明确 困 数 (ambiguity functions)”, 很 可 能 这 是 指 的 歼 曼 曲面 和 多 连通 性 . 

如 有 果 对 “ 合 罗 瓦 理论 ”没有 一 些 知识 , 就 不 能 正确 地 评价 伽 罗 瓦 的 成 就 . 所 以 
我 愿 稍 费 词句 讲 一 讲 这 个 理论 的 主要 思想 转折 . 但 在 开始 前 , 我 想 先 对 现在 大 学 里 
“ 伽 罗 瓦 理论 ”这 门 课 程 的 地 位 作 一 点 评论 . 有 一 个 矛盾 , 使 得 教学 双方 都 感到 惰 惜 . 
一 方面 , 教 者 热切 地 想 教 伽 罗 瓦 理论 , 因为 这 个 发 现 确实 光辉 , 结果 的 本 性 又 影响 
这 远 ; 为 一 方面 , 这 门 课程 对 一 般 的 初学 者 理解 起 来 又 有 很 大 的 困难 . 在 绝 大 多 数 
情况 下 , 结果 很 糟糕 : 教 的 人 受到 激励 , 满腔 热情 地 努力 去 教 , 但 在 绝 大 多 数 听众 中 
却 留 不 下 任何 印象 , 晚 不 起 人 们 的 理解 . 伽 罗 瓦 理论 特别 难 讲解 , 自然 也 对 此 负 有 
责任 . 

合 罗 瓦 理论 的 难 懂 , 逐渐 地 形成 一 个 绕 着 它 的 光环 , 这 可 能 促成 对 它 估 计 过 高 ， 

10 lycée 是 法 国教 育 制 度 下 的 一 种 高 水 平 的 中 学 . 它 是 拿破仑 的 教育 改革 的 产物 . 它 录取 学 生 
极为 严格 , 自 标 就 是 为 例如 高 工 高 师 这 样 的 精英 学 府 培 育 精 英 学 生 . 伽 罗 瓦 就 读 的 “路 易 大 帝 
lycée(lycée de Louis-le-Grand)” 可 以 说 是 最 著名 的 一 所 . 中 译本 注 


DW Journ. Math. pures appl. Vol 11, 381 页 以 下 . 叉 见 Jules Tannery: Manuscrits de Evariste 
Galois, Paris, 1889 ( 摘 目 Bull. d. sciences math., 2 sér., t. 30 et t. 31, 1906, 1907). 
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在 一 般 的 数学 公众 中 时 常见 到 这 一 点 . 他 们 相信 , 伽 罗 瓦 理论 解决 了 代数 方程 理论 
的 所 有 问题 . 这 当然 是 不 对 的 . 仇 罗 瓦 理论 确实 以 最 一 般 的 方式 解决 了 方程 式 理论 
的 重要 问题 , 但 是 它 还 打开 了 一 扇 门 户 , 通 向 新 的 .广阔 的 而 且 迄 今 大 部 分 未 知 的 领 
域 , 其 中 的 问题 的 范围 还 无 法 预见 . 根据 我 和 戈 丹 (Paul Albert Gordan, 1837 一 1912， 
德国 数学 家 ) 来 往 通 信 中 形成 的 习惯 , 我 愿 称 此 领域 为 “ 超 伽 罗 瓦 理论 ”. 

现在 转 到 这 个 理论 本 身 . 我 从 问题 的 传统 提 法 开始 . 考虑 方程 
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问题 是 : 是 否 可 以 通过 构造 预 解 式 (resolvent), 即 以 原 方程 之 根 的 有 理 顺 数 为 根 的 
方程 , 来 得 出 原 方程 的 通 解 ? 能 否 把 这 个 方程 通过 有 理 手段 化 为 一 系列 较 简 单 的 畏 
助 方程 ? 特别 是 , 此 方程 能 否 化 为 一 串 “ 纯 ”方程 "2 , 也 就 是 可 否 用 根 号 求解 ? 

从 一 开始 我 们 就 要 按照 原 方程 一 般 到 何 种 程度 来 区 别 各 种 情况 ， 有 两 个 最 极 
端的 情况 : 

1. 系数 ao,a1,:…. 是 可 以 自由 变动 的 量 . 这 就 给 出 整个 一 族 方程 , 它 与 所 有 代 
数 方程 的 整体 区 别 只 在 于 它们 有 一 个 共同 的 次 数 n. 

2. 系数 ao,al,… 是 确定 的 固定 值 , 例如 固定 整数 . 

在 这 两 个 情况 之 间 还 有 过 渡 情 况 的 广阔 天 地 .例如 系数 为 一 个 参数 的 整 有 理 
函数 等 等 . 

伽 罗 瓦 所 走 的 重要 的 第 一 步 是 要 求 对 什么 可 以 看 做 是 “有 理 的 ”给 出 一 个 明确 
的 定义 . 他 创造 了 “有 理 域 ”或 简称 为 “ 域 ”的 概念 . 名 词 出 现 的 日 期 较 晚 , 但 概念 
本 身 则 阿 贝尔 已 经 独立 地 得 到 了 , 并 发 表 在 “ 论 代 数 可 解 的 特殊 方程 类 ”( Mémoire 
sur une classe particuliere d’équations résolubles algébriguement) 中 (Crelle 杂志 ， 
Vol，4, 1829, 即 阿 贝 尔 《 全 集 》 (Oeuvres, I: 479 页 )). 在 我 们 的 问题 中 , 最 简单 的 
“自然 的 ” 域 就 是 由 系数 ao,ai,… 及 整数 以 一 切 可 能 的 方式 “有理 地 ”构成 的 域 ， 
即 co,ai,… 的 整 有 理 函 数 域 . 这 个 域 可 以 通过 “附加 ”一 个 或 几 个 确定 的 量 而 扩 
张 : 由 这 个 扩大 了 的 集合 构成 的 整 有 理 函 数 就 成 了 一 个 新 域 : 附加 的 东西 可 以 是 n 
次 单位 根 或 者 其 他 对 于 系数 有 重要 性 的 参数 . 

伽 罗 瓦 在 这 个 概念 的 基础 上 这 样 来 表述 他 的 基本 和 定理: 对 于 一 个 给 定 的 方程 
=0 以 及 给 定 的 域 , 必定 存在 其 根 xz1,7x2,… ,zn 的 一 个 置换 群 , 使 得 每 一 个 “有 
理 ” 因数 忌 (Zl) 2Z2 ,Tn) 即 由 这 些 根 和 域 中 的 元 素 有 理 地 构成 的 了 涌 数 一 一 
只 要 它 在 此 置换 群 下 数值 不 变 , 就 一 定 是 “有理 ”的 ( 即 仍 属于 有 理 域 ), 反 过 来 , 每 
一 个 有 理 函 数 在 这 个 群 的 置换 之 下 恒 不 变 . 

这 个 定理 ( 它 的 证 明 我 再 次 甚至 不 能 做 出 一 个 提示 ) 的 整个 范围 当然 不 是 花 几 
分 钟 就 能 讲 清楚 的 ; 只 有 研究 过 这 个 领域 的 几 个 问题 的 人 能 够 真正 掌握 . 但 是 , 为 


6a 即 形 为 Xm 二 A 的 方程 . 克 莱 因 关于 伽 罗 瓦 理论 的 这 些 见解 , 请 参看 本 书 第 8 章 . 一 中 译 
本 注 
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了 避免 过 于 宽泛 , 我 在 此 只 提 一 个 仰 罗 瓦 本 人 也 有 兴趣 的 问题 . 这 个 问题 就 是 找 出 
次 数 为 素数 p 的 既 约 方程 可 用 纯 方 程 求解 的 条 件 . 伽 罗 瓦 发 现 , 条 件 就 是 方程 的 根 
可 以 这 样 排列 , 使 得 置换 “ 群 ”可 以 表示 为 


2 一 ar VEavti+b (modp), v=1,2,...,9, 


这 里 @ 二 1,2,…,(p 一 1);b 二 0,1,2,…,(p 一 1), 所 以 此 群 含有 p(p 一 1) 个 元 . 当 
a = 1 时 , 此 群 中 只 有 p 个 置换 , 而 我 们 得 出 一 个 循环 群 . 在 其 他 情况 下 则 会 得 出 
亚 循 环 群 (metacyclic group). 所 以 素数 次 既 约 方程 可 用 根 号 求解 的 充分 必要 条 件 
就 是 存在 一 个 亚 循 环 群 , 而 循环 群 是 其 一 个 特例 . 

现在 我 要 提 和 到 伽 罗 瓦 理论 的 局 限 性 .这 个 理论 确实 给 出 了 方程 可 以 用 预 解 式 
求解 的 一 个 一 般 的 准则 , 以 及 求 出 这 些 解 的 方法 . 但 是 , 进一步 的 问题 立刻 就 出 现 
了 : 例如 对 于 给 定 的 域 , 如 何 构造 出 具有 给 定 的 群 的 所 有 方程 ; 还 有 , 两 个 这 样 的 方 
程 何 时 可 以 互相 约 化 , 又 怎样 约 化 等 等 . 这 就 是 侧 罗 瓦 的 理论 提出 的 未 解决 的 问题 
的 广大 的 领域 , 而 伽 罗 瓦 的 理论 并 没有 给 出 解决 这 些 问 题 的 办 法 . 

当然 , 颁 罗 瓦 的 工作 极 具 独创 性 , 但 它 却 不 是 与 早 前 的 数学 的 发 展 无 关联 的 . 
拉 格 朗 日 , 高 斯 和 阿 贝 尔 对 他 都 有 决定 性 的 影响 . 但 是 这 些 先行 者 只 知道 问题 在 特 
殊 情 况 下 的 解答 ( 那 时 它 可 以 化 为 圆 函 数 或 覃 圆 晒 数 )， 伽 罗 瓦 则 在 完全 一 般 的 情 
况 下 解决 了 问题 

人 们 可 以 猜想 , 伽 罗 瓦 如 果 不 是 因为 他 的 暴躁 脾气 而 不 幸 早 逝 , 他 本 来 可 能 走 
得 更 远 , 可 能 以 我 们 今天 还 一 无 所 知 的 知识 献 给 世界 . 他 进行 创造 时 的 勇敢 与 信心 ， 
面 对 等 待 他 来 解决 的 问题 时 的 勇敢 与 信心 , 表现 在 他 去 世 前 夕 写 给 朋友 舍 瓦 利 耶 的 
信和 里, 这 封 信和 是 他 的 科学 遗嘱 ( 见 伽 罗 瓦 《全 集 》(Oeuores) 第 2 页 ). 在 这 份 独特 的 
文件 里 , 这 个 年 仅 20 岁 的 作者 以 简单 清晰 的 语言 , 骄傲 然而 不 虚 张 声势 地 估计 了 
自己 以 及 他 自己 对 于 科学 的 意义 , 这 使 我 们 深 受 感动 . 这 封 信和 是 这 样 结尾 的 : 

“在 我 的 一 生 中 , 我 时 常 冒险 提出 一 些 我 自己 还 不 能 肯定 的 命题 , 但 我 在 这 里 
写 的 东西 停留 在 我 的 脑袋 里 已 经 几乎 有 一 年 了 . 对 于 我 太 重 要 的 是 , 不 要 欺骗 自己 
说 : 谁 也 不 会 怀疑 我 在 提出 一 些 我 还 没有 完全 证 明 的 定理 . 

“请 雅 可 比 和 高 斯 公开 给 出 自己 的 意见 , 不 是 要 他 们 说 这 些 定理 是 对 还 是 不 对 ， 
而 是 要 他 们 说 这 些 定理 的 意义 . 

“我 希望 , 以 后 会 有 人 通过 理 清 这 一 大 堆 东 西 而 得 益 .” 

在 申明 自己 没有 留 下 错误 的 东西 这 一 点 上 , 伽 罗 瓦 是 对 的 . 不 幸 的 是 他 希望 高 
斯 和 和 雅 可 比 承 认 和 继续 他 的 工作 , 这 一 点 没有 实现 . 只 是 到 很 久 以 后 , 到 1846 年 ， 
通过 刘 维 尔 的 努力 , 伽 罗 瓦 的 工作 才 慢 慢 地 引起 了 世人 的 注意 .0a 


(13 也 请 参看 L. Kanigsberger, "CO. G. J. Jacobi, Festschrif?’ Leipzig, 1904, 435 页 . 
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逐渐 从 与 拿破仑 的 战争 中 走出 来 的 19 世纪 的 德国 , 在 本 质 上 是 由 来 自 法 国 的 
刺激 与 德国 精神 的 同化 所 决定 的 .高 斯 在 数学 中 是 站 在 他 的 时 代 的 发 展 潮流 之 外 
的 , 正如 歌德 在 另 一 个 领域 中 也 是 站 在 他 的 时 代 的 发 展 潮流 之 外 一 样 . 这 一 发 展 始 
于 柏林 . 但 是 , 在 精确 科学 上 , 我 们 已 经 提 到 过 , 发 展 要 比 其 他 领域 稍 晚 . 对 于 人 文 
科学 , 发 展 的 起 点 是 1810 年 柏林 大 学 的 创立 ， 人 文科 学 得 到 新 人 文 主义 学 说 的 文 
持 而 繁荣 了 . 这 种 学 说 主张 人 格 的 自由 成 长 , 而 对 精确 科学 没有 兴趣 . 

精确 科学 中 的 新 运动 从 1820 年 起 开始 引 人 注 目 , 正如 我 们 已 经 说 过 的 那样 , 这 
基本 上 是 通过 洪 堡 的 倡议 兴起 的 . 与 这 个 激动 人 心 的 进取 精神 紧密 联系 着 的 还 有 
一 个 人 , 就 是 从 1820 年 起 就 担任 普鲁士 总 参谋 长 的 汉 . 缪 夫 林 将 军 (Friedrich Karl 
Ferdinand Friherr Karl von Miifaing, 1775 一 1851). 在 这 里 我 们 又 看 到 了 拿破仑 的 传 
统 在 继续 : 就 是 从 军事 观点 来 赏识 数学 , 这 个 观点 通过 沙 恩 堆 斯 特 (Gerhard Johann 
David von Scharnhorst, 1755—1813) 而 在 普鲁士 很 有 影 啊 . 这 一 群 人 发 励 企 业 : 从 他 
们 产生 了 我 们 的 技术 学 校 , 并 且 产 生 了 一 个 想法 : 要 模仿 法 国 的 高 工 , 创立 一 个 有 
第 一 流 科 学 特质 的 综合 性 的 多 种 科技 的 机 构 . 他 们 想 请 高 斯 担任 这 个 机 构 的 头 : 不 
要 求 他 承担 任何 教学 工作 , 只 要 求 他 除了 训练 一 些 特殊 的 学 生 以 外 , 还 能 凭借 目 己 
的 科学 人 格 和 组 织 才能 来 服务 于 此 机 构 , 而 高 斯 自己 也 曾 有 过 这 样 的 希望 . 所 有 的 
国家 的 科学 机 构 (如 天 文 台 ) 都 将 要 服从 高 斯 , 他 对 普鲁士 的 教育 的 一 般 的 发 展 也 
将 有 确定 的 影响 ( 见 Bruhns:《 洪 堡 高 斯 书信 和 集 》 (Briefe zwischen A. von Humboldt 
und Gauss, 1877)). 但 是 到 1824 年 底 高 斯 拒绝 了 这 个 邀请 , 所 以 这 个 宏伟 的 计划 就 
搁浅 了 . 后 来 军 方 也 退 后 了 . 于 是 又 有 另 一 个 建立 一 所 高 等 教师 学 院 的 计划 ,而且 
由 文化 部 推进 了 一 些 年 . 最 后 于 1829 年 决定 邀请 阿 贝 尔 . 但 是 邀请 信 到 达 克 里 斯 
蒂 安 尼 亚 (Cristiania)m 时 阿 贝 尔 才 去 世 几 天 , 这 样 , 就 放弃 了 这 个 计划 . 在 普鲁士 ， 
训练 数学 和 科学 教师 的 任务 最 终 落 在 大 学 肩 上 , 这 是 一 个 很 重 的 任务 , 对 大 学 的 发 
A (Oslo) 的 旧称 . 当时 阿 贝 尔 在 奥斯陆 大 学 , 即 克 里 斯 带 安 尼 亚 大 学 . 一 一 中 
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展 也 很 重要 , 却 是 由 这 个 情况 而 来 的 . 现在 , 这 样 的 安排 , 有 时 被 说 成 是 大 学 的 理念 
本 喘 的 逻辑 必然 的 结果 , 其 实 是 来 自 侦 然 事 件 . 

在 考虑 这 个 发 展 时 , 我 应 该 提 到 一 个 人 , 这 人 虽然 自己 的 科学 成 就 并 不 突出 , 却 
以 自己 多 方面 的 兴趣 、 外 交 家 的 本 性 以 及 组 织 才 能 , 对 科学 做 出 了 很 大 的 贡献 : 他 
就 是 建筑 专员 (Oberbaurat) 克 雷 尔 (August Leopold Crelle, 1780 一 1855)2 .他 的 
背景 是 工程 而 对 建立 工程 教育 很 有 兴趣 . 从 1824 年 以 后 , 他 努力 鼓励 精确 科学 的 
发 展 , 而 在 1828 年 成 了 普鲁士 文化 部 的 顾问 . 他 也 被 选 为 柏林 科学 院 的 成 员 . 他 虽 
然 有 多 方面 的 兴趣 , 却 一 二 没有 放弃 数学 , 他 在 数学 中 工作 很 多 , 虽然 并 不 重要 . 他 
们 带 有 百科 全 书 式 的 烙印 , 这 是 一 种 在 当时 的 德国 很 流行 的 18 世纪 的 传统 一 一 涉 
足 许 多 不 同 的 方面 , 但 都 不 深入 . 但 是 他 对 科学 的 发 展 作 出 了 杰出 的 贡献 . 这 是 由 
于 他 的 组 织 才 能 和 友善 而 多 才 多 艺 的 天 性 , 而 由 此 他 善于 到 处 识别 出 有 才能 的 青年 
人 , 并 把 他 们 吸引 到 上 自己 吴 边 . 通过 创立 大 学 的 职位 , 使 他 们 能 在 适宜 的 圈子 里 发 
展 他 们 的 才能 . 但 是 , 我 们 的 科学 得 益 于 他 的 , 主要 是 通过 他 在 1826 年 创办 的 《 纯 
粹 与 应 用 数学 杂志 》(Journal fiir reine und angewandte Mathematik) [按照 现在 文献 
的 习惯 , 以 下 几 提 到 这 个 杂志 时 , 时 种 直接 称 为 “Crelie 杂志 "一 一 中 译本 注 ] 给 予 
数学 发 展 的 鼓励 与 巩固 . 

如 果 人 们 今天 再 拿 起 一 份 这 个 杂志 , 就 可 能 会 对 它 的 名 称 感到 奇怪 . 但 是 对 于 
这 个 名 称 , 可 以 用 历史 来 解释 : 刊 名 先是 取 自 日 尔 内 纳 的 《年 刊 》, 后 来 又 取 目 刘 维 
尔 在 1836 年 开始 创办 的 杂志 , 那个 杂志 使 用 了 《 纯粹 与 应 用 数学 杂志 》 这 个 不 准 
确 的 名 称 (也 常 被 称 为 “Liouville 杂志 ”), 而 克 雷 尔 的 杂志 则 与 之 同名 . 豪 无 疑问 ， 
当 死 雷 尔 创办 这 个 杂志 时 , 他 是 真心 想 办 一 份 包含 整个 数学 的 综合 的 杂志 的 , 他 不 
仪 希望 这 份 杂 志 有 利于 科学 的 生长 , 而 且 还 有 利于 它 的 扩散 . 所 以 他 不 仅 想 面 对 专 
家 , 而 且 着 上 腿 于 “三 泛 的 ”读者 群 , 例如 想 通过 翻译 外 国 著作 、 写 书评 和 提问 题 等 
等 来 与 科学 生活 的 所 有 资源 建立 联系 . 例如 第 一 卷 开 卷 就 是 一 篇 关于 如 何 计 算 埃 特 
尔 万 (Johann Albert Eytelwein, 1764 一 1848, 德国 建筑 学 家 ) 液 流 的 流量 外 的 文章 ， 
而 最 后 一 篇 则 是 阿 贝 尔 的 第 一 篇 文章 ; 所 有 现今 的 读者 如 果 发 现 两 篇 这 样 的 文章 居 
然 放 在 一 起 , 一 定 会 很 奇怪 . 

实际 生活 的 发 展 与 殉 雷 尔 的 原意 如 此 大 相 径 庭 , 是 由 于 当时 占 主 要 地 位 的 时 代 
精神 所 致 . 对 于 新 的 科学 生活 (这 份 杂 志 就 是 其 机 关 刊 物 ), 它 的 新 人 文 主义 的 背景 
很 快 就 证 明 比 杂志 创办 人 的 概略 式 的 思路 更 有 力 , 何况 这 位 创办 人 的 性 格 是 进行 调 
和 而 不 是 争 做 领导 . 纯粹 科学 的 新 人 文 主义 的 理想 就 是 为 科学 而 科学 , 其 中 隐藏 了 
对 于 通常 意义 下 的 “有 用 ”的 茂 视 , 而 很 快 就 导致 了 有 意 地 排斥 所 有 面向 实际 的 研 

2] 关于 Crelle, 请 参看 网 页 www-history. mcs. st-andrews. ac. uk/biography/crelle. html 一 一 中 
详 本 注 
B31 埃 特 尔 万 在 水 静 力 学 中 有 贡献 , 特别 是 在 管道 中 的 滚 流 问题 里 有 著名 的 埃 特 尔 万 公式 . 这 里 

疑 指 是 有 关于 此 的 论文 .一 一 中 译本 注 
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究 . 这 种 思想 潮流 充斥 了 原来 打算 奉献 于 所 有 数学 分 文 的 整个 杂志 , 把 它 变 成 一 个 
仅 只 奉献 于 抽象 的 、 最 严格 的 那 一 类 专门 的 数学 分 支 的 机 关 刊 物 . 后 来 , 人 们 戏称 

克 雷 尔 虽然 不 能 遏制 这 种 发 展 潮流 , 却 一 直上 忠于 自己 原来 的 思想 . 但 是 , 他 只 
能 把 这 两 个 领域 分 隔 开 来 , 而 他 在 这 两 个 领域 中 都 是 十 分 自如 的 . 他 按照 自己 的 工 
程 兴 趣 又 在 1829 年 办 了 一 个 专门 的 《建筑 学 杂志 》(Journal fir Baukuns. 以 下 的 
事实 足以 说 明 他 在 建筑 学 这 方面 的 作用 : 1838 一 1840 年 按照 他 的 计划 兴建 了 重要 
的 柏林 一 波茨坦 铁路 , 大 部 分 普鲁士 公路 也 是 按 他 的 计划 兴建 的 . 

我 们 已 经 提 到 过 ，Crelle 杂志 尽管 有 各 种 财政 困难 , 终于 发 展 成 为 纯粹 数学 进 
展 的 最 重要 的 机 关 刊 物 , 纯粹 数学 胜利 地 以 光辉 但 又 有 些 片 面 的 方式 进入 了 德国 的 
大 学 . 

Crelle 杂志 第 一 卷发 表 了 阿 贝尔 至 少 五 篇 文章 , 还 有 雅 可 比 一 篇 , 斯 坦 纳 (Jacob 
Steiner，1796 一 1863, 瑞士 数学 家 ) 也 有 几 篇 .第 三 卷 里 出 现 了 狄 利 克 雷 , 默 比 乌 
斯 (August Ferdinand Mobius, 1790 一 1868, 德国 数学 家 ) 和 普 吕 克 (Julius Pliicker， 
1801 一 1868, 德国 数学 家 ) 的 和 名字. 

我 们 现在 提出 6 位 我 们 要 讨论 的 数学 家 的 名 字 . 我 先 讲 三 位 “分 析 学 家 ”: 狄 
利克 雷 , 阿 贝 尔 和 和 雅 可 比 , 然后 再 讲 三 位 “几何 学 家 ”: 默 比 乌 斯 , 普 吕 克 和 斯 坦 纳 . 
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我 要 从 狄 利 克 雷 开始 , 因为 他 与 我 们 已 经 讨论 过 的 高 斯 和 法 国人 的 研究 联系 最 
密切 . 与 同时 代 的 阿 贝尔 和 和 雅 可 比 相 比 , 他 秉性 不 适合 于 剧烈 的 变革 ,而 热心 继续 
自己 所 继承 的 传统 . 

狄 利克 雷 来 自 法 国 移民 家 庭 ， 父 亲 是 邮局 局 长 ， 自 己 1805 年 出 生 于 迪 伦 
(Diiren) ， 所 以 是 生长 于 菜 茵 河谷 重工 业 的 影响 之 下 . 1822 一 1827 年 间 , 他 作为 
一 个 辅导 教员 生活 在 巴黎 , 时 常 访问 健 里 叶 . 1827 年 , 由 洪 堡 推荐, 任 布 累 斯 劳 大 
学 的 Dozentsl . 1829 年 来 到 柏林 , 在 那里 一 直 活 动 了 26 年 , 先是 担任 Dozent, 1831 


ma 德国 西部 和 鲁 尔 地 区 附近 , 亚 琛 (Aachen) 与 科隆 (Cologne) 中 间 的 城市 , 所 以 下 面 才 会 说 到 他 
受 莱 黄河 谷 重工 业 的 影响 .一 一 中 译本 注 

(51 当时 德国 大 学 的 最 低级 教 职 . 一 个 人 如 果 得 到 了 博士 学 位 , 而 且 任职 论文 与 任职 讲演 也 得 到 
认可 , 就 有 了 在 大 学 任教 ( 当 教 授 ) 的 资格 . 这 样 的 人 就 叫做 Dozent. 但 是 这 还 不 等 于 说 他 就 已 经 
是 教授 了 , 因为 在 一 个 大 学 , 有 哪些 学 科 设 有 教授 的 教 职 (现在 中 国人 叫做 “岗位 *), 有 几 个 “ 岗 
位 ”, 都 有 定额 . 没有 岗位 , 有 学 问 也 没有 用 , 只 能 当 一 个 Dozent, 当然 也 就 没有 国家 付 给 的 薪酬 . 
有 时 Dozent 也 能 教 课 , 而 由 学 生 的 学 费 来 支付 报酬 , 这 就 叫 Privatdozent, 现在 常 译 为 “自费 讲 
师 ”, 其 实 这 个 制度 与 我 国 的 讲师 , 副教授 等 等 是 完全 不 一 样 的 . 高 斯 就 当 过 Dozent, 而 黎 曼 当 过 
Privatdozent. 于 是 有 的 大 学 设立 了 extraordinary 的 教授 职务 , 所 请 extraordinary, 就 是 超过 平常 
的 定额 的 意思 . 所 以 这 里 译 为 “额外 教授 ”. 额外 教授 是 允许 在 外 兼职 的 . 到 了 ' 功 行 圆满 , 成 了 
正果 ”, 就 是 ordinary (常规 的 ) 教授 了 , 这 里 译 为 “正教 授 ” 没有 与 “副教授 ” 唱 对 台 戏 的 意思 , 只 
是 “正常” 的 意思 . 现在 的 德国 已 经 没有 这 样 的 制度 了 .一 一 中 译本 注 
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年 起 则 为 “额外 教授 ”(extraordinary professor), 最 后 从 1839 年 起 才 任 正 教授 . 在 
他 的 教授 职务 任 内 , 他 还 在 国防 科学 院 和 建筑 科学 院 承 担 了 很 重 的 教学 任务 , 从 那 
以 后 , 几 个 领域 的 联合 请 一 位 Dozent, 在 柏林 是 累 见 不 鲜 的 事情 . 1855 年 , 他 应 召 
去 格 丁 根 继任 高 斯 的 职务 , 但 他 已 经 余 日 不 多 : 1859 年 就 去 世 了 . 

狄 利克 雷 在 数学 史上 的 长 存 的 意义 , 并 不 仅 在 于 他 的 科学 发 现 , 也 不 仅 在 于 他 
对 现代 讲课 技能 的 发 展 的 影响 . 他 英名 常 在 , 首先 是 由 于 他 掌握 与 交流 数学 知识 的 
特殊 的 方式 . 他 知道 怎样 把 他 清晰 的 来 自 内 省 的 概念 用 文字 表示 得 如 此 令 人 信服 ， 
使 人 们 认为 这 些 似乎 都 来 自 自明 的 推理 . 对 犹 利 克 雷 的 这 种 特殊 的 本 性 , 只 有 闵 可 
夫 斯 基 (Hermann Minkowski, 1864 一 1909, 德国 数学 家 ) 在 狄 利克 雷 诞辰 一 百 周 年 
的 纪念 讲演 ( 见 闵可夫 斯 基 《 全集》2: 447 页 以 下 ) 里 才 做 出 了 公正 的 评价 . 闵可夫 
斯 基 以 特别 感人 而 且 生 动 的 话语 描述 了 有 如 此 志趣 的 大 师 . 我 愿 引 用 他 的 棚 棚 如 生 
地 描述 狄 利克 雷 的 话 :“ 他 掌握 了 把 最 多 的 看 得 见 的 思想 和 最 少 的 盲目 的 公式 连接 
起 来 的 艺术 .” 

对 于 狄 利克 雷 , 教学 与 研究 是 不 可 分 离 地 连接 在 一 起 的 , 所 以 我 在 这 里 要 按 此 
方向 来 讨论 狄 利克 雷 的 活动 . 

狄 利 克 雷 首先 是 在 数论 方面 , 在 完成 高 斯 赋予 这 一 领域 的 任务 上 , 得 到 最 大 的 
成 功 . 他 总 是 带 着 一 本 《算术 研究 》 在 身边 , 反 反 复 复 地 攻读 . 他 把 此 书 的 陈述 简 
化 了 , 使 得 更 多 的 读者 能 够 懂得 此 书 . 他 自己 的 创造 也 就 由 此 产生 , 其 中 最 有 意义 
的 是 : 他 证 明了 在 任意 的 、 首 项 与 公差 互 素 的 算术 级 数 中 均 有 无 穷 多 个 素数 (1837， 
见 《 犹 利克 雷 全 集 》1: 313 页 以 下 ); 决定 了 具有 给 定 判别 式 的 二 元 二 次 型 类 的 数目 
( 见 Crelle 杂志 18: 1838 页 以 下 ); 还 有 代数 数论 的 开创 (1840 年 以 后 ). 前 两 个 问 
题 是 密切 相关 的 . 狄 利克 雷 为 后 代 指 明了， 整个 数论 的 发 展 方 回 的 伟大 成 就 就 在 于 
把 解析 函数 应 用 于 数论 ; 特别 是 , 他 思考 的 中 心 在 于 形 如 》， - 的 级 数 (现今 称 为 


狼 利 克 雷 级 数 ). 他 的 最 重要 的 发 现 之 一 , 后 来 成 为 后 继 的 工作 的 模型 的 , 就 是 他 天 
才 地 应 用 单位 根 分 离 出 他 所 需要 的 各 项 (今天 称 为 “mod rm 特征 *) 在 代数 数论 方 
面 , 狄 利克 雷 把 由 整 系数 方程 


z+ar" t+br" +...+p=0 


所 决定 的 量 , 即 其 根 ( 戴 德 金 称 之 为 “代数 整数 ”) 放 在 中 心 位 置 , 从 而 推广 了 二 次 
无 理 数 和 分 圆 数 的 理论 , 并 且 研 究 这 些 方程 所 决定 的 “ 域 "( 今 天 的 用 语 ) 的 单位 元 . 
所 谓 单位 元 就 是 满足 具有 整 系数 的 方程 
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的 代数 整数 . 他 用 简单 的 方法 决定 了 域 中 单位 元 的 个 数 . 这 些 工作 的 特点 就 是 , 它 
们 第 一 次 在 存在 证 明 中 避免 了 直接 构造 所 需 的 对 象 , 甚至 不 必 提 出 构造 这 种 对 象 的 
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方法 . 

第 二 个 领域 , 分 析 的 基础 , 这 一 领域 因 狄 利克 雷 关 于 级 数 和 定 积分 的 讲义 而 特 
别 得 到 了 丰富 . 条 件 收 敛 的 清晰 概念 第 一 次 得 到 了 表述 : 通过 举例 , 可 以 清楚 地 认 
识 到 一 件 事实 , 即 条 件 收敛 级 数 通过 适当 地 重新 排列 各 项 的 次 序 , 可 以 趋向 任意 值 . 
这 一 点 与 对 于 级 数 的 “和 ”这 个 站 不 住 脚 的 概念 的 批判 联系 起 来 . 比 之 伟 里 叶 , 他 
把 三 角 级 数 的 收敛 性 放 在 更 坚实 的 基础 上 .分 段 连续 函数 和 单调 函数 的 概念 得 到 
了 更 明确 的 定义 和 界定 , 严格 地 证 明了 它们 可 以 用 三 角 级 数 表示 . 

第 三 , 狄 利克 雷 对 于 力学 和 数学 物理 也 有 兴趣 . 但 是 比 起 高 斯 和 傅 里 叶 来 , 狄 
利克 雷 喜 欢 的 是 更 加 抽象 、 更 加 数学 化 的 力学 和 数学 物理 , 他 得 出 了 以 下 的 定理 : 
质点 组 在 位 能 的 真正 的 极 小 值 处 可 以 得 到 稳定 的 平衡 . 这 个 定理 是 以 一 种 完全 归 
结 为 基本 概念 的 方式 得 到 的 , 表述 得 这 样 清楚 , 对 这 个 极 小 值 的 存在 , 他 没有 给 
必然 很 复杂 而 且 需 要 许多 公式 的 判 据 ， 犹 利克 雷 时 常 讲授 与 距离 的 平方 成 及 比 的 
力 , 用 我 们 今天 的 语言 来 说 , 这 就 是 位 势 理论 . 他 处 理 了 一 种 基本 的 边 值 问题 , 法 国 
人 至 今 还 称 之 为 “ 狄 利克 雷 问题 ”", 虽然 依 里 叶 和 其 他 许多 人 早 就 研究 过 这 个 边 值 
问题 . 狄 利克 雷 的 工作 的 创新 之 处 在 于 他 对 解 的 唯一 性 的 证 明 , 以 及 用 少数 几 个 基 
本 性 质 来 刻画 位 势 . 在 这 里 也 找到 了 “ 狄 利克 雷 原理 ”, 即 从 以 下 事实 推断 出 解 v 的 
存在 : 在 所 有 取 同 样 边 值 的 函数 中 , v 必 使 积 


Ov \” Ou\” Bo\ 
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达到 最 小 值 . 这 一 点 早 就 有 高 斯 和 开尔文 励 南 ( 即 William Thomson) 等 人 使 用 过 ， 
但 是 不 那么 充分 . 这 原理 后 来 由 于 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 批评 而 得 不 到 人 们 的 确认 , 直到 
希 尔 伯 特 才 把 它 放 在 了 稳固 的 基础 上 ( 见 Enz. II A 7b, Nos. 23-25; II C, No. 45). 

虽然 狄 利克 雷 并 没有 建立 一 个 严格 意义 下 的 学 派 , 他 的 讲义 对 后 世 许 多 杰出 的 
数学 家 却 有 很 大 的 影响 . 例如 其 中 有 : 艾 森 斯 坦 , 克 罗 内 元 , 戴 德 金 , 而 特别 超 于 其 
他 人 还 有 黎 曼 . 这 些 讲义 后 来 在 经 过 感恩 的 学 生 们 编辑 出 版 以 后 , 影 啊 就 更 大 更 深 
远 了 . 这 些 讲义 有 : 

《数论 》 (Zahlentheorie) 由 戴 德 金 编 辑 出 版 ; 分 析 , 以 《 定 积 分 》 (Bestimmte 
Integral) 为 标题 由 G. F. Meyer 编辑 出 版 (1871), 其 后 又 由 G. Arendt 于 1904 年 在 
不 伦 瑞 克 重新 编辑 出 版 (这 一 版 更 接近 犹 利克 雷 原 来 的 讲义 );《 论 与 距离 平方 成 反 
比 的 力 》 (Uber Krafte, die im umgekehrten Verhaltnis des Quadrates der Entfernung 
wirken) 由 von Grube 编辑 出 版 (1876). 

犹 利克 雷 关于 偏 微分 方程 和 电磁 学 的 思想 则 体现 在 黎 曼 由 Hattendorf 编辑 出 
版 的 讲义 里 . 

狄 利克 雷 的 讲义 , 在 经 过 进一步 发 展 以 后 , 甚至 在 今天 , 仍然 构成 适用 于 较 成 
熟 的 听众 的 课程 的 基础 . 但 是 我 愿 提出 狄 利 克 雷 的 教学 风格 与 今天 的 教学 风格 的 
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重要 区 别 . 狄 利 克 雷 总 是 只 对 少数 精 选 的 人 讲课 , 而 从 不 对 那些 准备 教书 的 人 的 大 
班 讲 课 , 因为 他 的 教学 内 容 对 于 这 些 人 被 认为 是 远 远 超过 了 标准 的 要 求 . 对 于 这 批 
人 , 在 格 丁 根 有 Stern 和 Ulrich 专门 为 他 们 开 的 课 . 在 他 的 漫长 的 教学 生涯 里 , 狄 
利克 雷 从 未 成 为 考试 委员 会 的 成 员 , 也 从 未 参与 主持 当地 的 数学 讨论 班 . 我 们 今天 
所 看 到 和 感觉 到 的 数学 的 新 发 展 , 以 及 它们 的 推论 , 首先 是 通过 雅 可 比 的 巨大 影响 
带 来 的 , 雅 可 比 的 影响 , 拆除 了 教 课 的 人 和 做 研究 的 人 之 间 的 藩 管 , 这 一 点 我 们 以 
后 还 要 详细 讨论 . 

犹 利克 雷 与 雅 可 比 有 多 年 的 亲密 友谊 , 但 是 与 雅 可 比 的 活跃 和 强势 不 同 , 狄 利 
克 雷 更 加 沉静 、 内 伍 甚 至 着 性 . 他 终生 为 之 奋斗 的 唯一 目标 , 就 是 要 能 清晰 地 洞察 
数学 思想 的 理想 的 和 谐 , 这 个 目标 引导 他 拒绝 了 所 有 外 来 的 影响 和 成 功 . 那些 沉静 
的 人 , 那些 寻求 并 且 得 到 了 自身 内 在 满足 的 人 , 他 们 的 命运 时 常 是 这 样 的 : 狄 利克 
雷 被 一 些 很 张扬 很 外 向 的 人 所 包围 . 狄 利克 雷 和 富裕 而 且 富 于 才华 的 门 德尔 松 家 族 
联姻 , 刻 大 作曲 家 费 利 克 斯 : 门 德尔 松 (Jacob Ludwig Felix Mendelssohn-Bartholdy, 
1809 一 1847) 的 妹妹 丽 贝 卡 (Rebekka Mendelssohn) 为 妻 . 因为 这 个 家 族 是 当时 相 林 
最 光辉 夺目 的 社交 生活 中 心 之 一 , 所 以 在 狄 利克 雷 短暂 的 格 丁 根 时 期 , 狄 利克 雷 夫 
人 自然 就 在 自己 身 劳 聚集 了 对 科学 和 艺术 最 有 兴趣 的 人 们 , 创造 了 一 个 生动 的 有 文 
化 的 社交 生活 ， 据说 狄 利克 雷 只 以 一 种 沉默 赛 言 毫 不 张扬 的 态度 参加 在 他 家 里 举 
行 的 社交 活动 . 那些 闪光 的 智慧 在 他 的 身边 只 是 一 些 不 断 起 伏 的 涟 洲 ， 而 与 狄 利克 
雷 自己 精神 世界 的 深 深 的 泣 涌 的 大 海 绝 对 无 法 相 比 . 一 位 狄 利克 雷 的 近亲 在 格 丁 根 
举行 的 狄 利克 雷 诞 辰 一 百 周年 的 纪念 会 上 对 我 证 实 了 这 一 点 , 还 说 那 一 次 他 特别 高 
兴 , 因为 在 这 个 仪式 上 第 一 次 对 狄 利克 雷 作 了 个 人 的 评价 , 而 以 往 在 他 家 里 总 只 是 
以 顺带 提 到 的 方式 来 赞扬 他 . 这 样 , 德国 社会 没有 做 到 它 所 许 计 3 地 那样 , 未 能 建立 
起 一 个 统一 的 文化 气氛 , 其 中 也 包括 精确 科学 元 素 , 作为 独特 的 有 价值 的 成 分 . 


当 我 们 转 到 狄 利克 雷 的 同时 代 人 和 同事 阿 贝尔 (Niels Henrik Abel, 1802 一 1829， 
挪威 数学 家 ) 时 , 我 们 就 被 引导 到 男 一 个 完全 不 同类 型 的 世界 了 . 

在 阿 贝 尔 号 上 , 我 们 看 到 我 们 的 科学 的 伟大 而 独创 的 天 才 之 一 . 他 和 休 罗 瓦 一 
样 , 完全 献身 于 最 纯粹 、 并 且 具 有 最 一 般 的 成 果 的 抽象 数学 问题 , 但 是 , 和 那 位 伟大 
的 法 国人 一 样 , 也 许 只 是 因为 他 们 的 不 们 天 折 , 使 他 们 都 未 能 在 其 他 方向 上 展现 自 
己 的 才能 . 

阿 贝尔 1802 年 8 月 5 日 出 生 于 挪威 小 城 芬 诺 (Finho) 的 一 个 牧师 家 里 . 他 生 
长 于 极度 的 括 据 之 中 , 深 受 贫困 和 明显 的 失败 的 折磨 , 而 变 得 很 善 恢 . 他 的 基本 的 
气质 是 深 深 的 忧郁 , 他 后 来 很 早 就 得 了 肺结核 病 也 部 分 地 与 此 有 关 ; 只 是 由 于 和 他 
的 挪威 朋友 的 活跃 的 关系 , 特别 是 对 于 自己 的 科学 成 绩 的 日 益 增长 的 热情 , 肺结核 
病 才 有 了 减轻 . 

我 们 通过 挪威 政府 在 1902 年 阿 贝 尔 诞 展 一 百 周 年 的 纪念 会 时 发 表 的 《纪念 
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文章 》(Memorian 对 于 阿 贝 尔 的 生平 和 人 格 有 了 详细 的 资料 , 那 时 , 来 自 各 国 的 数 
学 家 参加 了 这 次 纪念 会 . 这 篇 文章 对 于 由 西风 (Peter Ludwig Mejdell Sylow, 1832 一 
1918, 挪威 数学 家 ) 和 李 (Marius Sophus Lie, 1842 一 1899, 挪威 数学 家 ) 在 1881 年 
主编 的 标准 版 《 阿 贝 尔 全 集 》( 共 2 卷 ) 是 一 个 让 人 高 兴 的 补充 .中 

阿 贝 尔 完全 是 自学 成 才 的 . 在 他 从 事 学 习 时 , 有 些 数 学 朋友 的 建议 , 和 极 少 几 
本 他 能 得 到 的 数学 书 , 就 是 对 他 的 仅 有 的 支持 . 甚至 在 他 1822 年 进 了 死 里 斯 蒂 安 
尼 亚 大 学 以 后 , 情况 依然 如 此 , 因为 那 时 在 克里斯蒂 安 尼 亚 大 学 里 没有 数学 课程 . 
直到 1823 年 做 了 “studiosus” 1 后, 阿 风 尔 才 得 到 较 多 的 善意 的 关心 和 人 们 的 注意 ， 
更 值得 注意 的 是 , 这 个 职位 最 终 是 来 自 阿 贝尔 的 一 项 有 错 的 研究 : 他 相信 , 他 能 够 
用 根 式 来 解 出 一 般 的 五 次 方程 . 但 是 他 很 快 就 发 现 了 错误 , 而 且 沿 着 同样 的 道路 证 
明了 这 种 解法 是 不 可 能 的 . 这 个 定理 由 阿 贝 尔 作为 一 个 专门 的 小 册子 在 1824 年 发 
表 ( 即 《 全 集 》1: 28-33 页 ). 

这 个 结果 , 再 加 上 一 篇 关于 代数 表达 式 的 积分 的 论文 (原文 早已 遗失 ), 使 好 运 
突然 碰 上 了 贫困 中 的 阿 贝尔 : 他 得 到 一 笔 资 助 可 以 到 国外 作 学 术 访 问 . 这 次 出 访 对 
于 阿 贝 尔 有 决定 性 的 重要 性 . 他 的 主要 思想 是 在 这 时 产生 的 , 或 者 更 准确 地 说 , 他 
与 新 的 数学 环境 的 接触 , 迫使 他 把 这 些 思想 定形 , 而 且 加 以 贯彻 , 犹如 过 饱和 溶液 
只 要 最 小 的 外 界 震 动 就 会 结 品 一 样 . 

他 的 旅途 先 把 他 引 到 了 柏林 , 在 那里 他 从 1825 年 9 月 一 直 采 到 1826 年 2 月 . 
最 有 意义 的 是 , 他 一 到 柏林 就 见 到 了 克 雷 尔 . 克 雷 尔 那 时 已 经 是 一 个 45 岁 的 成 熟 
的 人 了 , 尽管 语言 交流 尚 有 困难 , 他 一 见 到 阿 贝 尔 就 看 出 了 在 这 个 答 拙 的 青年 人 刁 
上 的 伟大 的 天 才 . 克 雷 尔 说 服 他 为 Crelle 林 志 撰 稿 ， 克 雷 尔 一 直 是 阿 贝 尔 的 真诚 
朋友 , 而 且 对 阿 贝 尔 一 直 抱 有 热 望 . 在 克 雷 尔 家 里 , 这 个 饱 受 命运 折磨 的 人 得 到 了 
他 臣 需 的 友好 接待 和 鼓励 . 就 阿 贝 尔 而 言 , 他 也 以 极 大 的 信任 报答 了 这 种 大 度 . 他 
以 极 大 的 热情 回应 了 克 雷 尔 的 请 求 : Crelle 杂志 的 第 一 卷 就 有 阿 贝 尔 笔下 的 6 篇 文 
章 , 都 是 他 在 停留 于 柏林 的 短暂 的 时 间 里 写成 或 基本 完成 的 . 阿 贝 尔 的 全 部 身心 在 
绽放 , 这 是 在 他 的 悲 衣 的 一 生 中 仪 有 的 几 个 月 的 纯粹 的 欢乐 . 

在 他 这 个 时 期 的 工作 中 我 特别 要 提 到 那 篇 至 今 仍 为 经 典 之 作 的 关于 不 可 能 用 
根 式 求解 五 次 方程 的 文章 . 在 这 项 研究 中 假设 了 方程 的 系数 都 可 看 成 日 由 变化 的 
量 . 于 是 , 在 伽 罗 瓦 的 工作 中 出 现 的 任意 域 的 概念 在 这 里 并 未 出 现 (但 是 在 阿 贝 尔 

16] 纪念 文章 见 《 全 集 》96 页 附注 . 又 见 CG. A. Bjorknes, N. H. Abel, Tableau de sa vie et som 
action scientifigue (Paris, 1895) 和 Charles Lucas de Peslouan, N. H. Abel, Sa vie et son 0 evres 
(Paris, 1906). 最 后 应 该 提 到 阿 贝尔 全 集 的 第 一 版 (Holmboe 主编 , 出 版 于 克里斯蒂 安 尼 亚 , 1838 
年 ) 中 有 一 些 材料 未 被 收录 于 由 西 罗 和 李 主 编 的 第 二 版 中 . 

中 “studiosus” 一 词 的 准确 合 义 不 明 ， 从 一 些 关 于 阿 贝 尔 生 平 的 材料 看 来 , 1822 年 左右 , 阿 风 
尔 因为 父亲 去 世 而 要 担负 全 家 生活 的 重担 而 更 加 困顿 . 由 师 友 的 帮助 (主要 是 Holmboe), 他 得 


到 了 克里斯蒂 安 尼 亚 大 学 一 点 微薄 资助 ， 担任 一 点 辅导 或 者 类 似 家 教 的 工作 . “stuldiosuws” 可 能 指 
此 .一 一 中 译本 注 
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较 晚 的 工作 里 还 是 出 现 了 ). 这 里 采用 的 方法 是 做 出 最 一 般 的 根 式 表 达 式 , 然后 证 
明 这 种 表达 式 不 可 能 满足 一 般 的 五 次 方程 . 

除了 这 篇 文章 , 这 个 时 期 阿 贝 尔 的 工作 还 有 他 关于 二 项 级 数 的 论文 . 它 可 以 代 
表 阿 贝尔 对 于 分 析 的 精确 基础 的 最 重要 的 贡献 . 对 于 这 个 时 常 处 理 的 问题 , 阿 贝尔 
变 了 一 个 方向 , 而 来 讨论 : 如 果 级 数 


1 二 mizt+m2ar 十 70323 + 


收敛 , 那么 它 可 以 表示 什么 样 的 函数 ? 这 一 工作 可 以 看 做 阿 贝尔 在 柏林 停留 时 期 
的 直接 产物 , 因为 那 时 他 才 在 克 雷 尔 的 藏书 里 找到 了 一 本 柯 西 的 《分析 教程 》 不 
论 如 何 , 阿 贝 尔 发 现 了 柯 西 的 论述 中 的 毛病 岗 第 2 章 69 页 关于 分 析 与 代数 一 节 
中 关于 柯 西 未 能 理解 一 致 收敛 性 一 段 ], 并 在 本 文中 以 令 人 满意 的 方式 完成 了 它 . 他 
用 我 们 今天 所 称 的 阿 贝 尔 收 敛 性 定理 代替 了 它 四 : 若 一 寡 级 数 在 其 收敛 圆周 的 某 
一 已 知 点 处 收敛 , 则 此 震级 数 在 过 此 点 的 半径 上 一 致 收敛 , 而 此 寡 级 数 在 收敛 圆 内 
所 表示 的 函数 在 沿 径 向 趋向 此 点 时 有 极限 值 , 并 且 极 限 值 就 等 于 级 数 之 和 . 

1826 年 2 月 , 阿 贝 尔 和 几 位 挪威 朋友 一 同 去 意大利 旅游 . 他 们 在 威尼斯 一 同 
下 了 几 个 月 ;了 7 月 , 他 去 了 巴黎 , 在 那里 一 直 呆 到 当年 年 底 . 

他 在 巴黎 的 日 子 过 得 远 不 如 停留 在 柏林 愉快 . 在 巴黎 那个 高 雅 得 多 的 , 有 着 长 
和 久 而 且 光束 传统 的 科学 社会 里 , 阿 贝 尔 感 到 孤立 , 深 受 那个 环境 的 痛苦 . 他 完全 不 
可 能 接触 到 巴黎 科学 院 的 那些 大 人 物 , 特别 是 柯 西 , 虽然 他 已 经 在 10 月 30 日 提交 
了 他 的 伟大 著作 :“ 论 一 大 类 广泛 的 超越 函数 ”( Mémoire sur une classe tres Etendue 
de fonctions transcendentes) (以 下 简称 Mémoire) 一 文 , 其 中 就 包含 了 下 面 就 要 介 
绍 的 “ 阿 贝 尔 定 理 ”. 稿件 被 送 请 柯 西 提 意见 , 但 是 被 混在 一 大 堆 文件 里 搞 丢 了. 在 
柯 西 1830 年 被 流放 以 后 , 此 文 又 转交 给 日 尔 风 纳 保管 , 但 是 一 直到 1841 年 , 由 于 挪 
威 政府 的 坚持 才 得 以 发 表 (这 时 阿 贝 尔 已 经 去 世 12 年 , 而 文章 被 压 了 15 年， 中 
译本 注 ). 此 文 发 表 在 《学 者 向 巴黎 科学 院 提 交 的 论文 集 》 (Mémoires présentés par 
divers savants 6 WAcadémie des sciences) 第 7 卷 , 可 是 在 付 印 时 , 稿件 又 被 遗失 了 . 
这 篇 重要 文献 虽然 得 到 保存 , 但 是 太 迟 了 的 补偿 , 难以 弥补 这 篇 论文 所 受到 的 不 公 
正 的 对 待 , 和 阿 贝 尔 在 法 国 的 痛苦 经 历 造 成 的 疾病 与 痛苦 中. 

给 他 带 来 忧愁 的 , 除了 这 些 痛 苦 的 失望 以 外 , 还 要 加 上 其 他 因素 特别 是 经 济 上 
的 贫困 . 到 了 1826 年 底 , 这 些 使 得 阿 贝尔 的 人 生 更 加 暗淡 了 . 其 至 与 他 的 挪威 同胞 

8 在 数学 中 以 阿 贝尔 命名 的 定理 和 概念 很 多 . 这 个 结果 在 国内 常见 的 数学 分 析 或 复 分 析 教 本 
中 常 称 为 “ 阿 册 尔 定理 ”( 或 “ 阿 贝 尔 第 二 定理 ”), 而 本 书 中 所 谓 “ 阿 贝尔 定理 ” 则 指 下 面 的 关于 
椭圆 积分 的 定理 .一 -中 译本 注 
9 在 阿 贝尔 去 世 以 后 , 1830 年 , 他 得 到 了 巴黎 科学 院 的 大 奖 . 关于 阿 贝尔 这 篇 论文 的 命运 , 详 


风 工 . Konigsberger, “关于 椭圆 超越 函数 的 历史 ” (Zur Geschichte der elliptischen Transcendenten) 
(Leipzig 1879), 30 页 以 下 . 
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的 友谊 -有 一 幅 著名 的 阿 贝尔 的 水 彩 画像 就 是 这 些 朋友 之 一 画 的 一 也 只 能 使 
他 的 情绪 暂时 地 好 一 些 . 然而 尽管 有 这 些 极 深刻 的 注 表 和 极端 缺少 个 人 的 支持 , 巴 
黎 对 于 阿 贝尔 在 科学 上 的 发 展 仍 是 很 有 益 的 , 我 们 下 面 会 比较 详细 地 讨论 这 一 点 ， 

我 现在 要 尽 本 书 篇 幅 的 许可 , 较 深入 地 讨论 Mémoire 的 最 重要 的 部 分 , 即 “ 阿 
贝尔 定理 ”， 

阿 贝尔 定理 是 椭 贺 积分 的 加 法 定理 的 含义 深远 的 推广 ， 欧 拉 早 就 发 现 , 形 如 
帮 R(s, VE) dz 供 中 f 是 四 次 或 三 次 多 项 式 ) 的 有 限 和 仍 可 写 为 一 个 同样 类 
型 的 积分 , 加 上 积分 号 下 的 那 一 类 的 量 的 一 个 代数 或 对 数 函 数 : 


ee Vfal) ) Pe) dz 
= [a (2%, VF) ) dz + Ri @ V fala);b, Vi Vi， VFN) ) 
+ 》 const . log R» @ V fala);b, VvV fa(0); ;hh, v falh);N, fatN)) . 


现在 , 某 种 类 似 的 公式 对 于 一 般 的 超 椭 圆 积分 或 称 “ 阿 贝尔 积分 * / R(z,y) dz 也 
成 立 , 这 里 z,y 由 一 个 一 般 的 代数 方程 F(z,y) = 0 相 联系 . 这 种 积分 的 有 限 和 一 
般 地 不 可 能 用 一 个 同类 型 的 积分 (加 上 代数 或 对 数 函数 ) 来 表示 , 而 需要 用 到 p 个 
这 类 积分 才 行 , p 则 依赖 于 代数 方程 F(z,y) = 0 的 本 性 . 数 p 耗费 了 阿 贝尔 大 量 
精力 , 正 是 后 来 克 菜 布什 所 谓 的 代数 方程 F(x,y) = 0 的 “ 亏 格 ”(genus) (使 用 字母 
p 来 记 此 数 则 始 自 黎 曼 )， 这 就 是 阿 贝尔 定理 , 对 于 最 低层 次 的 超 椭 贺 积分 , 我 们 有 
=y2 一 fo(z), (这 里 有 (z) 是 z 的 六 次 或 五 次 多 项 式 ) 可 以 证 明 p = 2. 所 以 我 们 
有 


a h 
| Re vit)) dt | Rs VI) drt.+ R (z, VC ) dz 


= { Re js(a)ar + Re VR) a 
+R: (a, Vola);... ;h, Vfe(h); A, Ve(A); B, Vfs(B)) 


+ Dconst log Ra (a, VJslo);. ;h, Vfolh); A, VFo(A); B, VetB)) 


阿 贝尔 在 巴黎 的 停留 , 尽管 有 那么 多 痛苦 与 担忧 , 仍然 推进 了 他 的 工作 , 这 主 
要 是 由 于 他 对 当时 法 国 数学 有 了 更 好 的 知识 而 得 到 的 激励 .他 通过 学 习 柯 西 和 勒 
让 德 的 著作 懂得 了 如 何 重新 评价 自己 的 工作 , 又 回 到 自己 一 些 老 的 思想 . 柯 西 的 榜 
样 襄 励 他 在 复 域 里 工作 而 无 需 长 惧 . 在 勒 让 德 的 工作 中 , 他 则 看 到 了 一 种 为 建立 椭 
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圆 积 分 的 理论 的 不 知 疲倦 的 努力 . 1811- 一 1819 年 勒 让 德 的 《 积分 学 练习 》( Exercises 
de calcul integrals) 第 一 次 出 版 , 其 中 就 包含 了 椭圆 积分 理论 , 而 在 阿 贝 尔 停 留 于 巴 
黎 期 间 , 勒 让 德 正在 准备 第 二 版 , 并 于 1827 一 1832 年 间 出 版 , 更 名 为 《椭圆 函数 和 
欧 拉 积分 论著 》(Traité des fonctions elliptiques et des intégrals eulériennes). 


dx 

广 此 新 的 影响 贝尔 第 一 类 杭 圆 积分 
在 这 些 新 的 影响 下 , 阿 贝 尔 在 巴黎 着 手 把 关 于 第 一 类 椭圆 积 分 / 
反 演 的 思想 做 出 来 先是 打算 投 交 日 尔 网 纳 的 《年 刊 ) 发 表 这 个 思想 蒙 回 于 


他 的 思想 里 已 经 有 好 几 年 了 . 1826 年 12 月 , 他 就 双 纽 线 的 分 划 问 题 和 复数 写 信 给 
克 雷 尔 和 日 尔 网 纳 . 下 一 年 , 这 些 初步 的 东西 成 长 为 他 的 《关于 补 圆 函数 的 研究 》 
(Recherches sur les fonctions elliptigues) (以 下 简称 为 Recherches), 此 文 并 没有 按 原 
来 的 打算 发 表 在 日 尔 风 纳 的 《年 刊 》 上 , 而 是 发 表 在 Crelle 杂志 上 , 第 一 部 分 (1827 
年 9 月 20 日 ) 见 第 二 卷 , 第 二 部 分 (1828 年 5 月 26 日) 见 第 三 卷 . 因为 高 斯 在 自己 
的 结果 上 路 路 不 前 , 这 篇 伟大 著作 就 在 广大 数学 界面 前 标志 着 椭圆 函数 理论 一 -与 
勒 让 德 的 椭圆 积 分 相对 立 一 一 的 起 始 . 
阿 贝 尔 把 第 一 类 椭圆 积分 写成 以 下 形状 : 


“= | dz 
(1 — e272) (1 + e272) 


以 展现 其 双 周 期 性 . 他 的 思想 是 把 这 个 积分 反 演 而 考虑 函数 z = g(a). 由 双 周 期 
性 , 阿 贝 尔 得 到 了 椭圆 函数 的 乘法 和 除法 ( 即 除 法 方程 的 代数 解 ); 最 后 , 通过 求 极 
限 , 他 又 能 够 把 wo) 表示 为 两 个 双 无 穷 乘 积 之 商 . 

阿 贝 尔 在 这 项 研究 中 遵循 的 路 径 与 高 斯 所 采取 的 方向 恰好 相同 , 说 实在 的 , 两 
人 的 工作 甚至 记号 都 部 分 地 重合 . 所 以 , 阿 贝 尔 回 避 着 不 去 看 望 高 斯 , 就 更 加 令 人 
遗憾 了 . 高 斯 本 是 一 定 会 以 最 热烈 的 同情 心 , 来 对 待 这 一 项 与 他 自己 的 工作 如 此 相 
像 的 努力 的 . 看 来 , 勒 让 德 和 其 他 人 和 压 大 地 警告 了 阿 贝尔 , 说 高 斯 难以 接近 , 所 以 阿 
贝尔 在 1827 年 从 巴黎 回 到 相 林 的 旅程 里 , 绕 过 了 格 丁 根 的 高 斯 , 这 只 能 用 阿 贝尔 
的 闭 层 来 解释 . 

尽管 在 科学 上 有 了 巨大 的 成 功 , 阿 贝尔 甚至 在 回 到 柏林 后 也 未 能 摆脱 狂 丧 的 心 
情 . 他 第 一 次 重病 . 但 是 最 坏 的 时 刻 是 在 他 于 1827 年 回 到 殉 里 斯 带 安 尼 亚 时 来 到 
的 . 他 多 次 谋求 一 个 职位 不 成 而 失望 , 所 以 只 能 以 作为 一 个 “stwudiosus 阿 贝尔 ”来 
打发 时 光 , 穷 得 像 一 个 教 答 里 的 老鼠 (这 是 阿 贝尔 目 己 的 话 ). 1828 年 有 一 段 短 时 间 ， 
他 作为 大 学 的 代课 讲师 , 算是 职位 上 小 小 的 短暂 的 改进 . 但 是 他 很 快 就 病 染 沉 阅 再 
也 不 能 抵抗 . 他 于 1829 年 4 月 6 日 去 世 , 离 被 聘 到 柏林 大 学 这 个 好 消息 的 到 达 早 
了 几 天 ! 

考虑 到 这 些 令 人 退 丧 的 悲剧 式 的 环境 , 只 能 更 加 敬佩 这 个 人 的 人 格 与 天 才 . 因 
为 尽管 有 这 一 切 , 他 在 这 几 年 里 仍然 完成 了 他 的 Recherches 和 一 些 相关 的 问题 , 娘 
戏 似 地 克服 了 最 一 般 问题 的 最 大 的 困难 . 
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阿 贝尔 临终 时 的 几乎 超人 的 、 可 能 加 速 了 他 的 终结 的 努力 , 至 少 部 分 地 要 归结 
为 一 个 新 的 来 自 外 界 的 推动 : 这 就 是 雅 可 比 的 出 现 . 在 我 们 面前 又 一 次 出 现 了 我 们 
在 非 欧 几 何 情况 下 所 曾 看 到 的 景象 : 一 个 新 思想 多 年 沉睡 在 高 斯 的 文件 里 , 却 突然 
间 几 乎 同时 出 现在 两 个 年 轻 而 有 才气 的 心灵 里 , 然后 他 们 又 激烈 地 争夺 创造 的 采 


誉 


雅 可 比 遵循 勒 让 德 的 工作 , 但 是 走 得 远 得 多 . 恰好 在 1827 年 9 月 在 舒 马赫 的 
《天 文学 通讯 》(4stromische Nachrichten) 发 表 了 一 篇 文章 , 其 中 提出 了 一 个 一 般 
定理 , 指出 对 于 各 种 变换 次 数 的 椭圆 积分 , 都 有 有 理 变 换 存 在 . 到 11 月 , 他 又 发 表 
了 其 证 明 , 其 中 也 用 到 了 双 周 期 性 以 及 反 演 的 思想 . 

下 一 年 , 即 1828 年 , 我 们 看 到 阿 贝尔 和 雅 可 比 为 了 建立 椭圆 郴 数 的 理论 , 进行 
了 令 人 精 疲 力 尽 的 角力 . 所 攻 的 问题 虽 完 全 相同 , 两 位 对 手 的 基本 相 异 的 性 格 却 尖 
锐 地 显现 出 来 . 阿 贝尔 以 更 大 的 才气 掌握 了 最 一 般 的 问题 . 他 的 最 有 效力 的 本 事 在 
于 数学 思想 方面 一 一 这 是 一 种 完全 抽象 , 绝 无 几 何 直觉 的 思想 . 雅 可 比 则 不 同 , 虽 
然 每 一 步 都 如 神 来 之 笔 , 来 自 他 的 才智 的 指导 , 每 一 个 结果 都 被 他 以 才华 横 洲 的 计 
算 绝 技 , 安放 在 坚固 的 结构 上 . 雅 可 比 不 知 疲倦 地 追随 着 自己 的 聪明 所 指示 的 道路 ， 
克服 了 一 切 困 难 , 到 达 了 目的 地 ; 阿 贝尔 的 心灵 却 有 一 种 把 他 提升 到 高 空 的 力量 , 使 
他 能 看 到 更 一 般 的 目的 地 , 毫 不 费力 地 飞翔 , 马 梧 者 一 切 ， 

不 幸 的 是 , 我 不 能 更 详细 地 讨论 这 场 角力 的 细节 ,因为 各 个 数学 家 对 此 兴趣 不 
同 . 我 宁可 向 大 家 推荐 西 罗 在 1902 年 的 阿 贝 尔 全 集中 为 阿 贝尔 写 的 《 纪念 文章 》， 
以 及 雅 可 比 诞辰 一 百 周 年 《纪念 文集 》 中 工 . K6nigsberger 所 写 的 文章 no . 我 们 在 
此 只 能 满足 于 指出 其 某 些 要 点 ， 

在 阿 贝 尔 一 方 , 我 们 首先 看 见 了 他 在 4 天 文学 通讯 MAstronomische Nachrichten) 
上 于 1828 年 5 月 发 表 的 论文 , 其 中 包含 了 关于 变换 理论 的 最 一 般 的 形式 ( 见 《 阿 
贝尔 全 集 》I,，No 29)， 阿 贝尔 在 这 里 也 涉及 复数 乘法 , 但 只 是 提 了 一 下 ， 这 篇 文 
章 引 起 了 雅 可 比 最 大 的 仰 昔 . 他 写 信 给 勒 让 德 说 对 于 此 文 他 既 “ 找 不 到 赞颂 之 词 
(au-dessus de ses Eloges); 对 它 做 出 评价 , 也 “超出 了 他 的 能 力 ”(au-dessus de ses 
jorces)， 接 中 而 来 又 看 到 了 阿 贝 尔 的 内 容 广 泛 的 系列 文章 “椭圆 函数 理论 概要 ” 
(Précis d’une théorie des fonctions elliptiques)， 其 中 只 有 第 一 篇 概要 部 分 发 表 了 
(Crelle 杂志 , 4, 1829). 

雅 可 比 则 用 一 系列 高 度 有 趣 的 文章 “关于 顶 圆 函数 理论 的 注 记 ” (Notices su 
la théorie des fonctions elliptiques) 填 满 了 Crelle 杂志 的 第 三 卷 和 第 四 卷 ， 然 后 
在 1829 年 又 出 版 了 《椭圆 函数 理论 的 新 基础 》 一 书 (Fundamenta Nova Theoriae 


9] 这 两 篇 文章 分 别 是 N.H. Abel: Mémorial pubhé & Uoccasion du centenaire de sa naissance 
(Chriatiania, 1902), 另 一 篇 是 Konigsberger, CO. J. G. Jacobi, Festschrift zur Feier der hundertsten 
Wiederkehr seines Geburtstages (Leipzig, 1904). 义 见 Konigsberger, Zur Geschichte der elliptischen 
Transcendenten in den Jahren, 1826—1829, (Leipzig, 1879). 
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Functionum Blliticarum, Konigserg, 1829, 即 柏 林 科 学 院 从 1881 年 开始 出 版 的 七 卷 
本 雅 可 比 《 全 集 》 的 第 一 卷 ). 

把 这 两 位 大 师 的 工作 加 以 比较 , 同时 还 把 这 些 工作 与 他 们 的 竞争 者 高 斯 (虽然 
他 们 二 位 都 不 知道 他 们 其 实 是 在 与 高 斯 竞争 ) 关于 这 方面 的 结果 加 以 比较 , 就 可 以 
看 出 , 雅 可 比 的 突出 的 成 就 , 至 少 是 他 的 后 期 工作 的 突出 成 就 , 在 于 独立 的 超越 函 
数 9 函数 理论 和 他 对 于 其 中 的 关系 式 的 计算 一 一 这 些 东 西高 斯 当然 都 知道 . 阿 由 
尔 则 在 处 理 任 意 代 数 函 数 的 积分 上 阿 贝 尔 定理 给 了 他 开启 的 钥匙 一 一 超过 了 
他 的 两 位 同行 . 但 是 在 有 一 点 上 高 斯 始终 是 胜利 者 : 只 有 他 才 有 模 函 数理 论 . 

阿 贝 尔 去 志 , 这 个 在 数学 史上 几 无 其 匹 的 发 展 也 就 中 断 了 . 雅 可 比 , 作为 仅 存 
者 , 还 在 继续 工作 , 孤独 地 , 然而 不 时 忆 及 他 的 可 敬 的 同行 阿 贝尔 . 雅 可 比 一 般 不 大 
倾向 于 承认 他 人 ,但 是 为 了 表示 承认 阿 贝 尔 的 功绩 , 创造 了 诸如 “ 阿 贝尔 超越 函数 ” 
或 “ 阿 贝 尔 定理 ”这 样 的 名 词 . 

我 本 来 必须 就 此 结束 关于 阿 贝 尔 的 成 就 的 思考 了 . 不 幸 的 是 , 我 在 前 面 就 已 经 
不 得 不 跳 过 更 深入 地 讨论 他 对 于 代数 方程 求解 的 工作 , 虽然 他 留 下 了 那么 多 直接 引 
向 伽 罗 瓦 的 工作 . 

但 是 我 还 不 愿 就 这 样 离开 这 位 在 数学 史 中 极 为 罕见 的 理想 的 研究 者 ， 我 不 能 
不 想起 男 一 个 领域 里 的 男 一 个 人 物 , 虽然 数学 和 音乐 两 个 领域 完全 不 同 , 这 两 个 人 
却 有 相关 之 处 . 虽然 阿 贝 尔 和 许多 数学 家 一 样 , 宣 无 音乐 才能 , 但 是 把 他 这 类 人 , 就 
其 作品 和 人 格 与 莫扎特 比较 一 下 , 应 当 不 算是 我 太 过 唐 突 . 可 以 为 这 位 数学 家 树立 
一 座 纪 念 碑 , 类 似 于 为 莫扎特 在 维也纳 的 那 种 式样 的 纪念 碑 : 他 单纯 地 、 训 不 张扬 
地 站 在 那里 倾听 , 优美 的 天 使 们 在 四 周 飞翔 , 欢乐 地 带 给 他 来 自 男 一 个 世界 的 灵感 . 

但 是 与 此 相反 , 我 必须 提 一 下 在 克里斯蒂 安 尼 亚 确实 为 阿 贝尔 竖 的 纪念 碑 , 那 
座 纪 念 碑 必 定 会 使 任何 一 个 对 阿 贝尔 的 天 性 多 少 有 些 了 解 的 人 感到 十 分 不 满 : 在 
高 高 丛 立 的 陡峭 的 花岗岩 基 座 上 , 站 着 一 位 拜 伦 式 的 运动 员 , 踩 在 两 个 灰色 的 牺牲 
物 喘 上 , 面 朝 着 天 空 . 如 果 您 要 这 人 么 想 , 您 当然 可 以 说 这 位 英雄 是 人 类 精神 的 符号 ， 
但 是 想 一 下 那 两 个 怪物 有 何 次 意 , 就 不 得 其 解 了 . 它们 是 被 征服 了 的 五 次 方程 和 椭 
圆 函 数 吗 ?还 是 他 的 每 日 生活 里 的 痛 将 和 担忧 呢 ? 基 座 上 用 大 大 的 字母 欠 刻 着 阿 
贝尔 的 名 字 : ABEL. 


我 们 现在 转 到 一 个 完全 不 同 的 人 物 , 他 就 是 阿 册 尔 的 伟大 对 手 : 雅 可 比 . 比 之 
阿 贝 尔 , 他 没有 那么 深刻 和 那么 具有 独创 性 , 但 是 更 加 多 产 ; 他 不 仅 追 求 纯粹 的 科 
学 知识 , 也 有 使 这 些 知识 成 为 有 用 的 热 望 . 他 有 一 种 影响 他 人 的 欲望 , 这 种 欲望 以 
两 种 方式 表现 出 来 : 首先 表现 在 一 种 出 色 的 教学 才能 上 ; 其 次 , 他 总 是 尽 一 切 可 能 
把 自己 的 人 格 加 诸 于 人 . 他 的 思想 尖锐 敏捷 , 特别 表现 在 他 的 著名 的 使 人 项 惧 的 挖 
译 人 的 才能 上 . 这 是 他 在 不 断 的 争斗 中 的 有 效 武器 , 而 这 些 争斗 又 多 是 由 他 的 员 员 
琐 人 的 性 格 引 起 的 . 而 且 他 使 用 起 这 些 武 入 时 又 不 太 考虑 场合 . 
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阿 贝尔 和 雅 可 比 不 仅 内 在 天 性 有 尖锐 的 差别 , 他 们 的 外 在 环境 也 是 大 不 相同 . 


雅 可 比 于 1804 年 12 月 10 日 出 生 在 波茨坦 一 个 银行 家 家 里 . 他 在 舒适 的 环境 
中 长 大 , 有 一 个 富裕 而 且 智力 活跃 的 家 庭 , 得 到 那个 时 代 所 能 提供 的 最 有 利 的 教育 
条 件 . 经 过 一 段 早 熟 的 有 才智 的 学 校生 活 以 后 , 他 进 了 柏林 大 学 . 他 在 那里 很 少 听 
数学 课 , 而 宁愿 自己 学 数学 , 特别 是 全 神 贯 注 地 读 欧 拉 的 著作 . 但 是 , 他 也 在 很 广泛 
的 科目 中 , 给 了 自己 以 综合 的 基本 的 教育 . 特别 是 , 他 继续 了 早年 就 有 的 对 于 古典 
语言 的 兴趣 , 有 一 段 时 间 还 是 博 赫 (Phillip August Bickh, 1785 一 1867, 德国 古典 文 
献 学 家 ) 领导 下 很 兴旺 的 古典 文献 讨论 班 的 热心 的 成 员 . 他 在 那里 受到 的 影响 对 于 
他 有 持久 的 重要 性 . 特别 是 , 那个 圈子 里 很 盛行 的 , 以 纯粹 科学 的 高 级 文化 , 以 及 为 
此 而 发 展 的 教育 体系 为 理想 , 对 于 他 的 教学 活动 是 决定 性 的 . 


1825 年 秋 , 他 获得 博士 学 位 以 及 在 大 学 讲课 的 资格 . 1826 年 的 复活 市 学 期 , 他 
来 到 哥 尼 斯 堡 大 学 , 和 狄 利克 雷 在 柏林 大 学 -一样 , 依次 担任 Dozent、 额 外 教授 (1827) 
和 正教 授 (1831), 在 17 年 的 长 时 间 里 , 得 到 了 杰出 的 成 就 . 有 一 件 小 事 倒 是 表现 了 
雅 可 比 的 个 性 和 行为 : 他 在 进入 哥 尼 斯 堡 大 学 的 教授 会 时 , 遇 到 了 一 些 麻 烦 ,“ 因 为 
他 对 其 中 每 一 个 人 都 说 过 不 中 听 的 话 .” 但 是 , 最 后 由 于 他 的 科学 成 就 无 可 争辩 的 
重要 性 , 他 还 是 成 功 了 . 他 的 非 同 寻常 的 多 产 以 及 精力 充沛 的 活动 , 使 他 在 1843 年 
终于 病 倒 . 他 不 得 不 去 意大利 恢复 健康 一 年 半 , 然后 接受 柏林 大 学 一 项 纯粹 只 搞 学 
术 活 动 而 没有 教学 任务 的 职务 . 尽管 他 在 这 个 职位 上 一 般 说 来 生活 平静 一 一 虽然 也 
遇 到 一 些 麻烦 (在 19 世纪 40 年 代 末 失去 了 所 有 财产 ) 一 一 他 却 再 也 没有 回 到 以 往 
成 就 的 水 平 . 还 有 , 政治 环境 把 这 个 原来 忠于 君主 制 的 学 者 , 变 成 了 一 个 革命 派 (至 
少 皇室 是 这 样 想 ), 这 就 使 站 可比 多 病 的 晚年 更 加 黯淡 . 他 于 1851 年 2 月 18 日 死 
于 天 人 花 . 


从 狄 利克 雷 夫 人 ,目光 锐利 的 丽 贝 卡 ， 狄 利克 雷 在 雅 可 比 去 世 时 的 一 封 信里 ， 
对 雅 可 比 的 性 格 , 以 及 比 他 沉静 的 同时 代 的 狄 利克 雷 的 性 格 , 可 以 有 一 点 概观 . 她 
在 信里 写 道 : “他 和 狄 利克 雷 的 关系 是 这 么 好 , 既 可 以 坐 在 一 起 好 几 个 小 时 , 按 我 的 
说 法 是 “保持 数学 上 沉默 ， 也 可 以 完全 互 不 相让 , 而 时 常 是 犹 利 克 雷 告诉 他 辛辣 的 
真理 , 雅 可 比 理解 得 那么 好 , 雅 可 比 的 伟大 的 精神 知道 如 何 屈服 于 狄 利克 雷 的 伟大 
性 格 .… mn 


雅 可 比 是 那么 多 产 , 数学 中 几乎 没有 一 个 领域 是 他 没有 接触 过 的 . 他 不 仅 极 大 
地 推进 了 椭圆 函数 理论 (这 似乎 是 他 最 具 独 创 性 的 工作 ), 他 也 致力 于 应 用 数学 . 在 
这 一 方面 , 也 和 他 的 纯粹 数学 的 工作 一 样 , 他 时 常 追 随 高 斯 . 在 哥 尼 斯 堡 时 期 , 他 受 
到 与 贝 塞 尔 关 于 天 文学 的 通信 的 影响 . 他 的 以 哈密 顿 (Sir William Rowan Hamilton， 
1805 一 1865, 爱尔兰 数学 家 ) 的 工作 为 基础 的 关于 力学 , 一 阶 偏 微分 方程 和 变 分 法 的 
工作 也 属于 这 个 时 期 . 在 所 有 这 些 领域 里 , 他 都 把 研究 推进 到 进行 数值 计算 的 地 步 . 
但 是 我 们 现在 要 看 一 看 他 在 纯粹 数学 里 的 创造 , 特别 是 他 的 超越 清 数 理论 , 这 是 今 
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后 几 十 年 里 高 等 数学 发 展 的 中 心 . 

在 他 的 《椭圆 函数 理论 的 新 基础 ) 一 书 于 1829 年 出 版 以 后 , 雅 可 比 最 重要 的 进 
展 在 于 把 椭圆 顶 数 的 处 理 放 在 3 级 数 及 其 各 个 恒等式 的 基础 上 . 他 在 1837 一 1838 
年 的 伟大 的 十 小 时 讲演 录 (后 经 博 卡 特 (Karl Wilhelm Borchardt, 1817 一 1880, 德国 
数学 家 , 雅 可 比 的 学 生 ) 编 人 雅 可 比 《 全 集 》1: 497 页 以 下 ) 中 就 是 遵循 的 这 条 道 
路 . 自 雅 可 比 以 后 , 3 这 个 记号 就 成 了 标准 的 记号 (“ 雅 可 比 函 数 ” 一 词 在 德国 则 一 
般 不 太 采 用 ), 它 总 是 表示 


CD 
2 
» ear 十 2bv 


这 种 类 型 的 级 数 , 其 中 


Q = NAiwi/w2, b= Niu /wy. 


雅 可 比 从 椭圆 函数 的 这 种 表示 法 开始 , 转 而 研究 所 谓 “ 阿 贝尔 冰 数 ”. 但 是 他 在 
寻找 这 种 新 超越 函数 时 , 一 开始 就 误 入 卜 途 . 以 椭圆 积分 为 模型 , 似乎 很 自然 地 应 
该 把 反 演 的 思想 用 于 超 椭 圆 积 分 . 在 最 低 的 p = 2 的 情况 下 , 者 把 “处 处 有 限 ” 的 
积 


[ dz _, 和 三 Zad7 _ 

V fel7) V fel2) 

进行 反 演 , 就 会 得 到 多 周期 函数 zlwi) 和 z(w2), 但 是 它们 的 行为 令 人 迷惑 难 解 . 雅 
可 比 证 明了 , 只 要 对 这 4 个 周期 加 一 个 无 穷 小 增 量 , 就 能 使 z(w) 和 z(wo) 在 每 一 
点 取 任 意 值 . 由 此 他 得 出 了 这 些 消 数 是 “不 合理 ”的 函数 的 结论 , 所 以 不 可 能 沿 这 
个 方向 推进 这 个 理论 . 

这 个 情况 首先 是 由 和 歼 曼 用 他 的 多 叶 曲 面 这 个 新 概念 浴 清 的 ， 函 数 z(wi) 和 
zf(u2) 处 处 都 是 “合理 ”的 解析 函数 , 不 过 都 是 无 穷 值 的 . 它们 的 歼 曼 曲面 可 以 通过 
把 两 个 沿 切 口 相 连接 的 平行 四 边 形 ( 见 图 4) 映射 无 穷 多 次 而 得 . 对 每 一 个 ww 值 , 都 
有 无 穷 多 个 z, 而 且 可 能 任意 地 通 近 任意 给 定 的 数 . 但 是 , 这 些 属于 同一 个 w 值 的 
几乎 相同 的 x 却 位 于 不 同 叶 上 . 


虽然 雅 可 比 远 未 看 到 这 一 点 , 他 却 找到 了 一 个 大 胆 而 且 真 正 漂亮 的 办 法 来 解 
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困 . 他 受到 阿 贝 尔 定理 的 启发 , 作 两 个 处 处 有 限 的 积分 之 和 


十 


广 dz To _ 
fel7) V felx) 


f qe hs + ZdZ wy 
V fel7) V felz) 

然后 断定 了 积分 上 限 的 对 称 函数 zi +za 和 zx1.z2 都 是 两 个 变量 wi ,ws 的 通常 意义 

下 的 多 周期 函数 , 从 而 是 单 值 的 . 它们 就 被 称 为 这 个 最 简单 情况 的 “ 阿 贝尔 函数 ”， 
处 理 这 个 问题 的 惊人 的 、 后 来 导致 很 有 趣 结 果 的 新 方法 , 发 表 于 Crelle 杂志 

(Bd.13, 1834 一 1835), 标题 为 “ 论 开 启 了 阿 贝 尔 超越 函数 理论 的 4 周期 两 变量 函数 ” 

(De functionibus duarum variabilium quadrupliciter periodicis quibus theoria tran- 

scendentium Abeliaonarum innititur). 这 个 创造 性 的 神 来 之 笔 真是 越 看 越 神 ， 因为 雅 

可 比 甚至 对 于 复 域 中 的 单 变量 也 数 的 性 态 也 还 只 有 不 充分 的 认识 , 而 且 这 个 大 胆 的 

直觉 的 进展 还 不 是 终结 : 雅 可 比 进一步 猜测 , 这 些 新 的 函数 可 以 用 重 3 级 数 
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来 表示 ， 这 里 Q11, O12, 022 是 周期 的 组 合 ， 而 V1, U2 是 U1, U2 的 线性 组 合 . 后 来 ， 巴黎 
科学 院 把 证 明 这 个 猜想 作为 的 一 个 悬赏 问题 提出 . 1846 年 罗 森 爱 因 (Johann George 
Rosenhain, 1816 一 1887, 德国 数学 家 , 雅 可 比 的 学 生 ) 解决 了 这 个 问题 , 获奖 的 论文 
发 表 在 1851 年 的 《学 者 向 巴黎 科学 院 提 交 的 论文 集 》 第 11 卷 中 . 在 此 文中 使 用 
的 , 基本 上 是 算术 的 方法 , 而 在 1847 年 格 佩 尔 (Adolph G6pel, 1812 一 1847, 他 虽然 
在 相 林 大 学 提交 的 博士 论文 是 关于 数学 的 , 但 后 来 则 是 中 学 教师 , 与 数学 界 殊 少 来 
往 ) 提交 给 Crelle 杂志 (Bd. 35) 的 论文 里 则 给 出 了 一 个 更 有 思想 , 也 更 加 流畅 的 
表述 . 

在 对 一 个 科学 问题 所 进行 的 如 此 猛烈 而 有 力 的 进攻 中 , 许多 细节 尚 不 完备 也 就 
不 足 为 奇 了 . 在 阿 贝尔 和 和 雅 可 比 的 理论 中 , 一 个 本 质 的 玖 漏 就 是 , 他 们 都 没有 看 到 
其 至 在 椭圆 积分 这 个 简单 情况 下 , 也 有 必要 证 明 由 反 演 所 得 的 函数 是 单 值 函 数 , 当 
然 也 就 说 不 上 去 证 明 它 了 . 我 们 已 经 看 到 , 正 是 这 一 点 使 得 雅 可 比 在 超 椭圆 积分 情 
况 下 陷 人 困境 . 

这 两 个 理论 也 都 缺少 模 函 数 这 个 很 大 的 领域 . 没有 对 于 模 函 数 的 性 态 的 精确 的 
洞察 , 没有 模 图 形 的 知识 (我 们 已 经 看 到 高 斯 是 具有 的 ), 就 不 可 能 有 完备 的 椭圆 函 
数理 论 . 在 雅 可 比 所 取 的 途径 中 , 特别 难 的 是 去 证 明 : 可 以 从 a = ilwi/w2) 的 可 容 
许 值 达到 As2 = A(wi/w2) 的 任意 值 . 

如 果 我 们 进 到 雅 可 比 关 于 偏 微 分 方程 的 工作 , 就 会 发 现 , 有 更 多 的 地 方 应 该 批 
评 . 特别 是 雅 可 比 完全 忽略 了 柯 西 的 存在 证 明 , 而 主要 是 去 处 理 “ 一 般 情 况 ” 等 等. 
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雅 可 比 急 不 可 待 地 想 要 向 前 推进 ,而 缺少 那 种 使 自己 的 工作 和 谐 地 完善 起 来 所 必需 
的 宁静 心情 . 据说 他 曾经 宣布 :“ 先 生 们 , 我 们 没有 时 间 搞 得 像 高 斯 那样 严格 . 


对 于 有 着 这 样 一 个 主动 而 又 强烈 的 精神 的 人 , 宁静 的 研究 是 不 够 的 , 所 以 我 们 
关于 他 的 描述 就 必须 也 要 把 他 的 广泛 的 活动 的 各 个 领域 , 以 及 它们 的 效果 都 包括 进 
来 . 这 一 点 首先 可 以 从 他 在 哥 尼 斯 堡 的 教学 活动 里 看 到 . 雅 可 比 对 他 的 学 生 的 影响 
是 巨大 的 . 其 至 最 有 抗拒 心 的 学 生 最 后 也 被 纳入 了 他 的 思维 模式 , 他 把 他 们 带 到 数 
学 雄心 的 顶峰 , 他 唤醒 了 学 生 们 对 他 所 提出 的 问题 的 烈火 一 般 的 兴趣 . 他 不 仅 如 高 
斯 和 狄 利克 雷 那 样 , 刺激 和 提高 了 学 生 们 的 能 力 , 而 且 还 强迫 他 们 谭 循 自己 的 思路 . 
因此 , 他 是 建立 广泛 而 且 持 久 的 学 派 的 最 佳人 选 . 事实 上 , 所 谓 的 “可 尼斯 堡 ” 学派 ， 
是 由 雅 可 比 和 代表 数学 物理 的 弗 衣 次 . 诺 依 曼 (Franz Ernst Neumann, 1798 一 1895， 
德国 数学 家 )"' 共同 创立 的 , 是 德国 的 第 一 个 具有 持久 重要 性 的 学 派 . (我 们 不 来 说 
受 兴 登 保 (Karl Friedrich Hindenburg, 1741 一 1808, 德国 数学 家 ) 的 影响 而 于 1790 
年 左右 在 菜 比 锡 出 现 的 只 有 短暂 的 重要 性 的 “组 合 学 ”学 派 , 因为 它 更 多 地 只 是 早 
前 的 某 个 科学 趋向 一 一 如 拉 格 朗 日 等 人 一 一 的 支流 , 而 不 是 一 项 新 的 科学 发 展 的 起 


事实 看 出 来 : 贝 塞 尔 拒 绝 参 加 它 的 从 1834 年 开始 举办 的 数学 -物理 学 讨论 班 (在 普 
便士 这 是 第 一 个 这 种 讨论 班 ). 

雅 可 比 的 学 派 在 大 师 离世 后 还 繁荣 了 30 年 以 上 , 这 特别 要 归功 于 他 的 得 意 门 
生 里 歌 洛 (Friedrich Julius Richelot, 1808 一 1875, 德国 数学 家 ) 的 努力 , 他 通过 热诚 
的 教学 工作 坚持 了 学 派 创立 者 的 传统 . 但 是 , 尽管 他 自己 不 想 这 样 做 , 却 也 不 可 能 
不 对 这 个 学 派 留 下 自己 的 印记 . 里 软 洛 认 为 他 必须 执行 的 一 大 堆 思 想 都 是 永远 不 能 
动 的 一 一 这 一 点 与 雅 可 比 大 不 相同 , 雅 可 比 总 是 想 变 一 点 新 花样 . 因为 里 软 洛 什么 
新 的 都 不 愿 增加 , 这 个 学 派 就 不 可 避免 地 会 落后 于 时 代 的 发 展 . 一 些 形式 的 东西 就 
变 得 越 来 越 重 要 , 例如 椰 圆 函数 的 研究 等 都 是 这 样 . 但 是 我 却 想 , 这 个 系统 的 慢 慢 
的 僵化 说 不 定 倒是 这 个 学 派 有 效 性 的 前 提 . 因为 只 有 少数 人 能 够 跟 得 上 如 雅 可 比 那 
样 变化 着 的 思想 而 不 至 于 站 不 住 脚跟 ; 多 数 人 是 接受 不 了 这 个 挑战 的 . 

雅 可 比 的 影响 远 远 超越 了 哥 尼 斯 堡 的 范围 . 所 有 的 德国 大 学 都 感觉 到 了 这 个 影 
响 , 有 时 是 间接 的 , 更 常见 的 则 是 哥 尼 斯 堡 的 毕业 生 受 聘 于 这 些 大 学 . 基 尔 霍 夫 和 


ao 有 好 几 位 诺 依 曼 . 这 一 位 原来 是 晶体 学 , 矿物 学 出 身 , 后 来 在 哥 尼 斯 堡 大 学 与 雅 可 比 共同 主 
持 了 一 个 著名 的 数学 物理 讨论 班 ,影响 巨大 , 人 才 辈 出 , 最 著名 的 当 推 大 物理 学 家 基 尔 霍 夫 . 详 见 
本 书 第 5 章 . 他 的 儿子 卡尔 . 诺 依 曼 (Kari Gottfried Neumann, 1832 一 1925) 也 是 大 数学 家 , 主要 
贡献 在 狄 利克 雷 原理 , 位 势 理 论 的 边 值 问题 等 等 . 我 们 常 说 的 诺 仇 曼 问题 就 是 由 儿子 卡尔 : 诺 依 
曼 提 出 的 . 还 有 一 位 更 知名 的 汉 . 诺 依 曼 (John von Neumann, 1903 一 1957) 是 20 世纪 最 伟大 的 
数学 家 之 一 , 匈牙利 人 , 希 尔 伯 特 的 学 生 , 与 上 面 提 到 的 两 位 诺 依 晶 均 无 关系 .一 一 中 译本 注 

[12] 见 H. Hankel 的 《 近 几 世纪 数学 的 发 展 》 (Die Entwicklung der Mathematik in dem ietztem 
Jahrhunderten, Antrittsrede, Tiibingen, 1869, 24 页 以 下 ). 
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海 塞 (Ludwig Otto Hesse, 1811 一 1874, 德国 数学 家 ) 到 了 海德 堡 (Heidelberg), 殉 莱 
布什 到 了 卡尔 斯 鲁 厄 (Karlsruhe), 吉森 (Giessen) 和 格 丁 根 等 等 , 科学 的 分 文 专门 
化 的 精神 渗透 到 了 所 有 的 德国 数学 团体 , 逐步 取代 了 前 此 占 优势 的 百科 全 书 式 的 趋 
向 . 这 个 发 展 特别 影响 到 在 大 学 里 准备 将 来 担任 教 职 的 候选 人 . 在 大 学 这 个 领域 中 ， 
也 是 倾向 于 高 水 平 的 科学 上 的 胜任 性 , 以 及 由 此 而 来 的 专业 分 化 上 右 了 上 风 . 这 些 潮 
流 在 1866 年 颁布 的 普鲁士 考试 法 令 中 达到 了 高 峰 , 它 要 求教 学 职务 的 这 些 候选 者 
足够 地 深入 到 高 等 几何 , 分 析 和 解析 力学 的 领域 里 , 并 能 在 这 些 领域 中 进行 独创 性 
的 研究 工作 . 

雅 可 比 的 影响 甚至 在 德国 国界 之 外 也 引 人 注 目地 非常 有 效 . 法 国 在 19 世纪 40 
年 代 的 有 抱负 的 数学 家 , 如 埃 尔 米 特 (Charles Hermite, 1822 一 1901, 法 国 数学 家 ) 和 
刘 维 尔 , 都 承认 自己 是 雅 可 比 的 门徒 . 在 英国 , 凯 菜 (Arthur Caylew 1821 一 1895, 英 
国 数学 家 ) 则 完全 处 在 雅 可 比 的 影响 之 下 , 而 甚至 在 今天 , 各 国 的 天 文学 学 家 都 是 
在 雅 可 比 打下 的 基础 上 面 继续 建造 , 正如 带 塞 明 (Francois-Fdlix Tisserand, 1845 一 
1896, 法 国 天 文学 家 ) 在 他 的 《天 体力 学 论 》(Traité de mécanique céleste, Paris, 
1889 一 1896) 一 书 中 所 证 实 的 那样 . 

如 果 我 们 现在 要 问 , 整个 这 个 发 展 的 精神 是 什么 ? 那么 , 可 以 这 样 简单 回答 : 
这 是 新 人 文 主义 渗入 到 科学 之 中 的 表现 . 新 人 文 主义 认为 科学 目的 就 在 于 , 严格 地 
培育 纯粹 科学 , 通过 向 着 某 一 方面 施加 一 切 力量 , 以 期 达到 一 种 高 度 专 业 化 的 前 所 
未 见 的 才华 . 雅 可 比 本 人 就 多 次 承认 这 种 观念 , 例如 他 在 1831 年 就 任 哥 尼斯 堡 的 
正教 授时 的 就 职 演 说 中 就 有 他 的 著名 命题 :“ 数 学 就 是 本 身 就 清晰 的 科学 ”( Mathesis 
est scientia earum quae Der se clara sunt) {此 文 见于 (Mathematische Annalen, 56: 
252 页 以 下 , 又 见 Kanigsberger 的 雅 可 比 传记 ，113 页 以 下 ). 后 来 在 他 给 狄 利 殉 雷 
的 一 封 信 (1830 年 7 月 2 日 , 见 《 全 集 》T: 454 页 以 下 , 或 见 Crelle 杂志 80: 272 页 
以 下 ) 里 , 他 把 这 个 思想 发 挥 得 比 这 一 段 拉丁 插 语 更 干脆 , 更 肯定 , 用 雅 可 比 自 己 的 
话说 , 就 是 来 了 一 番 如 下 的 “爆发 ”: 

“确实 , 傅 里 叶 先 生 有 一 种 意见 , 就 是 认为 数学 的 主要 目的 是 对 于 公众 有 用 , 以 
及 解释 自然 现象 , 但 是 像 他 这 样 的 哲学 家 应 该 已 经 知道 , 科学 的 唯一 目的 是 为 了 人 
类 心智 的 光 来 , 而 在 这 一 方面 , 一 个 关于 数 的 问题 , 和 一 个 关于 世界 体系 的 问题 , 同 
样 地 有 价值 .” 

在 结束 关于 雅 可 比 的 讨论 前 , 我 愿 再 提 一 件 事 情 , 它 无 论 是 从 这 个 人 的 特性 的 
观点 来 看 , 还 是 从 我 们 的 科学 的 观点 来 看 , 都 不 能 说 是 不 重要 的 . 1812 年 , 普鲁士 的 
犹太 人 得 到 了 解放 na . 雅 可 比 是 第 一 个 在 德国 占有 领导 位 置 的 犹太 数学 家 . 他 在 
这 里 又 一 次 站 在 对 于 我 们 的 科学 有 重大 意义 的 发 展 的 前 列 . 这 项 措施 为 我 们 的 国 
家 打开 了 一 个 巨大 的 数学 人 才 储 存 库 , 再 加 上 法 国 移民 的 贡献 , 很 快 就 证 明了 , 这 


nal 1812 年 普鲁士 政府 宣布 中 止 对 犹太 人 的 歧视 , 并 授予 公民 权 . 一 一 中 译本 注 
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对 于 我 们 的 科学 是 富有 成 果 的 . 在 我 看 来 , 这 样 一 种 输血 强 有 力 地 激活 了 我 们 的 科 
学 . 除了 这 条 法 律 , 还 有 我 已 经 说 到 过 的 生产 力 由 一 个 国家 到 为 一 个 国家 的 转移 , 我 
愿 把 这 个 现象 称 为 民族 “渗透 ”的 效果. 


Crelle 杂志 里 的 几何 学 家 们 


在 几何 领域 , 德国 现代 数学 的 发 展 也 是 始 于 法 国 的 影响 . 这 个 发 展 不 在 微分 几 
何方 面 -一 但 高 斯 的 1827 年 的 《曲面 论 》 除 外 -一 而 在 代数 几何 方面 , 特别 是 在 
线性 复 和 二 次 代数 能 方面 . 

在 详细 讨论 这 一 发 展 之 前 , 我 要 先 提 出 对 我 们 有 决定 的 重要 性 的 两 个 矛盾 . 

首先 , 几何 学 中 有 两 个 相互 对 立 的 概念 . 这 一 点 我 们 在 讨论 巴黎 高 工 时 就 已 经 
遇 到 了 : 即 解析 几何 与 综合 几何 的 对 立 . 在 后 来 的 时 期 , 这 个 矛盾 被 提高 到 了 最 高 
原则 的 地 步 : 两 个 方面 的 支持 者 都 认为 , 仅 只 追随 这 两 种 途径 之 一 , 是 天 乎 上 自己 的 
荣誉 的 大 事 . 其 实 , 越 是 片面 地 只 采取 两 种 方法 之 一 , 就 越 觉 得 这 两 种 方法 各 有 意 
义 重 大 的 优点 和 缺点 . 解析 几何 学 这 一 边 有 着 方便 的 算法 , 使 得 可 能 做 出 最 广泛 的 
推广 , 但 也 会 对 几何 学 的 真正 对 象 一 一 图 形 和 作 图 一 一 视而不见 . 综合 几何 学 则 有 
时 仅 只 注意 到 最 直觉 的 情形 , 或 者 只 注意 到 有 限 多 个 可 能 性 . 当 试图 避免 这 种 情况 
时 , 可 以 提出 一 些 新 算法 来 , 使 得 虽然 情况 略 有 改善 , 但 这 些 算法 是 以 一 种 事后 特 
设 (ad hoc) 的 方式 得 出 来 的 , 若 不 能 把 他 们 解释 为 解析 几何 的 简单 命题 , 就 难免 狗 
尾 续 貂 之 感 . 在 综合 几何 学 这 一 边 , 人 们 会 赞 颁 它 是 所 有 几何 学 的 活生生 的 根 , 有 
着 清晰 的 直觉 , 这 就 是 图 形 的 欢乐 . 

健康 的 发 展会 两 种 方法 都 用 , 而 享受 它们 的 互相 作用 带 来 的 果实 . 

第 二 种 矛盾 就 不 具有 那么 多 的 客观 性 了 ; 但 是 鉴于 它 在 后 来 的 意义 , 所 以 也 不 
应 忽略 . 虽然 这 个 矛盾 在 艺术 中 起 着 更 积极 的 作用 , 但 我 们 这 门 “ 最 客观 ”的 科学 ， 
随 着 这 个 矛盾 的 扩散 和 组 织 作 用 , 也 无 法 逃避 它 . 我 这 里 是 指 科 学 中 各 种 意见 不 同 
的 学 派 或 派别 , 是 指 的 整个 广大 领域 中 的 科学 争论 , 它们 又 时 常 沦 为 仅仅 是 互相 进 
行 主观 的 攻 计 , 而 且 又 传 到 下 一 代 . 

在 我 们 的 情况 , 重要 的 矛盾 发 生 在 综合 几何 学 家 斯 坦 纳 (他 得 到 雅 可 比 的 支持 ) 

普 吕 克之 间 ， 而 软 比 乌 斯 性 情 比较 平和 , 就 比较 远离 这 一 场 战 斗 . 这 场 战 斗 又 因 
首都 和 外 省 的 冲突 而 更 加 尖锐 化 了 .甚至 在 今天 , 还 可 以 找到 这 场 老 战斗 的 痕迹 ， 
例如 直到 最 近 还 有 些小 圈子 , 赞颂 斯 坦 纳 是 19 世纪 前 半 世 纪 最 伟大 的 几何 学 家 . 

有 一 个 对 抗 这 种 门户 之 抑 的 好 办 法 , 而 个 人 , 特别 是 年 轻 人 , 是 很 难 逃 脱 这 种 门 
户 之 见 的 束缚 的 , 这 个 方法 是 莱比锡 的 生理 学 家 路 德 维 希 (Karl Friedrich Wilhelm 
Ludwig, 1816--1895) 向 我 推荐 的 : 离开 家 向 外 走 600 公里 , 再 从 那里 来 看 看 情况 . 
您 肯定 会 吃惊 , 许多 原来 觉得 是 理所当然 的 观点 干脆 就 消失 了 . 

毫 无 疑问 , 后 来 几何 学 的 发 展 , 在 把 各 人 的 功绩 都 放 在 适当 的 位 置 上 以 后 , 作 
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了 实在 的 判决 : 战果 是 : 解析 几何 学 在 各 个 方面 都 占 了 上 风 . 我 只 需 提 一 下 代数 
曲线 理论 与 高 等 函数 论 , 以 及 与 集合 论 的 关系 , 还 有 微分 几何 的 发 展 一 一 在 所 有 这 
些 领域 中 , 综合 方法 都 没有 跟 上 来 . 对 于 其 他 的 事情 , 我 只 需 所 一 下 雅 可 比 1831 
年 进入 哥 尼斯 保 大 学 教授 会 时 讲 过 的 一 句 话 :“ 几 何 和 分 析 方 法 的 原理 是 一 样 的 .” 
(Principium methodi geometricae et analyticae idem, est.) 

我 将 按照 三 位 大 几何 学 家 第 一 项 重要 工作 出 现 的 时 间 顺 序 来 讨论 他 们 , 即 默 比 
乌 斯 、 普 如 克 和 斯 坦 纳 


默 比 乌 斯 , 像 高 斯 和 这 个 时 代 的 许多 杰出 数学 家 一 样 , 原 是 天 文学 家 . 天 文学 
家 的 位 置 给 了 研究 者 一 个 稳固 的 谋生 之 道 , 这 是 他 进行 数学 创造 的 前 提 . 在 这 里 也 
可 以 提 一 下 哈密 顿 ， 默 比 乌 斯 的 平静 的 一 生 的 大 部 分 时 间 都 是 莱比锡 的 普 莱 和 木 堡 
(Pleissenburg) 天 文 台 的 台 长 . 他 在 这 里 让 他 的 思想 和 平地 成 熟 起 来 , 这 样 他 就 能 完 
全 清晰 地 把 它们 表述 出 来 , 他 唯一 需要 关心 的 是 , 如 何 把 他 的 天 才 在 不 同 的 研究 中 
所 赋予 他 的 种 种 思想 按 次 序 排列 起 来 . 

他 出 生 于 1790 年 11 月 17 日 , 在 等 普 夫 塔 (Schulpforta) 一 个 贵族 学 校 
(Firstenschule) 教员 的 家 庭 里 . 看 一 看 这 位 朴素 而 平静 的 人 , 您 很 难 想 象 , 他 的 父亲 
竟然 是 这 个 学 校 的 舞蹈 教师 . 为 了 对 两 代 人 之 间 的 差异 之 大 , 甚至 完全 不 同 , 给 出 一 
个 完全 的 图 景 , 我 还 要 再 提 一 下 , 这 位 数学 家 的 儿子 又 是 一 位 著名 的 神经 病 学 家 , 而 
朋 写 过 一 本 颇 多 争议 的 书 :《 论 妇 女 的 生理 上 的 意志 薄弱 性 》(Vom physiologischen 
Schwachsinn des Weibes). 

从 1813 年 到 1814 年 , 默 比 乌 斯 随 高 斯 学 习 . 但 是 高 斯 如 同 对 其 他 学 生 一 样 ， 
基本 上 只 教 他 天 文 观测 和 计算 . 高 斯 这 样 做 , 虽然 给 他 保证 了 一 个 岗位 , 却 忽 视 了 
他 的 真正 才能 , 而 这 种 才能 只 是 在 研读 法 国 几何 学 家 的 著作 时 才 发 展 起 来 的 . 1816 
年 后 , 默 比 乌 斯 来 到 普 莱 森 堡 天 文 台 , 先是 当 第 一 观测 员 , 然后 当 了 台 长 , 后 来 也 是 
莱比锡 大 学 的 数学 教授 . 他 在 这 些 地 方 一 直 工 作 到 1868 年 去 世 . 

他 的 文集 由 萨克森 皇家 学 会 (Konigl. Sachsischen Gesellschaft der Wissenschaft) 
在 1885 一 1887 年 间 编 为 4 卷 出 版 . 第 4 卷 末 尾 有 一 篇 文章 讨论 他 的 未 发 表 的 工作 ， 
看 了 这 篇 文章 , 对 默 比 乌 斯 科学 思想 的 “创世纪 ”就 会 很 清楚 了 .在 Bruhns 与 的 
《 普 莱 森 堡 的 天 文学 家 》 (Die Astronomen der Pleissenburg) 一 书 里 可 以 找到 更 加 
人 性 化 的 讨论 . : 

上 默 比 乌 斯 最 基本 的 工作 , 无 论 就 时 间 而 言 还 是 就 内 容 而 言 , 都 应 该 说 是 1827 年 
出 版 的 《重心 计算 》(Der barycentrische Calcub 一 书 , 它 是 以 极 富 启 发 的 方式 表述 
出 来 的 新 思想 的 真正 宝藏 . 

书 名 来 自 它 的 基本 思想 : 把 重心 概念 用 于 几何 学 . 我 们 限于 平面 情况 . 为 了 确 
定 一 点 P 的 坐标 , 取 一 个 三 角形 , 在 其 三 个 顶点 上 放置 重量 刀 , 已 , 户 . 且 忆 点 是 
该 三 角形 的 重心 ， 那么 已 , 户 , 已 束 是 PP 点 的 坐标 . 这 是 齐 次 坐标 的 第 一 个 例子 ， 妈 
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是 说 , 真正 起 决定 作用 的 仪 是 这 些 坐 标的 比值 (就 是 说 , 放置 重量 入 PP, 和 AP 和 也 
给 出 同样 的 重心 ). 然而 这 还 不 是 普 吕 克 引 入 的 最 一 般 的 齐 次 坐标 . 要 想得到 后 者 ， 
还 需要 一 点 小 小 的 推广 , 即 对 每 一 个 坐标 都 添上 相应 的 任意 因 于 At, Xz, Xa, 它们 可 
以 认为 是 在 三 个 顶 点 上 要 用 不 同 的 太 度 来 称 重 量 . 于 是 , 默 比 乌 斯 通过 重心 坐标 对 
于 庞 赛 莱 的 无 穷 远 直线 给 出 了 具体 的 表示 : 咏 + 己 十 己 = 0, 从 而 使 得 无 穷 远 直线 
的 概念 具有 了 完全 的 现实 性 : 无 穷 远 直 线 现 在 成 了 A 和 Pi 十 和 2 忆 十 和 3 己 = 0; 这 就 
可 以 通过 求 极 限 把 平行 坐标 系 看 成 一 般 的 三 角 坐 标 系 的 特例 , 但 是 这 一 点 想法 已 经 
离 默 比 乌 斯 相当 远 了 . 

现在 的 新 坐标 系 比 原 来 的 坐标 系 要 灵活 得 多 , 因为 它 含 有 6 个 可 以 任意 处 理 
的 常数 ( 普 吕 克 的 坐标 系 则 有 8 个 ). 但 是 它 的 价值 首先 在 于 , 它 引 导 默 比 乌 斯 达到 
一 系列 的 新 思想 : 


1. 默 比 乌 斯 是 第 一 个 严肃 地 在 几何 学 中 应 用 符号 原理 的 人 , 不 但 用 于 测量 线 
段 的 长 , 而 且 通 过 区 别 “旋转 方向 ”(Umlavufungssinne) 即 定向 (orientation), 用 于 曲 
面 面 积 与 体积 . 


2. 通过 令 空间 中 一 点 的 坐标 已 ,已 ,局 , 疡 为 一 参数 的 有 理 函 数 , 默 比 乌 斯 找 
到 了 一 个 表示 曲线 与 曲面 的 新 方法 , 导致 了 簇 的 一 种 全 新 的 排序 方法 . 默 比 乌 斯 就 
这 样 发 现 了 三 次 空间 曲线 . 


3. 默 比 乌 斯 对 于 两 个 空间 中 的 点 的 一 一 对 应 有 完全 清晰 的 思想 , 并 利用 这 种 
一 一 对 应 对 “亲属 关系 ”(Verwandtschaften) 作 了 系统 的 分 级 : 即 “ 相 等 ” (现在 常 
称 为 “合同 ”), “相似 ”,“ 仿 射 ”( 这 个 名 词 来 自 欧 拉 ) 以 及 “ 共 线 ”", 所谓 共 线 , 默 比 
乌 斯 是 指 最 一 般 的 变 直线 为 直线 的 亲属 关系 5 . 


4， 对 于 这 种 “亲属 关系 ”, 默 比 乌 斯 还 加 上 了 一 点 新 思想 , 即 要 求 给 出 在 其 下 
不 变 的 表达 式 或 包 . 他 第 一 个 给 出 了 直线 上 4 点 的 交 比 (cross-ratio) 的 理论 : 只 有 
在 引入 符号 以 后 才能 做 到 这 一 点 . 


5. 默 比 马 斯 成 功 地 建立 起 他 所 谓 的 共 线 关系 而 不 需要 任何 度量 的 考虑 , 方法 
是 在 平面 上 取 4 个 点 (在 空间 中 则 取 5 个 点 ) 使 与 男 4 个 (5 个 ) 指定 的 点 彼此 一 
一 对 应 , 而 且 还 取 连 接 两 点 的 直线 . 后 来 施 陶 特 (Karl Georg Christian von Staudt, 
1798 一 1867, 德国 数学 家 ) 就 把 绿 合 几何 学 的 陈述 放 在 所 谓 “ 软 比 乌 斯 网 ”的 基础 
上 . 


这 些 例子 可 能 就 足以 指出 默 比 乌 斯 这 本 书 的 意义 了 . 虽然 其 思想 如 此 丰富 , 但 
它 发 生 应 有 的 效果 却 非常 缓慢 , 这 部 分 地 是 因为 其 中 许多 新 的 专门 造 出 来 的 名 词 使 


1049 虽然 黑 比 乌 斯 并 不 具有 我 们 今天 陈述 的 那 种 群 的 概念 ,“ 亲 属 关系 ” 却 起 了 等 价 的 作用 . 通 
过 这 一 点 , 可 以 认为 默 比 乌 斯 是 “ 爱 尔 朗 根 纲领 ”的 先行 者 . 
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得 人 们 一 时 难以 深入 , 部 分 地 则 是 因为 默 比 乌 斯 生性 谦逊 , 不 懂得 怎样 用 足够 的 力 
量 来 表现 自己 05 . 对 于 他 的 第 二 本 重要 著作 《 静 力学 教程 》 (Lehrbuch der Statik, 
1837 年 出 版 , 两 卷 本 , 即 《 全 集 》3: 1 页 以 下 和 272 页 以 下 ) 情况 也 是 一 样 . 

后 一 本 书包 含 了 力 的 许多 关系 的 几何 发 展 , 这 些 关 系 来 自力 对 于 一 个 刚体 或 者 
一 串 刚体 的 联合 作用 . 它 继续 了 潘 索 (Louis Poinsot, 1777 一 1859, 法 国 数学 家 和 力 
学 家 ) 在 1804 年 的 著名 教 本 《 静 力学 原理 》(Eléments de statigue) 一 书 所 开创 的 
工作 , 潘 索 在 那 本 书 中 与 “ 力 ” 并 列 地 引入 了 “ 力 偶 ”概念 ， 默 比 乌 斯 在 自己 的 书 
《 静 力 学 教程 出 版 之 前 , 就 写 过 一 些 单 篇 的 论文 ( 见 Crelle 杂志 , 10, 1833, 即 《 全 
集 31: 489 页 以 下 ), 引入 了 “ 零 系 统 ”(null system 即 空间 直线 的 一 个 集合 , 而 力 偶 
对 这 些 直 线 的 矩 为 零 ) 的 概念 , 默 比 乌 斯 应 用 “零点 ”与 “ 零 平 面 ” 的 对 偶 性 , 找到 
了 一 些 非常 美丽 的 定理 , 例如 两 个 四 面体 可 以 彼此 同时 既 互 相 内 接 又 互相 外 接 . 

上 默 比 乌 斯 在 各 个 领域 中 的 工作 都 以 特别 美丽 的 发 现 区 别 于 人 , 他 为 萨克森 皇家 
学 会 写 的 论文 , 甚至 在 老年 时 写 的 , 也 是 如 此 . 他 的 全 集 篇 幅 达 4 卷 之 多 . 在 68 岁 
高 龄 , 他 还 有 了 一 个 重要 发 现 : 他 于 1861 年 把 这 项 发 现 送 巴黎 科学 院 请 奖 , 但 是 被 
抛 到 文件 堆 里 , 直到 4 年 以 后 的 1865 年 才 自 己 发 表 . 这 个 发 现 是 关于 单 侧 曲面 以 
及 “和 校 绿 定 律 na ”对 之 不 成 立 、 又 不 能 定义 表面 积 和 体积 的 多 面体 ， 见 他 的 论文 : 
“ 论 多 面体 体积 的 确定 ”( Uber die Bestimmung des Inhaltes eines Polyeders) (《 全 
集 》2:472 页 以 下 ). 当然 , 现在 人 们 都 对 “于 比 乌 斯 带 ” 比 较 熟 悉 了 , 要 把 它 涂 上 油 
滩 要 比 从 带子 长 度 预计 需要 的 油漆 多 一 倍 (这 是 默 比 乌 斯 在 自己 的 论文 中 说 的 话 ). 
值得 注意 的 是 , 李斯 廷 (Johann Benedict Listing, 1808 一 1882, 高 斯 的 学 生 , 他 首先 
使 用 拓扑 学 一 词 ) 在 默 比 乌 斯 发 现 “ 默 比 乌 斯 带 ” 的 同年 , 即 1858 年 , 也 独立 地 发 
现 了 它 , 而 且 发 表 在 他 的 《 关于 空间 图 形 的 共识 》(Zensus rdumlicher K omplexe) — 
书 中 一 一 科学 发 展 的 本 性 的 不 可 理解 , 这 又 是 一 个 例子 . 

在 黑 比 乌 斯 导 上 , 我 们 看 到 了 天 才 也 可 能 是 大 器 晚 成 的 罕见 的 例子 . 一 一 他 写 
《重心 计算 了》 一 书 是 已 经 37 岁 了 一 一 他 得 上 天 佑 护 , 可 以 一 直到 老年 时 还 成 就 不 
断 ， 如果 我 们 要 像 Ostwald 那样 , 把 数学 家 分 成 两 类 : “十 典 派 ” 与 “浪漫 派 ”, 默 比 
马 斯 应 该 是 第 二 类 的 典型 . 


我 和 普 吕 克 在 这 样 一 个 时 期 在 一 起 ， 那 时 , 我 们 有 许多 联系 . 他 是 我 尊敬 的 
老师 , 而 从 1866 年 到 1868 年 , 我 是 他 的 物理 助手 , 而 且 我 们 来 自 德 国 的 同一 个 


15] 其 实说 白 了 就 是 : 不 会 炒作 和 作秀 .一 一 中 译本 注 

06] 用 现代 的 语言 来 说 , 就 是 在 确定 了 一 个 单 形 的 定向 后 , 如 何 确定 其 边缘 的 定向 的 方法 , 并 由 
此 决定 一 个 曲面 是 否 可 定向 . 请 参看 克 莱 因 著 《 高 观点 下 的 初等 数学 . 第 二 卷 》 (Elementarmath- 
ematik vom hoheren Standpunkt aus, Bd IT), 中 译本 ， 第 二 卷 ， 19-22 页 ， 复旦 大 学 出 版 社 ， 2008 年 . 
下 面 关 于 用 油漆 涂抹 的 解释 , 也 可 在 此 书 中 找到 . 一 -中 译本 注 
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地 区 07 . 

普 吕 克 比 之 默 比 乌 斯 更 具 世 界 性 , 甚至 在 他 与 柏林 的 关系 变 得 不 那么 友好 以 
后 , 他 仍 与 法 国 和 英国 保持 了 密切 的 关系 . 他 的 发 展 确实 非 同 寻常 . 35 岁 那 年 , 他 
得 到 了 波恩 大 学 数学 和 物理 学 两 个 教授 职位 , 这 个 情况 引导 他 逐步 断绝 了 他 的 数学 
研究 , 而 完全 致力 于 实验 物理 学 的 研究 . 一 直到 生命 即将 结束 时 , 他 才 又 回 到 几何 
学 , 这 个 情况 对 我 的 发 展 (就 是 承担 编辑 普 吕 克 《 全集》 的 任务 ), 已 经 证 明 是 决定 
性 的 . 

普 如 克 家 族 本 是 下 莱 因 地 区 的 工业 家 , 在 宗教 动 荡 时 期 从 亚 琛 (Aachen) 迁 至 
艾 贝 尔 菲 尔 德 (Elberfeld). 善 吕 克 就 是 在 1801 年 8 月 16 日 出 生 于 此 . 他 上 的 是 杜 
塞 尔 多 夫 的 Gymmnasium, 在 1823 一 1824 年 又 到 波恩 和 巴黎 读书 , 1825 年 在 波恩 结 
束 学 业 ; 1828 年 在 那里 成 了 额外 教授 . 1832 一 1834 年 , 他 是 柏林 大 学 的 额外 教授 , 同 
时 也 在 弗 里 德里 希 - 威 说 (Friedrich-Wilhelm) Gymnasium 担任 很 多 工作 . 有 一 段 时 
间 曾 经 要 他 去 拟 议 中 的 高 工 担任 头头 , 在 当时 这 原来 是 计划 成 为 一 个 培训 教员 的 机 
构 的 . 普 吕 克 与 斯 坦 纳 - 雅 可 比 的 圈子 的 冲突 变 得 尖锐 , 大 概 就 是 在 柏林 时 期 开始 
的 . 斯 坦 纳 本 人 是 1835 年 来 到 柏林 大 学 作 和 额外 教授 的 ; 这 时 , 普 吕 克 已 经 在 哈雷 大 
学 担任 正教 授 一 年 了 . 1836 年 , 普 吕 克 被 召 到 波恩 , 那里 由 于 敏 凋 夫 (Miinchow) 去 
世 , 空 下 了 三 个 教授 职务 : 数学 、 物 理学 和 天 文学 . 阿 格 明 德尔 (Friedrich Wilhelm 
Argelander, 1799 一 1875, 德国 天 文学 家 ) 得 到 了 天 文学 教授 职务 , 普 吕 死 则 得 到 另 
外 两 个 , 他 在 波恩 直到 1868 年 5 月 22 日 去 世 . 

我 愿 从 普 吕 元 在 物理 学 中 的 成 就 来 开始 讨论 , 这 是 因为 , 个 人 的 原因 把 我 们 这 
些 格 丁 根 的 人 与 这 个 领域 联系 起 来 了 ， 普 如 克 在 物理 学 里 的 论文 就 是 由 格 丁 根 科 
学 会 作为 他 的 《 论文 集 》(Gesamelte Abhandlungen) 的 第 二 卷 出 版 的 , 里 克 (Eduard 
Riecke, 1845 一 1915, 德国 物理 学 家 ) 写 了 引言 . 

普 虽 克昌 然 一 开始 是 数学 家 , 但 他 绝 非 数学 物理 学 家 . 吸引 他 的 反倒 是 纯粹 的 


07 为 了 理解 这 一 段 , 现在 需要 简单 介绍 一 下 本 书 作者 克 莱 因 的 生平 . 克 莱 因 1849 年 生 于 杜 塞 
尔 多 夫 . 这 是 莱茵 河上 的 名 城 , 鲁 尔 地 区 的 重要 产业 中 心 , 而 普 吕 克 生 于 艾 贝 尔 非 尔 德 (Blberfeld) 
即今 武 帕 塔 尔 (Wuppertal), 和 杜 塞 尔 多 夫 同 属 北 莱 黄 威 斯 特 法 伦 州 , 所 以 正文 里 说 来 自 德国 同 
一 地 区 . 普 吕 克 研究 几何 学 的 方法 是 解析 方法 (正文 下 面 将 详细 解释 ), 他 如 同 当 时 德国 科学 界 的 
大 多 数 人 一 样 , 想到 柏林 大 学 任职 . 但 是 柏林 大 学 的 几何 学 受到 主张 综合 方法 的 斯 坦 纳 “把持 ” 
(这 两 个 字 来 自 不 少 文献 中 的 说 法 , 如 本 书 正 文 所 说 , 也 算是 “过 去 老 战争 的 痕迹 ” 吧 , 并 非 译 者 
也 有 此 倾向 . 下 面 有 些 文字 放 在 引文 号 里 是 为 了 表示 译 者 并 没有 这 样 的 倾向 性 ), 而 又 有 雅 可 比 
“支持 ”, 普 昌 克 就 不 得 其 门 而 人 了 . 这 就 是 正文 里 说 的 首都 与 外 省 的 冲突 .“ 于 是 , 普 吕 克 愤 而 连 
几何 也 不 搞 了 , 转 而 研究 物理 ”, 其 实 普 吕 克 在 物理 学 上 有 很 大 的 成 就 , 甚至 可 以 认为 他 在 光谱 学 
上 证 基 尔 霍 夫 和 本 生 的 先行 者 , 这 在 正文 中 有 详细 的 介绍 . 于 是 , 1866 年 , 普 昌 克 在 波恩 大 学 有 
了 两 个 教授 职务 . 当时 , 殉 莱 因 才 大 学 毕业 , 年 仅 17 岁 , 就 成 为 普 吕 克 的 物理 学 助手 . 后 来 “斯 坦 
纳 死 了 , 对 手 没 有 了 ”, 他 才 又 回 到 几何 学 里 来 , 而 克 莱 因 也 就 跟 他 学 几何 学 . 这 件 事 对 克 莱 因 一 
生 影 响 极 大 . 1868 年 , 普 昌 殉 去 世 , 克 莱 因 也 就 不 可 能 留 在 波恩 了 . 那 时 , 殉 莱 布什 非常 看 重 克 莱 
因 , 推荐 他 到 埃 尔 朗 根 大 学 任教 , 他 的 就 职 演 说 就 是 著名 的 埃 尔 朗 根 纲领 . 一 一 中 译本 注 
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实验 物理 研究 ; 他 仿效 法 拉 第 的 榜样 , 更 愿意 深入 到 物理 学 中 没有 钻 人 探讨 过 的 领 
域 . 1847 年 , 他 观察 到 , 千 把 一 片 电气 石 (tourmaline) 悬挂 在 两 个 电磁 极 之 间 , 它 会 
按 轴 向 或 模 向 排列 , 视 巧 挂 方式 而 定 ." 从 1857 年 起 , 他 又 观察 到 磁石 对 稀薄 气 
体 中 放电 的 效应 , 特别 是 正 电 的 放电 和 人 负电 时 的 痰 光 出 现 . 由 于 这 个 观察 , 他 已 经 
很 近 于 发 现 阴极 射线 , 这 个 实验 后 来 由 他 的 学 生 希 托 夫 (Johann Wilhelm Hittorf) 
完成 . 也 是 在 1857 年 , 普 品 克 又 把 盖 斯 勒 管 抽 成 了 毛细 管 , 这 使 他 成 为 观察 到 放 
电光 谱 的 第 一 人 ( 见 普 如 克 《 论 文集 了 第 2 卷 : 502 页 ).n9 他 认识 到 , 光谱 的 特性 
由 气体 的 属性 决定 , 特别 是 观察 到 氢 的 前 三 条 谱 线 . 他 和 和 希 托 夫 一 起 在 1864 年 得 
到 许多 精确 的 结果 , 包括 某 些 双重 谱 ( 明 线 、 暗 线 光 谱 和 连续 光谱 ) 的 放电 的 本 性 
( 见 普 吕 克 《论文 集 ) 第 2 卷 : 665 页 以 下 ). 他 在 这 方面 的 所 有 论文 都 发 表 在 伦敦 的 
Philosophical Transactions 上 ; 但 是 由 于 受到 柏林 的 影响 所 阻碍 , 在 德国 一 直 没 有 
得 到 承认 . 1858 年 基 尔 霍 夫 和 本 生 (Robert Wilhelm Eberhard von Bunsen, 1811 一 
1899, 德国 化 学 家 ) 在 海德 堡 (Heidelberg) 也 开始 作 光谱 分 析 , 最 开始 只 观察 到 金属 
落 汽 发 出 的 简单 谱 . 他 们 没有 认识 到 , 从 同一 种 气体 可 以 得 到 不 同类 型 的 光谱 , 视 发 
光 的 条 件 而 定 , 顺便 提 一 下 , 我 还 记得 , 后 来 希 托 夫 在 柏林 演示 他 关于 阴极 射线 的 
伟大 发 现时 , 所 遭 到 的 来 目 相 林 的 物理 学 家 如 马 格 努 斯 (Heinrich Gustav Magnus， 
1802 一 1870, 德国 物理 学 家 ), 波 根 多 夫 (Johann Christian Poggendorf 1796 一 1877， 
德国 物理 学 家 ) 等 人 的 冷遇 . 我 们 在 这 里 受到 的 反对 , 一 直 延 续 至 今 . 

现在 我 们 要 回 到 主题 , 即 普 虽 死 几 何方 面 的 工作 . 除了 发 表 在 普 吕 克 《 论文 集 》 
第 1 卷 里 的 论文 以 外 , 还 有 五 本 大 书 : 

1. 《解析 几何 的 发 展 》(Analytisch-geometrische Entwicklungen) 两 卷 , 1828 一 
1831; 

2. 《解析 几何 的 系统 (平面 情 况 )》 (System der analytischen Geometrie (der 
Ebene)), 1834:; 

3.《 代 数 曲 线 理 论 》(Theorie der algebraischen Kurven), 1839:; 

4. 《空间 解析 几何 的 系统 》(System der analytischen Geometrie des Raumes)， 
1846; 

5.《 基 于 以 直线 作为 空间 的 元 素 的 新 空间 几何 学 》(Newe Geometrie des Raurnes， 

18] 在 普 吕 克 所 编辑 的 A. Beer 的 《静电 学 , 磁 学 和 电动 力学 引 论 》( Finleitung in die Blektrostatik, 
die Lehre vom Magnetismus und die Blektrodynamik) (Brunswick, 1865) 一 书 中 , 这 些 研 究 得 到 了 
确定 的 结论 . 

[9] 盖 斯 勒 (Johann Heinrich Wilhelm Geissler, 1814 一 1879) 是 一 个 德国 吹 玻 璃 工人 , 普 吕 克 的 
助手 . 1874 年 他 把 一 根 玻璃 管 抽 成 真空 , 用 来 研究 稀薄 气体 中 的 放电 现象 , 这 样 发 明了 盖 斯 勒 管 . 
1878 年 , 普 吕 克 在 抽 成 毛细 管 的 盖 斯 勒 管 里 装 了 两 个 电极 用 来 研究 阴极 放电 现象 . 后 来 英国 物理 
学 家 克 和 鲁 克 斯 (Sir William Crookes, 1832 一 1919) 研究 阴极 射线 也 用 了 这 种 装置 . 所 以 盖 斯 勒 管 


也 称 盖 斯 勒 - 克 和 鲁 克 斯 管 . 由 于 盖 斯 勒 这 些 重要 贡献 , 1868 年 , 在 波恩 大 学 校庆 时 被 授予 博士 学 
位 . 所 以 不 少 介绍 盖 斯 勒 的 文献 称 他 为 物理 学 家 . 一 一 中 译本 注 
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gegriindet auf die Betrachtung der geraden Linie als Raumelement), 1868 一 1869 (第 
二 部 分 是 我 所 编辑 的 遗 著 ). 

最 后 一 本 书 来 自 普 吕 克 的 第 二 个 几何 时 期 , 我 们 在 下 面 马 上 就 要 讨论 . 但 是 , 我 
在 这 里 先 要 举 出 一 个 有 趣 的 巧合 , 就 是 普 吕 克 重 新 开始 自己 在 几何 方面 的 工作 , 正 
是 在 斯 坦 纳 去 世 的 同一 年 , 即 1863 年 . 当然 , 二 者 是 否 有 关 , 就 无 从 得 知 了 . 

普 吕 克 在 几何 学 中 的 目标 , 而 且 是 他 确实 达到 了 的 , 是 改造 解析 几何 . 为 了 追 
求 这 一 点 , 他 遵从 了 来 自 蒙 日 传统 的 方法 : 作 图 和 解析 公式 的 完全 融合 . 他 在 第 一 
本 书 的 序言 中 说 (ix 页 ):“ 我 愿 承认 这 样 一 个 观点 , 分 析 是 这 样 一 门 科学 , 它 仅 为 它 
自身 而 存在 , 不 管 任何 应 用 ; 而 几何 , 只 是 来 自 那 个 伟大 的 崇高 的 整体 的 某 些 关 系 
的 图 形 解释 , 力学 也 是 这 样 , 不 过 其 方式 与 几何 不 同 .” 这 些 话 只 是 蒙 日 的 思想 的 回 
声 , 而 我 们 在 高 斯 那里 也 已 在 另 一 个 形式 下 听 到 过 . 

在 普 吕 克 的 几何 中 , 原来 只 是 方程 的 单纯 的 组 合 , 被 翻译 成 几何 语言 , 而 又 通 
过 几何 引 回 到 解析 运算 . 其 中 尽 可 能 地 避免 计算 , 但 在 这 样 做 的 时 候 , 却 培 育 了 一 
种 内 在 直觉 的 动力 , 一 种 对 已 给 的 解析 方程 做 出 几何 解释 的 动力 , 把 它们 提高 到 绝 
技 的 境界 , 并 且 广 泛 地 应 用 . 

我 在 下 面 给 出 帕斯卡 (Blaise Pascal, 1623 一 1662, 法 国 数学 家 ) 定理 的 证 明 , 作 
为 普 吕 克 的 思想 方法 的 一 个 例子 . 


这 个 定理 讨论 的 是 两 个 直线 三 元 组 p,q,r 和 ;on 它们 共有 9 个 交点 , 设 其 
中 有 6 个 位 于 一 条 圆锥 截 线 上 ( 见 图 5). 现在 求证 其 他 3 个 必 位 于 一 条 直线 上 . 我 
们 把 p,q,7, Do r' 看 成 线性 表达 式 , 知 令 它 们 为 零 , 就 会 得 到 所 述 的 6 条 直线 的 
方程 . 于 是 par 一 pp'ow = 0 是 一 个 三 次 曲线 束 , 它们 都 通过 所 述 的 两 个 直线 三 元 
组 的 9 个 交点 . 因为 这 9 个 交点 中 有 6 个 位 于 已 知 的 圆锥 截 线 上 , 而 我 们 又 有 一 
个 参数 jy 可 以 自由 选用 , 我 就 可 以 适当 选取 一 个 j 值 , 使 得 相应 的 三 次 曲线 通过 该 
圆锥 截 线 的 第 7 个 点 . 但 是 , 一 般 说 来 , 一 条 三 次 曲线 Cs 和 一 条 二 次 曲线 Ca 只 能 
有 6 个 交点 . 这 样 , 决定 这 两 条 曲线 交点 的 六 次 方程 就 有 了 多 于 6 个 根 , 而 必 恒 等 
于 零 . 于 是 可 以 证 明 Cs 可 以 分 解 为 两 个 成 分 , 一 个 就 是 该 圆锥 截 线 , 而 另 一 个 成 
分 是 直线 . 直线 成 分 必定 含有 这 两 个 直线 三 元 组 的 男 3 个 交点 . 所 以 这 3 个 交点 位 
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于 一 条 直线 上 . 

这 个 证 明 , 只 需 花 上 一 点 力气 , 就 可 以 变 得 如 此 明显 而 可 以 很 简单 地 掌握 , 说 
明了 普 吕 殉 的 几何 还 有 两 个 很 有 价值 的 特性 . 其 一 是 “记号 的 简化 方法 ”, 使 我 们 
能 够 指定 一 个 方程 而 不 必 把 它 写 出 来 . 其 二 则 是 那个 未 定 系数 , 所 谓 “ 普 昌 克 jw， 
普 吕 克 一 有 机 会 就 会 去 用 它 . 这 一 个 jy, 其 实 日 尔 冈 纳 在 《年 刊 》 中 已 经 不 时 用 到 
过 了 . (斯 坦 纳 也 知道 它 , 但 只 是 因为 雅 可 比 也 在 用 它 才 知道 的 , 所 以 斯 坦 纳 称 之 为 
“犹太 系数 ”.) 但 是 , 是 普 吕 克 第 一 次 把 它 变 成 一 个 基本 工具 , 它 对 于 普 吕 克 的 几 
何 的 “阅读 方程 的 语言 ”的 艺术 , 起 了 很 大 的 作用 . 

我 们 现在 从 普 虽 克 的 这 些 一 般 的 很 具 特 色 的 方法 , 进而 作 更 详细 的 分 析 . 我 们 
已 经 谈 到 过 他 所 引入 的 最 一 般 的 齐 次 三 角 坐 标 及 其 好 处 . 在 他 1834 年 的 《解析 几 
何 的 系统 (平面 情况 ) 》 一 书 中 , 这 种 坐标 是 定义 为 一 点 已 到 一 个 三 角形 三 边 的 距 
离 , 各 乘 以 任意 常数 . 在 Crelle 杂志 (Bd.5, 1830) 中 , 他 则 直接 用 这 些 距 离 为 坐标 ， 
结果 和 轩 比 乌 斯 情况 有 同样 的 限制 . 通过 这 个 手段 , 所 有 几何 形体 的 方程 都 成 了 齐 
次 的 , 而 这 就 使 得 普 吕 克 可 以 应 用 欧 拉 关于 齐 次 函数 的 定理 , 而 得 到 优美 的 、 影 响 
深远 的 表示 . 特别 是 切线 和 极 线 的 理论 得 到 了 完全 的 改造 . 吞 f = 0 定义 一 个 含有 
z,y,z 点 的 圆锥 截 线 , 则 方程 

tt 
或 者 表示 曲线 f = 0 在 已 给 的 点 z,y,z 处 的 切线 , 或 者 表示 x',y,z' 点 关于 f=0 
的 极 线 , 视 以 z',y,z' 还 是 以 zy z 为 变动 的 坐标 而 定 . 同一 个 对 象 的 解释 可 以 改 
变 , 这 一 点 被 发 展 到 了 极致 , 并 用 于 种 种 定理 的 优美 的 证 明 . 

利用 齐 次 坐标 , 对 于 庞 赛 莱 关于 无 穷 远 直 线 、 虚 圆 点 这 些 东 西 的 大 胆 的 概念 
普 吕 元 就 能 够 给 出 非常 漂亮 的 解析 实现 . 例如 通过 令 zx = ziy/za,y = zz/za, 就 能 把 
圆 (z 一 a 十 (y 一 5 =7? 化 为 


(Z1 一 QZ3) 十 (7X2 一 bxsa) = 773. 
所 以 , 无 穷 远 直线 zs = 0 就 和 上 面 的 圆 , 也 就 是 任意 圆 , 交 于 艇 xz?2 + x2 = 0 上, 即 
交 于 一 对 坐标 分 别 为 zi : za :za=1:HA:0 和 zl:z:zas=1:-:0 的 点 上 .这 
些 点 就 是 所 谓 虚 圆 点 . 

下 面 的 新 观念 重要 性 也 不 亚 于 齐 次 坐标 的 引入， 直线 的 方程 zl 十 w2x2 十 
ua32Z3 二 0 关于 系数 ww 和 坐标 z 是 完全 对 称 的 . 普 虽 克 把 v 看 成 变动 的 , 于 是 上 面 
的 方程 就 代表 通过 定点 z 的 直线 族 . 他 把 ， 称 为 “ 线 坐 标 ”>， 上面 的 方程 就 是 利用 
它们 来 代表 通过 此 点 的 直线 束 , 也 可 以 说 是 代表 的 这 个 点 . 正如 我 可 以 把 一 个 线性 
关系 看 成 点 坐标 下 的 直线 方程 一 样 , 也 可 以 把 它 看 成 是 线 坐 标 下 点 的 方程 . 

120] 前面 说 过 , 雅 可 比 是 犹太 人 .一 一 中 译本 注 
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有 了 这 种 可 以 把 任意 “空间 元 素 ” 选 为 几何 学 的 出 发 点 的 思想 , 就 得 到 了 庞 赛 
莱 - 日 尔 冈 纳 的 对 偶 性 原理 的 完全 的 阐述 . 因为 这 种 点 和 直线 (在 三 维 空间 则 是 点 
和 平面 ) 的 统一 的 构 形 的 方程 , 对 于 这 两 种 元 素 是 完全 对 称 的 , 所 以 在 任何 一 个 简 
单 地 把 这 两 种 元 素 并 列 而 得 到 的 命题 中 , 我 们 都 可 以 把 点 和 直线 这 两 个 词 对 换 , 而 
到 一 个 新 命题 . 

这 些 就 是 普 吕 克 在 线性 元 素 和 二 次 元 素 的 几何 学 这 个 高 度 发 展 了 的 领域 中 引 
人 的 本 质 上 新 的 思想 . 但 是 他 还 超过 了 这 一 点 , 而 着 手 研 究 新 的 对 象 . 如 果 说 法 国 
几何 学 家 一 般 地 只 把 自己 局 限于 线性 和 二 次 领域 , 而 庞 赛 莱 一 旦 越 出 这 个 领域 就 遇 
到 了 麻烦 , 那么 , 普 吕 克 现 在 就 有 了 可 能 在 平面 代数 曲线 的 一 般 理论 中 取得 第 一 个 
成 功 . 

我 愿意 说 , 普 吕 克 的 主要 成 就 是 所 谓 “ 普 吕 克 公式 ”, 这 个 公式 把 一 条 曲线 的 阶 
(order, 即 其 点 坐标 方程 的 次 数 ) n, 类 (class， 即 其 线 坐 标 方程 的 次 数 ) &, 还 有 其 简 
单 的 ( 即 所 谓 “必然 的 ”) 奇 点 连接 起 来 2 . 这 些 公 式 可 见于 他 1834 年 写 的 《解析 几 
何 的 系统 (平面 情况 ) > 一 书 的 末尾 . 普 虽 克 首 先 找 到 了 关系 式 有 二 mn 一 1) 一 2d 一 3r， 
其 中 a 是 曲线 上 二 重点 的 个 数 , > 是 曲线 上 尖 点 的 个 数 . 如 果 不 动 一 点 干 苞 , 这 个 
公式 是 不 可 能 对 偶 化 的 (就 是 说 , 简单 地 把 ”和 大 对 换 一 下 是 不 行 的 ). 只 有 发 现 和 
引入 了 所 谓 '“ 线 奇 性 ”以 后 , 对 偶 性 原理 才能 用 得 上 . 二 重点 (其 个 数 记 为 d) 的 对 
偶 是 二 重 切线 (其 个 数 记 为 ), 尖 点 (其 个 数 记 为 +) 的 对 偶 则 是 密切 扭转 切线 (其 
个 数 记 为 w, 所 谓 扭转 切线 就 是 切 点 为 扭转 点 的 切线 ). 关于 这 种 扭转 点 , 普 吕 死 发 
现 了 关系 式 w = 3n(n 一 2), 而 在 有 奇 点 时 , 这 个 关系 式 则 是 


w= n(n— 2)— 6ad— 8r. 
我 们 现在 有 了 足够 的 资料 , 而 可 以 进行 对 偶 化 了 , 于 是 得 到 了 完全 的 公式 系统 如 下 : 


8 一 9 一 1 一 2d 一 37， n= Ek(k—1)— 2t— 3w, 
w= 3n(n—2)—6d—8r, 7=3k(k m2)— 6t— 8w. 


在 n=3,d= 0,7=0 时 ,有 w=9. 但 是 到 现在 为 上 ,在 一 般 的 三 阶 曲 线 Cs 上 
只 知道 有 3 个 扭转 点 存在 , 而 普 虽 克 证 明了 , 在 这 9 个 扭转 点 中 必 有 6 个 是 虚 的 . 
麦克 劳 林 (Colin Maclaurin, 1698 一 1746, 苏格兰 数学 家 ) 在 18 世纪 已 经 证 明了 ,Cs 
的 这 3 个 实 扭 转 点 位 于 一 条 直线 上 , 即 “ 招 转 直 线 ”. 因为 从 一 般 的 位 置 几 何 学 的 观 
点 看 来 , 并 没有 什么 性 质 把 实 扭转 点 与 其 他 扭转 点 区 别 开 来 , 所 以 麦克 劳 林 的 结果 
对 于 扭转 点 的 任意 三 元 组 都 成 立 . 这 可 以 用 简化 记号 来 证 明 , 与 普 吕 克 对 帕斯卡 定 
理 的 证 明 很 相像 . 所 以 , 一 条 Cs 曲线 应 该 有 12 条 扭转 线 , 其 最 简单 的 格式 后 来 由 
海 赛 证 明了 . 这 个 例子 可 以 表明 , 普 虽 克 的 发 现 如 何 丰 富 了 曲线 的 几何 学 . 普 吕 


521 庞 赛 莱 没有 和 弄 明 白 , 为 什么 不 能 把 关系 式 上 = nn -1 和 n= k(k 一 1) 对 偶 起 来 ( 即 所 请 庞 
赛 莱 悖 论 ). 
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在 他 1834 年 写 的 《解析 几何 的 系统 {平面 情况 ) 》 一 书 的 第 iv 页 上 说 :“ 要 想 掌握 那 
些 虚 的 而 且 在 一 切 情况 下 都 是 虚 的 东西 , 需要 有 想象 力 的 新 飞跃 .” 

为 了 在 新 的 几何 学 中 平安 地 前 进 ， 就 必须 对 想象 力 再 加 训练 ， 普 虽 克 本 人 的 
经 历 就 是 一 个 很 好 的 例证 , 他 在 排列 一 般 的 C4 曲线 的 28 条 二 重 切 线 时 , 就 被 错 
误 缠 身 难 解 ( 见 《 代 数 曲 线 理 论 》(Theorie der algebraische Kurven), 1839)， 从 一 
般 的 Cs 所 含有 的 任意 常数 个 数 , 他 正确 地 推断 出 (也 是 用 的 独特 的 普 吕 克 式 的 
论证 方法 ), 它 的 方程 可 以 表示 为 Q? - Hars = 0, 其 中 Q = 0 是 圆锥 截 线 , 而 
Dp 二 0,9 二 0,7 = 0,s = 二 0 则 是 直线 ,它们 就 是 Ca 的 二 重 切 线 . 但 是 他 由 此 导出 任意 
4 个 二 重 切 线 的 切 点 都 位 于 一 条 圆锥 截 线 上 却 是 错 了 . 事实 上 , 这 一 点 只 对 于 4 条 
切线 的 某 些 选 择 和 某 些 构 形 成 立 . 因为 p,q,m s 并 不 都 可 以 目 由 处 理 : 选 定 其 中 的 
两 个 , 则 另外 两 个 将 以 5 种 方式 被 确定 .( 这 个 错误 后 来 由 斯 坦 纳 改正 了 .) 

当然 , 普 吕 殉 公 式 尽 管用 处 很 大 , 在 一 个 方面 却 留 下 了 未 解决 的 问题 . 这 些 公 
式 对 于 如 何 把 实 的 东西 和 虚 的 东西 区 分 开 来 , 什么 也 没有 说 . 虽然 习惯 于 作 抽 象 思 
考 的 人 几 十 年 来 对 此 并 不 关心 , 但 对 于 那些 想 要 寻找 簇 的 真正 几何 形状 的 人 , 这 个 
问题 仍然 有 着 最 大 的 兴趣 . 这 个 问题 的 重要 性 居然 处 处 被 否定 , 这 件 事 必 须 看 成 是 
现代 几何 的 不 正常 的 地 方 . 我 愿 提 一 下 我 在 1876 年 找到 的 一 个 公式 ( 见 人 《数学 年 
刊 了 (Mathematische Anmalen, Bd. 10, 即 4 克 莱 因 文集 2:78 页 以 下 ), 它 是 以 完全 初 
等 的 方法 导出 的 , 而 且 只 使 用 了 普 吕 克 熟 悉 的 方法 , 补充 起 了 上 述 的 那个 方面 . 令 
w 表示 实 扭转 点 的 个 数 , 太 表示 实 孤 立 二 重 切线 的 个 数 , ”, dr 分 别 表 示 实 尖 点 和 
实 扳 立 二 重点 的 个 数 , 则 有 


n+w +2t =ki+r 2d’. 
利用 这 个 公式 , 例如 就 能 回答 一 个 Cs 曲线 的 扭转 点 何 时 为 实 点 的 问题 , 事实 上 , 由 
3 十 必 十 0=6 二 0+0， 


即 知 ww = 3. 所 以 从 扭转 点 的 孤立 性 就 可 以 得 到 一 条 Cs 曲线 的 扭转 点 为 实 点 的 
定理 . 

普 如 殉 没 有 捡 起 这 个 就 在 他 的 脚跟 前 的 结果 . 因为 他 对 曲线 的 真正 几何 形状 有 
很 大 的 兴趣 , 他 本 来 会 特别 欢迎 这 样 的 结果 , 这 就 更 加 令 人 感到 遗憾 了 . 普 昌 克昌 
然 在 射影 几何 的 发 展 上 有 很 大 的 成 就 , 他 却 不 是 真正 意义 下 的 “射影 派 >， 他 按照 
18 世纪 的 几何 学 家 的 风格 , 一 直 在 抓 具体 的 东西 , 他 把 注意 力 放 在 曲线 在 无 穷 远 处 
的 性 态 上 , 用 很 大 的 力量 去 研究 渐 近 线 之 类 的 问题 , 而 所 有 这 一 切 , 从 射影 几何 的 
观点 看 来 , 其 实 没 有 意义 . 射影 思想 有 符 完 善 , 不 变 式 理 论 尚 未 成 形 , 这 些 都 要 留待 
下 一 代 人 了 了. 


在 里 深入 地 进入 这 个 领域 前 , 我 们 需要 考查 现代 综合 几何 在 德国 的 创始 人 雅 可 
布 . 斯 坦 纳 . 
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斯 坦 纳 是 一 个 瑞士 农民 的 儿子 , 19 岁 以 前 还 一 直 在 种 地 .后 来 受到 想 当 一 个 
教师 的 热 望 驱动 , 他 致力 于 在 裴 斯 泰 洛 齐 (Johann Heinrich Pestalozzi, 1746 一 1827， 
瑞士 教育 学 家 ) 的 教育 机 梅里 的 工作 2 . 就 我 所 知 , 他 是 在 我 们 的 科学 里 , 唯一 的 
在 成 熟 以 后 才 得 到 数学 才能 的 训练 , 而 终 成 大 师 的 人 . 他 也 可 能 是 唯一 的 受 教育 于 
一 个 普通 的 公立 学 校 而 非 Gymnasium, 而 终于 成 为 一 个 精神 领袖 和 重要 的 大 学 教 
师 的 人 . 

斯 坦 纳 于 1796 年 3 月 18 日 出 生 于 瑞士 索 洛 图 恩 (Solothurn) 附近 的 乌 曾 多 夫 
(Utzendorf)， 他 在 成 长 时 期 是 一 个 农民 , 到 1815 年 他 已 经 19 岁 时 才 开 始 受 教育 ， 
后 来 就 成 了 裴 斯 泰 洛 齐 设立 在 伊 费 尔 顿 (Iferten) 来 实践 他 的 教育 思想 的 教育 机 构 
里 的 一 个 教师 . 虽然 裴 斯 泰 洛 齐 的 思想 富有 创造 性 而 且 激 动人 心 , 从 它 在 许多 地 方 
实践 的 结果 都 可 以 看 出 来 , 他 本 人 却 缺 少 完全 贯彻 这 些 思想 的 本 事 . 他 在 伊 费 尔 顿 
的 事业 也 因 财 政 困 难 垮 了 . 斯 坦 纳 热切 地 想 学 科学 , 就 在 1818 年 离开 了 . 他 来 到 海 
德 堡 (Heidelberg), 自己 学 习 法 国 的 几何 学 , 同时 担任 家 教 艰 难度 日 , 直到 1821 年 . 
但 是 他 早 前 的 教学 活动 对 他 很 有 帮助 , 因为 在 柏林 , 部 长 们 的 圈子 对 裴 斯 泰 洛 齐 的 
方法 颇 有 兴趣 . 斯 坦 纳 于 是 来 到 柏林 , 先是 担任 过 几 个 不 同 的 教 职 . 后 来 , 被 前 任教 
育 部 长 威廉 . 洪 堡 家 所 接纳 , 给 他 的 儿子 做 家 教 , 这 件 事 很 有 助 于 他 的 上 进 . 1834 
年 , 还 为 了 他 在 柏林 大 学 设立 了 一 个 额外 教授 职务 , 作为 让 他 当 拟 议 中 的 高 工 的 头 
的 进 身 之 阶 . 同时 他 又 成 了 柏林 科学 院 的 院士 . 他 于 1863 年 4 月 1 日 去 世 . 

他 一 直 没 有 当 上 正教 授 , 这 一 点 可 能 让 人 吃惊 . 据说 这 是 因为 他 缺少 充任 此 职 
所 需 的 社会 品味 . 说 真 的 , 斯 坦 纳 在 官僚 圈子 里 本 来 就 可 能 是 一 个 怪人 , 特别 是 到 了 
迟 莫 之 年 , 他 对 什么 都 看 不 惯 , 他 的 言辞 粗 陋 也 不 是 一 下 子 改 得 了 的 . 他 的 侄子 盖 
塞 尔 (C.F. Geiser) 的 书 《 纪念 雅 可 布 . 斯 坦 纳 》(Zur Brinnerung an Jacob Steiner) 
(Verhandlungen der Schweizerischen naturforschenden Gesellschaft 1872—1873, 56. 
Jahresversammlung, Schafthausen 1873, 215 页 以 下 ) 中 , 关于 他 的 人 格 和 发 展 , 有 许 
多 有 趣 的 注 记 . 

59 斐 斯 泰 治 齐 是 公认 的 现代 教育 学 的 祖师 爷 . 他 的 教育 思想 深 受 法 国 启蒙 思想 家 (特别 是 卢梭 ) 
的 影响 . 他 的 教育 理论 和 活动 主要 面向 儿童 教育 . 他 认为 教育 的 目的 是 使 儿童 得 到 全 面 的 身心 发 
展 , 挖掘 儿童 的 潜能 , 成 为 有 用 的 人 , 而 不 只 是 为 主人 劳动 的 工具 . 人 都 应 该 得 到 平等 的 受 教育 
的 机 会 . 在 儿童 教育 中 , 他 主张 以 儿童 为 中 心 , 反对 硬性 灌输 知识 , 反对 师 生 对 立 , 而 要 从 儿童 的 
生活 感受 开始 , 自己 获得 知识 . 例如 要 培养 空间 直觉 , 就 应 该 让 儿童 接触 各 种 形状 的 物体 , 自己 
来 获得 几何 知识 的 基本 要 素 . 本 书 下 面 提 到 的 几 位 教育 学 家 , 都 是 斐 斯 泰 洛 齐 思想 和 实践 的 拥护 
者 . 例如 弗 洛 贝尔 , 就 是 幼儿 园 的 创始 人 . 幼儿 园 顾 名 思 义 , 就 是 幼儿 的 花园 或 乐园 . 他 制作 了 各 
种 形状 的 “积木 ”给 孩子 们 玩 , 借以 获得 空间 直觉 . 这 些 积 木 就 称 为 “ 弗 洛 贝尔 礼物 ". 本 书 说 弗 
洛 贝 尔 从 结 蝇 学 和 矿物 学 开始 来 教 几 何 , 不 知 是 否 指 此 . 本 书 作者 也 讲 如 何 建 立 几 何 直 觉 , 但 是 
对 象 是 想 成 为 数学 家 的 人 甚至 是 成 熟 的 数学 家 , 这 与 儿童 教育 当然 是 两 回 事 . 所 以 这 样 来 看 待 裴 
斯 泰 洛 齐 的 教育 思想 , 很 难 服 人 . 反 过 来 , 现在 也 有 不 少 人 自觉 或 不 自觉 地 想 按压 斯 泰 党 齐 的 思 


想来 改造 高 中 甚至 大 学 的 数学 教育 , 要 让 学 生 们 从 所 谓 “生活 情景 ”来 接受 各 种 数学 概念 , 难道 
这 样 做 就 能 服 人 吗 ? 加 上 这 个 脚注 是 为 了 帮助 读者 看 懂 下 面 一 大 段 在 讲 什 么 .一 一 中 译本 注 
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考虑 到 盖 塞 尔 告诉 我 们 的 关于 斯 坦 纳 的 发 展 和 他 的 才能 的 表露 , 我 们 必须 把 他 
的 才能 看 成 是 完全 独创 的 . 这 种 才能 来 自 他 对 空间 形式 的 直觉 的 掌握 , 以 及 对 于 分 
析 的 茂 视 . 如 果 把 他 的 直觉 能 力 归 之 于 裴 斯 泰 洛 齐 的 影响 , 任何 一 个 人 , 只 要 读 过 
在 这 个 问题 上 常 被 引用 的 裴 斯 泰 洛 齐 的 书 4 直觉 的 ABC》(ABC der Anschauung)， 
都 不 会 相信 .， 裴 斯 泰 洛 齐 的 这 本 书 的 内 容 贫 乏 得 可 怕 . 谁 也 不 会 相信 它 的 作者 居 
然 是 一 个 新 的 以 直觉 为 导向 的 教育 体系 的 创始 人 . 这 本 书 所 做 的 事情 只 不 过 就 是 
把 线段 等 分 , 把 正方 形 分 成 数目 越 来 越 多 的 相同 的 正方 形 , 直到 读者 完全 麻木 为 I 上 . 
这 第 一 批 卖弄 学 问 的 教师 , 虽然 使 一 些 新 的 而 且 极 其 富有 成 果 的 思想 变 得 激动 人 
心 , 在 实现 他 们 的 计划 时 却 有 着 最 为 奇怪 的 想法 , 这 一 点 可 以 从 大 哲学 家 和 教育 学 
家 赫 尔 巴 特 (Johann Friedrich Herbart, 1776 一 1841, 德国 哲学 家 和 教育 学 家 ) 对 裴 
斯 泰 洛 齐 的 书 的 评论 看 到 . 为 了 开发 儿童 的 直觉 , 斐 斯 泰 洛 齐 提议 作 一 个 图 表 , 上 
面 除 了 大 大 小 小 形状 各 异 的 直角 三 角形 以 外 什么 也 没有 . 他 想 , 老 盯 着 这 样 一 个 图 
表 就 能 在 学 生 心 中 唤起 直角 三 角形 的 材 杉 如 生 的 概念 ,为 了 保证 得 到 持久 不 忘 的 
印象 , 他 甚至 建议 把 这 个 图 表 挂 在 婴儿 的 播 复 上 ! 要 想 在 这 种 教学 法 的 怪物 里 面 找 
到 真理 的 核心 , 就 需要 有 如 同 弗 洛 贝尔 (Friedrich Wilhelm August Fr5bel，1782 一 
1852, 德国 教育 学 家 ) 那样 的 人 . 弗 洛 贝尔 和 哈 尔 尼 什 (Christian Wilhelm Harnisch, 
1787 一 1864, 德国 教育 学 家 ) 以 物体 的 ( 即 三 维 的 ) 形状 为 这 种 教育 的 基础 , 而 且 创 
造 了 一 种 从 矿物 学 和 结晶 学 开始 的 有 效 的 教学 计划 . 

很 清楚 , 斯 坦 纳 不 可 能 从 这 个 来 源 获 得 他 的 直觉 的 力量 . 但 是 从 这 个 特别 的 教 
育 中 他 却 有 所 得 一 一 即 他 的 教学 艺术 . 按照 裴 斯 泰 洛 齐 的 教育 途径 , 必须 热心 而 关 
切 地 考虑 学 生 的 立场 , 而 且 用 苏 格 拉 底 式 的 方法 9 来 促成 这 一 点 . 所 有 的 知识 都 必 
须 由 学 生 自 己 来 获得 , 发 现 与 生成 ; 教师 只 是 按 正 确 的 方向 来 引导 学 生 的 独立 思考 . 
斯 坦 纳 用 很 大 的 技巧 来 发 展 这 个 原理 , 并 获得 很 大 成 功 , 他 在 讲课 时 从 不 画图 . 他 
假设 听课 者 的 主动 思考 自然 会 在 目 己 的 想象 中 生成 清晰 的 图 像 , 所 以 不 再 需要 任何 
物质 的 影像 了 .( 后 来 过 斯 特 威 格 (Friedrich Adolph Wilhelm Diesterweg, 1790- 一 1866， 
德国 教育 学 家 ) 甚至 走 得 更 远 , 他 在 默 尔 斯 (Mars) 给 教师 培训 班 讲 如 何 讲 几何 课 
时 , 有 意 把 灯 关 掉 , 把 房间 弄 成 黑 房子 !24 ) 

斯 坦 纳 的 文集 由 柏林 科学 院 在 1880 一 1882 年 分 两 卷 编辑 出 版 . 这 些 文章 分 成 
两 个 截然 不 同 的 两 部 分 . 

第 一 部 分 包含 了 从 1826 年 ( 那 年 他 在 Crelle 杂志 第 一 卷发 表 文章 ) 到 大 约 1845 
年 的 工作 . 这 里 包含 了 斯 坦 纳 真正 有 独创 性 的 思想 , 虽然 时 常 只 是 应 用 于 相对 初等 

23] 即 师 生 之 间 的 对 话 , 讨论 , 总 之 是 互动 一 一 中 译本 注 
5 请 参看 Karl-Heinz Giinther 为 Diesterweg 写 的 一 篇 传记 . 它 发 表 在 联合 国教 科 文 组 织 的 刊 


物 上 : www.ibe.unesco/publications/ThinkersPdf/diestere.pdf 从 那里 就 可 以 理解 中 译 者 为 什么 关 
于 裴 斯 泰 洛 齐 要 与 一 个 很 长 的 脚注 .一 一 中 译本 注 
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的 情况 ， 

第 二 个 时 期 包含 了 他 在 高 等 代数 领域 里 的 工作 , 时 常 只 宣布 结果 而 没有 证 明 . 
从 他 与 施 雷 夫 里 (SchliHi)1848 一 1856 年 期 间 的 来 往 信 件 (后 来 由 格拉 夫 (Graf) 在 
1896 年 出 版 ) 可 以 看 得 很 清楚 , 不 幸 的 是 , 斯 坦 纳 在 这 些 工 作 里 大 量 引用 了 来 目次 
国 (还 有 其 他 地 方 ) 的 资料 而 不 说 明 其 来 源 也 不 向 人 致谢 . 这 是 这 位 不 寻常 的 人 的 
悲剧 . 他 从 不 为 人 知 上 升 到 令 人 羡慕 的 了 不 起 的 生活 , 所 以 不 能 忍受 由 于 年 老 而 做 
不 出 什么 东西 的 枯竭 之 感 , 他 悲 兰 , 采用 绝望 的 手段 来 抗争 , 试图 为 了 自己 , 也 为 别 
人 , 保存 过 去 光辉 的 形象 . 谁 也 说 不 清 他 干 了 多 少 副 穷 的 事情 , 也 说 不 清 他 目 己 是 
如 何 由 于 创造 力 受 到 过 于 热切 的 贪 欲 的 污染 , 因而 成 了 牺牲 品 . 

不 论 如 何 , 在 这 里 讲 的 是 他 早期 的 工作 . 他 的 主要 著作 是 《 几何 形式 的 相互 依赖 
的 系统 发 展 》(Systematische Entwicklung der Abhingigkeit geometrischer Gestalten 
von einande7), 原来 计划 分 成 五 个 部 分 , 但 是 只 有 第 一 部 分 出 版 了 (Berlin, 1832). 

构造 纯粹 的 综合 几何 学 的 计划 是 以 射影 生成 这 一 基本 概念 为 基础 的 . 从 “基本 
形式 ”一 -在 平面 情况 下 , 基本 形式 就 是 : 直线 、 直 线束 以 及 平面 自身 ; 在 空间 情况 
下 , 则 是 : 直线 、 平面 直线 束 、 平 面 束 、 直 线 从 平面 从 以 及 空间 本 号 一 一 开始 , 通 
过 逐步 构 作 更 高 级 的 几何 形式 , 这 样 建立 起 几何 学 的 体系 . 几何 形式 之 间 , 则 射影 
地 相关 联 , 而 下 一 个 更 高 级 的 几何 形式 就 是 具有 这 些 关 联 的 构造 . 

在 这 个 人 研究 的 第 一 部 分 只 人 研究 了 圆锥 截 线 和 单 叶 双 曲 面 一 单 叶 双 曲 面 是 由 
两 个 射影 平面 束 的 交 线 生成 的 . 斯 坦 纳 的 讲义 由 施 罗 特 (Heinrich Eduard Schrater， 
1829 一 1892, 德国 数学 家 ) 于 1867 年 编辑 而 成 . 

这 部 著作 的 新 的 重要 的 东西 在 于 它 的 体系 方面 , 在 内 容 方面 则 没有 本 质 上 新 的 
东西 . 但 是 一 旦 理解 了 这 个 计划 , 则 实行 这 个 计划 的 严格 性 , 加 上 他 的 优美 的 散文 ， 
就 以 其 思想 上 抓 住 一 点 以 后 就 一 以 贯 之 毫 不 放松 这 个 特点 ,和 思想 的 独创 性 抓 住 了 
读者 . 此 书 也 总 是 表现 出 , 斯 坦 纳 除 了 对 研究 有 兴趣 外 , 还 注意 表述 和 关心 教学 . 他 
对 自己 的 研究 的 价值 的 估计 则 表现 在 此 书 序言 之 中 : 

“本 书 的 写作 力求 揭示 出 一 个 机 体 : 它 把 外 部 世界 的 杂七杂八 的 现象 互相 联结 
起 来 .……: 使 秩序 出 现在 混沌 之 中 , 使 人 看 到 各 个 部 分 怎样 自然 地 结合 起 来 ,相关 
的 部 分 又 怎样 联合 成 一 个 适当 定义 的 总 体 .” 

斯 坦 纳 借以 达到 此 目标 的 手段 , 今天 大 家 都 很 熟悉 了 , 但 是 我 们 也 知道 , 它 只 
能 管 得 上 几何 学 的 一 部 分 , 再 说 , 斯坦 纳 也 没有 把 它 充 分 发 挥 出 来 . 

从 较 低 级 的 几何 结构 逐步 生成 高 级 的 几何 结构 的 “斯 坦 纳 原 理 ”, 解析 地 说 , 相 
应 于 令 某 个 行列 式 为 零 . 举例 来 说 , 一 个 二 次 直 纹 面 的 射影 生成 , 只 要 令 一 个 由 平 
面 方程 双重 排列 所 得 的 以 下 行列 式 为 零 , 就 能 得 到 : 
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由 此 式 可 以 得 到 
p— kg=0, 
p'— Hg = 0; 
或 者 
pC Ap 一 0， 
0 一 》q = 0. 


它们 就 是 两 族 生成 元 . 类 似 于 此 , 由 雷 耶 (Theodore Reye, 1838 一 1919， 德国 数学 家 )， 
舒 尔 (Friedrich Heinrich Schur, 1856 一 1932)B25 和 施 图 姆 (Jacques Charles Francois 
Sturm, 1803 一 1855, 法 国 数学 家 ) 对 于 斯 坦 纳 原 理 的 推广 引导 到 对 一 个 和 矩阵 的 行列 
式 作 系统 的 组 合 , 例如 对 于 

PPX 

pV X |, 


令 它 为 零 , 就 会 得 到 新 的 几何 定理 . 这 个 原理 看 起 来 很 流畅 , 但 是 作为 构造 整个 几 
何 学 的 基础 , 它 还 走 得 不 够 远 , 事实 上 , 到 了 三 次 以 上 的 问题 , 它 就 走 不 下 去 了 . 
就 在 斯 坦 纳 划 定 的 范围 内 , 他 也 还 达 不 到 目的 . 因为 既然 从 默 比 乌 斯 已 经 说 得 
的 阵地 退却 , 拒绝 了 符号 原理 , 他 就 剥夺 了 自己 做 出 更 一 般 的 陈述 的 可 能 性 . 所 以 ， 
在 处 理 交 比 时 , 他 就 不 得 不 固定 各 个 元 素 的 次 序 ; 但 是 , 最 重要 的 是 , 他 在 掌握 虚 的 
量 的 时 候 失 败 了 . 他 从 来 没有 真正 懂得 什么 是 虚数 , 而 陷于 使 用 诸如 “魔鬼 ”或 “ 几 
何 学 的 影子 世界 ”之 类 通 词 的 境地 . 当然 , 他 的 几何 形体 系 就 受到 了 目 己 的 限制 Pa ， 
这 样 , 尽管 从 射影 几何 学 看 来 有 两 个 圆锥 截 线 x2? 十 zx2 一 23 = 二 0 和 xz2 十 x3 十 x3 = 0， 
但 在 斯 坦 纳 的 体系 里 , 第 二 个 就 无 容 身 之 地 . 施 陶 特 是 第 一 个 把 综合 几何 从 这 些 和 
其 他 的 不 完善 处 解放 出 来 的 人 , 这 一 点 我 们 要 在 下 面 比 较 详 细 地 看 到 
在 《几何 形式 的 相互 依赖 的 系统 发 展 少 于 1832 年 出 版 以 后 ,1833 年 斯 坦 纳 

又 出 了 一 本 小 书 :《 使 用 直 尺 以 及 一 个 定 圆 的 几何 作 图 (为 中 学 教学 和 实际 工作 之 
用 )》 (Die geometrischen Konstruktionen ausgefihrt mittels der geraden Linie und 

25] 著名 的 名 为 舒 尔 的 数学 家 有 好 几 位 . 克 菜 因原 书 德 文本 的 索引 指明 , 这 里 的 舒 尔 是 了. Schur， 
他 是 几何 学 家 , 在 几何 基础 上 有 贡献 , 但 是 国籍 未 查 到 .， 男 一 位 更 有 名 的 是 Issai Schur, 1875 一 
1941, 生 于 白俄罗斯 , 座 于 英 占 巴勒斯坦 地 区 ( 今 以 色 列 ) 的 特拉维夫 市 (Tel aviv). 他 在 群 表 示 理 
论 以 及 量子 力学 上 有 重要 贡献 , 但 是 没有 研究 过 几何 学 . 他 因为 是 犹太 人 , 遭 到 纳粹 觉 人 的 迫害 ， 
而 流亡 到 巴勒斯坦 地 区 . 本 书 第 8 章 还 讲 到 一 位 舒 尔 , 就 不 明白 是 谁 了 . 一 一 中 详 本 注 

26] 还 有 男 一 些 不 完善 处 也 影响 了 斯 坦 纳 体系 的 基本 定义 , 这 样 , 还 有 更 多 的 定理 有 斯 坦 纳 未 曾 
认识 到 的 例外 . 见 R. Baldus 的 论文 “关于 斯 坦 纳 的 射影 性 的 定义 ” (Zur Steinerschen Definition 
der Projektivitat) Mathematische Annalen, Bd. 90 (1922——1923), 89 页 以 下 . 
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Eines festen Kreises (als Lehrgegenstand auf hoheren Schulen und zur praktischen 
Benutzung). 基本 思想 来 自 庞 赛 菜 , 但 是 实现 这 个 思想 又 是 特别 有 趣 . 副标题 透露 
了 一 个 事实 (从 其 他 地 方 也 可 以 看 到 ), 那 时 斯 坦 纳 希望 能 当 上 所 议 中 的 高 工 的 领 
导 . 但 是 当 他 1835 年 得 到 梦 才 以 求 的 大 学 教授 职位 以 后 , 他 就 不 可 能 完成 原来 计 
划 的 广泛 的 著作 了 , 这 也 是 他 的 特性 吧 . 

在 斯 坦 纳 早 期 的 许多 工作 中 , 我 还 要 提 到 一 篇 短文 , 其 内 容 与 这 本 书 大 异 其 趣 ， 
这 也 表现 了 他 在 几何 学 中 兴趣 多 么 广泛 , 尽管 他 的 思想 的 特点 是 始终 抓 住 一 点 不 
放 一 一 此 文 却 以 其 表述 异常 清晰 和 才华 四 溢 著 称 .， 这 就 是 :“ 论 平面 图 形 的 最 大 与 
最 小 值 , 和 空间 中 的 一 般 球面 ”(Sur le marimum et le minimum des figures dans le 
plan, et sur la sphére dans Lespace en général) (Crelle 榴 志 Bd.34, 1842). 其 中 用 
初等 几何 方法 处 理 了 许多 最 大 最 小 问题 . 一 个 著名 的 例子 是 : 在 一 个 三 角形 内 , 作 
一 个 周 长 一 定 (但 大 于 内 切 圆 的 周 长 ) 的 内 接 图 形 , 使 其 面积 最 大 . 解答 是 用 3 段 半 
径 相 同 的 圆 弧 和 各 边 的 一 段 组 成 的 图 形 . 但 是 使 得 本 文 特别 著名 的 是 , 文中 证 明了 ， 
圆周 可 以 刻画 为 周 长 最 小 但 包围 最 大 面积 的 平面 图 形 , 而 用 不 着 所 有 其 他 性 质 . 但 
是 这 些 “ 等 周 问 题 ”, 虽然 只 用 初等 手段 就 研究 得 如 此 有 才气 , 却 有 一 个 逻辑 上 的 漏 
酒 , 后 来 人 们 才 认 识 到 : 就 是 少 了 问题 的 解 的 存在 证 明 . 这 个 漏洞 是 由 魏 尔 斯 特 拉 
斯 补 起 来 的 , 而 在 特例 下 则 是 施 瓦 次 (Karl Hermann Amandus Schwarz, 1843 一 -1921， 
德国 数学 家 ) 补正 的 . 

如 果 要 把 我 们 在 上 面 关 于 斯 坦 纳 所 说 的 话 总 结 一 下 , 我 们 就 不 得 不 说 , 他 并 不 
是 一 个 一 以 贯 之 的 系统 的 射影 派 人 物 , 而 那个 时 代 需 要 的 却 正 是 这 样 的 人 . 在 他 的 
工作 中 , 使 用 的 是 交 比 的 度量 定义 , 正如 庞 赛 莱 和 默 比 乌 斯 所 作 的 一 样 , 但 是 在 整 
个 构造 中 , 度量 几何 和 射影 几何 的 关系 仍然 没有 和 弄 清楚 

我 们 将 会 看 到 , 这 个 问题 是 怎样 在 1830 年 以 后 的 发 展 中 得 到 解决 的 , 这 正 是 
下 一 章 的 主题 


默 比 马 斯 、 普 号 克 和 斯 坦 纳 
以 后 的 代数 几何 


“代数 几何 ”一 词 , 按照 逐渐 流行 起 来 的 用 法 , 我 理解 为 低 次 数 (开始 时 只 是 一 
次 和 二 次 的 ) 的 复 (variety,，Gebilde) 的 代数 结构 的 理论 , 而 与 无 穷 小 几何 相对 立 . 
这 样 , 我 们 在 这 里 处 理 的 就 是 , 由 蒙 日 和 斋 赛 菜 所 创立 , 然后 由 默 比 乌 斯 、 普 如 克 和 
斯 坦 纳 发 展 起 来 的 这 个 学 科 的 成 长 . 这 里 , 我 放弃 了 把 几何 学 分 成 解析 几何 和 综合 
几何 这 种 通常 的 划分 , 这 种 分 法 , 我 们 已 经 说 过 , 其 实 是 把 非 本 质 的 侧面 当成 了 主 
要 的 区 别 于 其 对 立 面 的 特征 . 我 宁愿 把 注意 力 引 向 下 面 的 问题 : 这 个 学 科 在 其 进展 
中 , 基本 的 几何 概念 起 什么 作用 , 而 代数 又 起 了 什么 作用 ?所 以 , 我 们 要 考虑 : 

1. 纯粹 的 射影 几何 是 如 何在 庞 赛 莱 的 思维 方式 的 基础 上 , 在 斯 坦 纳 第 一 次 加 
以 系统 化 以 后 , 最 终 发 展 为 一 个 封闭 的 , 严格 的 系统 结构 的 . 

2. 平行 的 代数 学 科 不 变 式 论 的 研究 , 也 就 是 对 于 二 次 或 更 高 次 的 齐 次 代数 形 
式 的 在 任意 线性 变换 下 不 变 的 性 质 的 研究 . 


纯粹 射影 几何 的 详细 阐述 


我 们 从 德国 几何 学 家 施 陶 特 开 始 , 因为 我 们 这 里 所 考虑 的 思想 的 原则 的 发 展 最 
重要 的 成 束 应 归功 于 他 . 

施 陶 特 的 生平 和 发 展 在 许多 地 方 使 我 们 想起 了 他 的 先行 者 默 比 乌 斯 , 二 人 才能 
和 性 格 也 颇 相 似 . 他 于 1798 年 出 生 于 罗 滕 保 (Rothenburg ob der Tauber) 的 一 个 
古老 的 法 即 殉 贵族 中 家 庭 里 ， 像 默 比 乌 斯 一 样 , 他 曾经 有 一 段 时 间 是 高 斯 的 学 生 ， 
高 斯 指导 他 研究 天 文学 和 数论 问题 , 而 不 考虑 他 倾向 于 几何 学 . 在 他 成 熟 以 前 , 这 
个 倾向 一 直 沉 睡 着 . 1822 一 1825 年 间 , 他 在 维尔 茨 堡 (Wiirzburg) 既 在 大 学 教书 也 


0 法 即 克 是 德国 西部 下 莱茵 河东 北部 的 一 个 古老 部 族 . 在 西 罗马 帝国 时 期 , 他 们 建立 了 法 郎 克 
帝国 .一 一 中 译本 注 
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在 Gymmasium 教书 . 1825 一 1835 年 也 类 似 地 在 纽伦堡 (Niirnberg, 现在 比较 常用 
的 是 它 的 英文 拼 法 Nuremberg) 得 到 两 个 职位 , 即 Gymnasium 和 高 工 (现在 的 叫 
法 是 高 等 技术 学 校 ) 的 教 职 . 1835 年 他 成 了 埃 尔 天 根 (Erlangen) 大 学 的 教授 , 直至 
1868 年 去 世 为止 ( 见 麦 克 斯 : 诺 特 (Max Nather, 1844 一 1921, 德国 数学 家 ) 1906 
年 在 埃 尔 良 根 妇 属 巴伐利亚 一 百 周年 纪念 会 上 的 演说 ) . 在 埃 尔 归根 的 尚未 受到 花 
花 世 界 的 影响 而 得 以 保留 的 静 凡 和 质朴 之 中 , 施 陶 特 的 心情 静 如 止 水 , 而 且 与 世 陋 
绝 , 只 有 这 样 , 他 才能 把 他 的 思想 不 受 干扰 地 发 展 起 来 . 他 有 着 最 大 限度 的 隐秘 与 
对 世事 安之 铬 素 , 这 些 特点 也 在 他 的 外 表 上 也 留 下 了 印记 : 当 我 在 1872 年 继 汉 克 
尔 (Hermann Hankel, 1839 一 1873) 和 Hans Pfaff 之 后 担任 这 个 教 职 时 ( 汉 克 尔 于 
1868 一 1869 年 , Pfaff 于 1869 一 1872 年 也 担任 过 这 个 教 职 外 ) 就 听 说 施 陶 特 简 百 就 
像 一 个 数目 字 一 样 呆 板 . 施 陶 特 的 基本 著作 , 是 漫长 深思 的 生活 的 成 熟 的 产物 , 这 
就 是 : 

《位 置 几何 学 》(Geometrie der Lage, Nuremberg, 1847); 

《对 位 置 几 何 学 的 贡献 》(Beitrége zur Geometrie der Lage, Nuremberg, 1856, 
1857, 1860.) 以 下 简称 为 《贡献 》. 


这 些 书 包含 了 非常 丰富 的 思想 , 其 表述 形式 毫 无 漏洞 , 但 是 僵硬 到 几乎 毫 无 生 
气 的 地 步 .一 一 这 种 表述 方式 目 然 相 应 于 他 的 不 假 分 毫 、 力 求 系统 的 天 性 , 也 与 年 龄 
有 关 : 在 写 完 第 二 本 书 时 , 他 已 经 63 岁 了 . 我 总 是 感到 化 进行 前 述 的 方式 完全 难以 
接近 . 然而 , 如 果 说 我 很 受 他 的 思想 的 刺激 , 为 之 花 了 不 少 精力 , 这 要 完全 归功 于 我 
的 学 生 和 友人 , 现在 已 经 去 世 的 蒂 罗 尔 人 施 托 区 (Otto Stolz, 1842 一 1905, 奥地利 数 
学 家 , 生 于 因 斯 布鲁克 附近 的 哈 尔 止 ), 我 和 他 1869 一 1870 年 在 柏林 和 1871 年 夏天 
在 格 丁 根 常 在 一 起 , 1871 年 夏 叉 住 在 一 起 . 施 托 茨 曾 广泛 地 读 过 施 陶 特 的 书 , 他 通 
过 不 知 疲倦 地 如 同 讲 故事 一 样 把 我 吸引 到 这 个 世界 , 使 我 有 了 兴趣 , 并 以 最 生动 的 
方式 刺激 了 我 . 

在 本 书 这 些 讲演 的 框架 里 , 不 论 如 何 我 都 只 能 以 相当 自由 的 方式 报告 一 下 我 们 
有 赖 于 施 陶 特 的 最 本 质 的 进展 , 同时 再 用 几 句 话 讲 一 下 这 些 进 展 后 来 是 怎样 得 到 了 
完善 的 . 不 科 的 是 , 这 里 和 在 别处 一 样 , 我 只 能 选择 很 少 几 点 . 

“四 他 的 女儿 艾 米 庶 特 (Emmy Amalie Nther, 18821935), 是 贡献 更 大 也 更 著名 的 数学 家 , 而 
且 她 在 数学 上 的 兴趣 和 她 的 父亲 很 相近 : 同 为 代数 几何 学 . 但 是 这 里 讲 的 应 该 是 父亲 , 因为 1906 
年 她 还 才 被 格 丁 根 大 学 录取 , 不 可 能 去 做 这 样 的 讲演 .一 一 中 译本 注 

[3] 原 书 提 到 的 Hans Pfaff 不知 是 谁 . 高 斯 在 Helmstedt 大 学 读书 时 ， 有 一 位 老师 Johann Friedrich 
Pfaff, 1765- -1825. 我 们 通常 讲 到 的 Pfaf 形式 , 就 来 自 这 一 位 Pfaff. 但 他 早 在 1825 年 就 已 离世 ， 
所 以 不 可 能 是 这 里 的 Hans Pfaff. 中 译本 注 

4 蒂 罗 和 尔 (Tyrol) 是 奥地利 中 部 的 地 区 , 现 称 蒂 罗 和 尔 州 , 因 斯 布鲁克 (Innsbruck) 是 它 的 首府 . 


哈 尔 (Hal) 现在 的 名 称 是 Solbad Hall. 施 托 获 在 格 丁 根 听 过 克 莱 因 的 讲演 ,所 以 克 莱 因 称 他 为 学 
生 .一 中 译本 注 
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第 一 点 , 也 是 最 重要 的 一 点 我 已 经 在 上 一 音 末 尾 讲 过 , 近 几 十 年 来 整个 的 
发 展 都 是 朝 着 它 的 一 就 是 要 与 所 有 的 度量 的 考虑 相 独立 地 建立 起 射影 几何 学 . 我 
们 已 经 看 到 , 庞 赛 莱 和 斯 坦 纳 的 射影 几何 学 , 如 果 想 要 抛 掉 度 量 几何 , 或 者 如 现在 
的 情况 那样 , 把 度量 几何 变 成 只 是 射影 儿 何 的 一 个 特殊 的 部 分 , 那么 , 都 有 一 个 至 
命 的 不 相 容 处 . 射影 几何 最 重要 的 概念 _ 交 比 , 以 及 随 之 而 来 的 一 般 射影 坐标 系 ， 
都 是 基于 度量 定义 的 . 交 比 , 顾名思义 , 是 通常 意义 下 的 线段 或 距离 之 比 的 比 : 

人 的 (6) 
EC 

要 从 这 个 比 导 出 “一 般 的 射影 坐标 "就 要 选取 3 个 基本 的 点 


& 一 上 亦 即 XX 二 0, 
& 一 &, 亦 即 X=1, 
£=E*， 亦 即 x=o%， 


并 通过 一 种 做 法 , 以 这 个 比 为 基础 , 在 直线 上 生成 一 个 射影 尺度 (在 平面 上 就 是 三 
角 坐 标 , 在 三 维 空间 则 是 四 面体 坐标 ); 以 距离 为 基本 工具 来 建立 起 整个 构造 -一 这 
与 把 立 脚 点 放 在 度量 几何 之 外 , 显然 是 不 相 容 的 ， 

施 陶 特 解 决 了 这 个 困难 , 他 清楚 地 认识 到 , 一 般 的 、 非 度量 几何 的 射影 坐标 的 
定义 不 仅 是 需要 的 , 也 是 可 能 的 . 为 了 避免 老 的 错误 理解 , 甚至 想 都 不 要 想 这 种 老 
错误 , 他 放弃 了 “ 交 比 ”一 词 , 而 给 相关 的 由 4 点 构成 的 构图 一 此 构图 只 依赖 于 
位 置 的 几何 学 一 一 一 个 新 名 词 :“ 投 射 ”( 德 文 Wurf) . “投射 ”是 一 个 纯粹 的 数 , 而 
一 点 与 3 个 自由 选 定 的 基本 点 0,1,oo 所 成 的 投射 就 取 为 已 点 的 坐标 . 

被 称 为 “投射 ”的 这 个 数 , 是 以 纯粹 射影 方式 定义 的 , 即 用 的 默 比 马 斯 网 . 用 现 
代 的 语言 来 说 , 默 比 乌 斯 在 1847 年 的 发 展 就 意味 着 , 有 可 能 在 选 定 3 个 基本 点 以 
后 , 对 于 一 系列 的 点 构造 出 投射 这 个 数值 标尺 . 这 个 构造 是 以 纯粹 射影 几何 方式 进 
行 的 , 即 只 需 用 到 连接 两 点 的 直线 和 直线 的 交点 . 这 种 构造 方法 与 我 们 熟悉 的 默 比 
乌 斯 网 实 无 区 别 . 在 通常 的 度量 情况 , 当 我 们 可 以 做 平行 线 时 , 构造 的 方法 如 下 ( 见 
图 6): 经 过 0,1 两 点 , 各 作 任 意 直线 . 设 它们 的 交点 为 M, 过 M 点 作 01 的 平行 线 ， 
而 过 1 点 又 作 0M 的 平行 线 1N; 过 N 点 再 作 1M 的 平行 线 , 交 直 线 01 于 2 点 . 
平行 四 边 形 对 边 相 等 定理 证 实 了 , 这 样 作 可 以 得 到 通常 的 度量 标尺 . 通过 不 断 地 作 
两 点 连 线 与 两 线 交 点 , 最 终 会 在 标尺 上 找到 一 切 有 理 数 值 . 现在 只 需 射影 地 观察 这 
个 图 形 , 把 无 穷 远 直 线 移 到 平面 有 限 远 处 , 就 会 在 任意 取 定 3 个 基本 点 后 得 到 一 般 
的 决定 射影 坐标 的 方法 ( 见 图 7) . 

当然 , 除非 证 明了 这 个 作法 的 唯一 性 , 就 还 不 能 以 此 为 射影 坐标 的 定义 : 我 们 
还 须 证 明 , 一 旦 取 定 了 3 个 基本 点 , 则 不 论 从 哪 一 条 直线 开始 , 都 会 得 到 同样 的 标 
尺 . 不 幸 的 是 , 我 没有 时 间 来 解释 这 个 证 明 , 它 是 斯 坦 纳 真 正 的 成 就 . 我 倒是 愿意 简 
单 地 说 明 一 下 怎样 把 他 的 思想 移 用 到 分 析 中 的 数 系 . 
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我 首先 必须 澄清 一 点 误会 . 因为 射影 几何 这 人 么 快 就 从 很 少 几 个 基本 概念 进 到 
有 意义 的 成 果 , 那么 容易 , 那么 优雅 , 时 常 使 得 它 的 热情 拥护 者 过 高 地 估计 了 射影 
几何 学 , 相信 可 以 避免 如 欧 几 里 得 几何 所 需要 的 困难 的 公理 化 人 研究. 汉 克 尔 就 是 这 
样 , 他 在 1869 年 在 带 宾 根 (Tiibingen) 的 就 职 演 说 一 一 一 篇 计算 上 极 有 才气 的 作品 ， 
虽然 尚 不 充分 , 也 是 坚实 的 一 一 中 就 宣称 , 新 几何 是 “王者 的 道路 ”, 虽然 欧 几 里 得 
对 国王 托 勒 密 和 否定 过 数学 里 有 “王者 的 道路 ”存在 . ( 见 H. Hankel,《 近世 纪 数 学 的 
发 展 》(Die Entwickelung der Mathematik in den letzten Jahrhunderten, Tiibingen， 
1869.) 


然而 欧 几 里 得 还 是 对 的 : 在 数学 里 并 没有 “王者 的 道路 ”". 甚至 当 一 个 人 从 射 
影 几 何 学 这 个 侧面 进入 数学 时 ， 他 还 是 会 遇 到 在 度量 几何 学 里 已 经 知道 的 那些 轩 
难 一 一 它们 只 能 用 机 敏 的 逻辑 思考 来 解决 . 

这 样 , 即 令 现 在 施 陶 特 已 经 给 了 我 们 所 有 的 有 理 坐 标 值 x, 仍然 有 无理 数 及 其 
在 几何 学 中 的 地 位 这 个 问题 . 而 且 正 如 在 通常 的 几何 学 中 一 样 , 这 里 的 漏洞 只 能 用 
一 个 公理 来 填补 起 来 . 这 个 公理 我 们 表述 如 下 : 对 于 已 经 由 戴 德 金 分 割 完备 化 了 的 
数 系 , 其 每 一 个 值 , 必 相 应 有 直线 上 的 一 个 几何 点 , 反之 亦 然 . 

在 身影 几何 学 中 引入 连续 性 公理 , 特别 是 用 逐次 构造 默 比 乌 斯 网 的 有 理 值 来 任 
意 允 近 一 个 无 理 值 的 思想 , 曾 引 起 了 种 种 错误 . 许多 逻辑 学 家 都 相信 , 除非 把 “小 
量 ” 或“ 变 得 更 小 ", 以 及 “小 的 和 大 的 距离 ”这 些 概 念 弄 清楚 , 就 不 可 能 谈 起 趋向 极 
限 . 不 幸 我 在 这 里 没有 办 法 讲 得 更 精确 . 但 是 现在 我 要 提醒 两 点 , 在 我 看 来 , 理解 上 
的 障碍 正 是 由 此 而 来 . 第 一 点 是 把 数 作为 一 种 “测度 ”与 线段 相 联 系 . 这 是 一 个 错 
误 的 概念 . 这 种 朴素 的 “测度 ”概念 可 能 来 自 度量 几何 , 测度 在 度量 几何 里 好 像 是 
一 个 “基数 ”, 讲 的 是 事物 的 个 数 , 例如 在 一 个 线段 里 面 可 以 放 进 去 的 单位 线段 的 个 
数 . 但 是 哪怕 在 度量 几何 学 里 面 , 只 要 过 到 了 无 理 数 , 这 个 概念 就 不 能 用 了 , 而 在 射 
影 几 何 学 里 , 哪怕 没有 过 到 无 理 数 , 它 也 完全 站 不 住 脚 . 在 这 里 坐标 的 数值 只 是 一 
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个 排 次 序 用 的 数 ( 即 序数 [Ordnungszahl). 求 极 限 所 需 仅 仅 是 坐标 数 的 这 种 单调 的 
排序 . 我 看 第 二 个 困难 也 就 在 这 里 . 许多 人 由 于 极限 过 程 的 来 自 图 形 的 历史 发 展 过 
程 , 而 对 极限 过 程 的 概念 , 完全 没有 得 到 事物 的 本 质 . 他 们 不 知道 “ 变 得 更 小 " “更 
加 逼近 ”这 样 概念 就 已 经 足够 了 , 而 他 们 还 要 用 “小 "、“ 近 ”这 些 对 于 趋同 极限 训 

一 旦 克服 了 这 个 关于 无 理 数 的 困难 , 对 射影 几何 学 的 处 理 , 就 能 够 如 对 于 度量 
几何 的 处 理 同 样 严 格 , 同样 广泛 , 甚至 在 处 理 任 意 的 超越 曲线 时 也 是 如 此 . 在 这 里 
也 可 以 使 用 齐 次 坐标 zi : zaz : zs (平面 情况 ) 和 普 吕 元 处 理 方程 的 方法 . 

至 此 , 我 要 离开 射影 几何 学 的 基础 , 来 考虑 施 陶 特 的 第 二 个 伟大 成 就 : 射影 几 
何 学 中 虚 量 的 解释 . ( 见 施 陶 特 的 《贡献 》, 1857.) 

对 于 几何 学 中 的 虚 量 , 当然 可 以 采取 这 样 的 立场 : 即 认 为 既然 几何 学 与 分 析 的 
联系 已 经 巩固 地 确立 了 , 就 没有 必要 再 对 虚 量 作 几 何 解 释 , 因为 分 析 已 经 完全 符合 
逻辑 , 目 然 就 能 对 这 种 联系 给 出 足够 的 洞察 . 实际 上 也 时 常 采取 这 种 逻辑 上 无 懈 可 
击 的 立场 . 但 是 没有 一 个 真正 的 几何 学 家 会 满足 于 此 : 对 于 他 来 说 , 他 的 科学 , 即 
几何 学 的 魅力 和 价值 就 是 能 够 看 得 见 他 所 想 的 东西 . 所 以 , 他 就 要 努力 仍然 停留 在 
实 域 中 间 , 但 是 同时 也 为 自己 找到 虚 量 的 几何 形象 , 而 不 带 一 点 神秘 主义 的 色彩 . 

用 实 的 第 二 类 对 合 来 表示 共 绒 的 虚 量 , 这 是 很 自然 的 (在 施 陶 特 之 前 就 提出 了 
这 一 点 ), 即 选取 两 个 基点 , 并 在 连接 这 两 点 的 直线 上 作出 所 有 调和 点 对 , 这 样 就 得 
出 了 共 轿 的 点 对 中 . 作 两 对 互相 间隔 的 点 对 aa 和 65,5 ( 见 图 8), 则 对 合 可 以 唯一 
地 确定 , 而 一 对 共 斩 虚 点 就 这 样 表示 出 来 了 . 用 特有 的 方法 也 可 以 用 实 射 线束 中 的 
第 二 类 对 合 来 表示 一 对 共 思 的 虚 射 线 . 


pb p' 
a a 


图 8 


但 是 这 种 表示 只 对 一 对 元 素 给 出 了 我 们 所 要 的 共 红 关系 , 余下 的 问题 是 要 在 实 

域 里 找到 一 种 把 数 对 中 的 两 个 元 素 分 离开 来 的 可 视 的 方法 ， 这 件 事 是 由 施 陶 特 的 
一 个 有 才华 的 思想 完成 的 , 即 对 于 对 合 的 承载 者 的 那 条 直线 赋 以 一 个 指向 (Sinn); 
我 们 在 临近 这 条 直线 处 画 一 个 箭头 来 表示 这 一 指向 . 我 们 暂时 使 用 一 个 完全 不 同 的 
几何 表示 法 , 即 认 为 这 条 直线 是 瞬 入 在 高 斯 复 平面 里 的 . 而 且 用 两 个 对 于 实 直线 位 
置 对 称 的 复 点 作为 对 合 的 基点 .要 想 用 在 这 条 直线 上 作 一 个 实 域 里 看 得 见 的 记号 
来 区 别 两 个 高 斯 半 平 面 , 我 就 在 这 条 直线 上 画 一 个 箭头 , 并 且 作 一 个 规定 , 即 画 了 
5 所 请 调和 点 对 , 就 是 与 两 个 基点 共 4 点 成 为 交 比 为 -1 的 点 对 . 这 4 个 点 也 就 叫做 成 调和 
比 . 借用 图 8 的 记号 , 以 a,a’ 为 基本 点 对 , 如 果 6b,b' 与 它们 构成 的 交 比 为 -1, 就 说 b,b' 互相 共 


罗 . 这 里 b 和 以 一 为 线段 oa' 的 内 分 点 , 一 为 外 分 点 , 其 内 外 分 比 的 符号 自然 相反 , 而 绝对 值 之 
积 为 1. 这 一 段 文字 译 者 稍 作 修改 一 一 中 译本 注 
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箭头 的 直线 是 那 一 个 半 平 面 的 承载 者 , 使 得 从 那 一 个 半 平 面 看 来 , 这 个 箭头 是 反 时 
针 方 向 的 ( 见 图 9) . 对 于 直线 束 , 我 们 也 作 类 似 的 规定 . 


bp” bp’ 
a ~ a 


图 9 


这 样 我 们 就 完成 了 把 -一 对 共 斩 虚 量 加 以 分 离 的 工作 : 现在 每 一 个 单独 的 虚 元 素 
在 实 域 中 都 有 了 可 以 认得 出 来 的 构造 , 可 以 对 它 进 行 各 种 作 图 运算 了 . 在 施 陶 特 的 
意义 下 , 一 个 虚 元 素 就 是 具有 一 定 指向 的 直线 上 的 一 个 第 二 类 对 合 ; 一 条 虚 直 线 就 
是 具有 一 定 指向 的 直线 束 上 的 一 个 第 二 类 对 合 . 实 点 已 和 虚 点 Q 连接 的 问题 也 就 
解决 了 : 把 PP 与 对 合 Q 连接 起 来 , 就 是 做 出 具有 对 合 和 指向 的 直线 束 , 这 就 等 价 
于 虚 直 线 PQ. 

用 这 样 的 做 法 , 现在 就 能 在 平面 上 的 值 的 网 中 引入 虚数 , 使 得 可 以 看 得 见地 扩 
大 实 坐 标的 领域 而 包含 虚 坐 标 一 一 而 且 是 在 通常 的 作 图 法 的 基础 上 做 到 这 一 点 . 事 
实 上 , 如 果 v + 和 iv -2 (v > 0) 是 一 对 共 斩 复 点 , 则 


(2— (ui+iv)) (zo (uiv))= (2—wu) + =0 
就 是 这 两 个 点 的 方程 式 , 而 
(T—u): (zm) + =0 


就 是 它们 决定 的 对 合 . 转 到 齐 次 坐标 , 即 作 代 换 z = 上/mz' = 8'/T 后 , 后 一 方程 变 
为 


(一 ur (Eur) + vrr =0. 
由 此 很 容易 做 出 两 个 互相 共 斩 的 点 对 : 


7 = 0, é/T 一 MU 
E/T =1+u, /T=u— 2. 
所 以 下 面 两 组 点 是 成 对 的 : 
2 一 也 7x’ 一 ce， 


和 一 修一 02， x =U 二 +1. 


我 们 可 以 在 实 的 标尺 里 找到 它们 ( 见 图 10): 

举例 来 说 ， 如 果 我 想 以 纯粹 射影 的 方式 来 做 出 点 4 + iv, 我 就 在 直线 上 标 出 
一 72 十 1,oo 四 个 点 , 并 把 它们 看 做 是 互相 分 隔 开 的 两 个 点 对 , 我 再 决定 把 它 
们 按 0,1, ce 所 决定 的 次 序 排 列 起 来 . 这 就 解决 了 问题 . (也 可 参看 克 莱 因 《 高 观点 下 
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的 初等 数学 . 第 二 卷 . 几何 》(EBlementarmathematik vom POPerenm Standpunkt aus, 
Bd 2, 3rd ed., Berlin，1925: 133 页 以 下 .) 中 

现在 我 要 回 到 在 讲 普 吕 克 时 讲 到 过 的 一 个 例子 , 来 说 明 这 个 方法 如 何 用 于 特 
例 . 我 们 考虑 过 以 下 年 理 , 即 一 条 平面 C3 曲线 必 有 9 个 扭转 点 , 其 中 3 个 总 是 实 
的 , 其 余 6 个 总 是 虚 的 , 而 且 每 3 个 总 在 一 条 直线 上 , 所 以 它们 必 分 布 在 一 个 由 12 
条 直线 构成 的 构图 里 . 我 们 于 是 有 了 一 个 自然 的 问题 , 就 是 用 施 陶 特 的 方法 把 这 9 
个 扭转 点 及 其 构图 展现 出 来 . 

为 了 使 此 问题 从 整体 上 看 来 更 加 简单 , 我 要 把 问题 变 一 下 , 但 是 这 里 的 改变 在 
原则 上 并 不 重要 : 这 就 是 把 问题 对 偶 化 , 用 一 条 类 数 为 3 的 曲线 C3 来 代替 阶 数 为 
3 的 曲线 C3. 由 前 面 的 一 个 定理 , 这 条 曲线 有 9 条 尖 点 切线 , 而 且 每 3 条 均 共 点 . 
现在 的 问题 就 是 展现 着 9 条 尖 点 切线 , 而 且 把 它们 的 每 个 三 元 组 必定 通过 的 12 个 
点 展现 出 来 . 

根据 普 昌 到 的 公式 , 类 数 为 3 的 曲线 阶 数 必定 为 6, 而 在 适当 选 定 对 称 性 以 后 ， 
它 的 形状 好 像 图 11 那样 . 我 们 必须 先 找到 这 些 虚 切线 的 实 承载 者 . 它们 是 这 样 的 
所, 从 这 些 点 出 发 只 能 做 出 一 条 实 直线 切 于 曲线 C6. 它们 会 填 满 图 上 的 环形 区 域 ， 
而 且 它 们 的 重 数 均 为 2, 因为 


图 11 


它们 的 每 一 个 都 是 两 条 虑 切线 的 承载 者 . (如 果 谁 画 一 个 连通 的 环形 曲面 使 得 从 前 
面 看 , 它 的 形状 如 图 11 那样 , 他 对 我 的 “新 型 黎 曼 曲面 ”就 会 有 一 点 概念 了 , 我 在 
《数学 年 刊 》(Mathematische Annalen) 第 7 卷 的 文章 就 是 这 样 来 处 理 它 的 .) 所 以 
这 个 空间 的 每 一 点 都 是 一 个 射线 的 对 合 的 承载 者 , 对 这 些 射 线 可 以 给 出 两 个 不 同 的 


9 此 书 有 中 译本 :人 《 高 观点 下 的 初等 数学 . 第 二 卷 . 几何 》, 复 晶 大 学 出 版 社 , 2008. 所 述 章 节 
为 : 第 十 九 章 , 虚数 理论 , 139 157 页 . 
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指向 , 相应 于 从 前 面 或 后 面 来 看 这 个 环形 区 域 . ( 见 克 莱 因 《 文 集 》2:; 69 页 和 89 页 
以 下 

现在 就 容易 做 出 那 9 条 尖 点 切线 了 . 除了 3 条 实 的 以 外 , 还 有 3 个 射线 的 对 
合 在 一 个 对 称 的 图 像 上 , 它们 是 正 交 的 -各 有 两 个 指向 , 并 由 我 们 讲 过 的 空 
间 的 点 承载 着 , 而 且 由 于 尖 点 切线 的 三 元 组 一 定 共 点 , 而 有 12 个 交点 的 定理 , 每 一 
个 这 样 的 点 必 位 于 一 条 实 尖 点 切线 上 ( 见 图 19) 


下 面 就 是 这 12 个 点: 
第 1 个 就 是 图 12 的 中 心 M, 它 是 3 条 实 的 内 点 切线 的 交点 . 


第 2 一 4 个 就 是 图 上 标 有 双 篆 头 的 4, B,C 三 点 , 在 这 些 点 处 各 有 1 条 实 尖 点 
切线 与 两 条 共 思 复 尖 点 切线 相交 . 


第 5_10 个 是 4M BM,CM 各 按 两 个 指向 的 对 合 . 在 这 6 个 点 (对 合 ) 上 , 各 
有 1 条 实 的 尖 点 切线 与 两 条 复 (但 不 共 胃 ) 的 尖 点 切线 相交 ， 例 如 在 具有 指向 的 
Ci 处 CM 与 射线 对 合 A 入, B ~. 


第 11 和 第 12 个 是 两 个 ( 虚 ) 圆 点 , 亦 即 具有 两 个 指向 的 无 穷 远 直线 . 在 这 些 
点 处 各 有 过 4, B,C 的 3 个 虚 尖 点 切线 相交 : 一 个 是 4 八 , B 入, C ~; 男 一 个 是 
A ,B,C +. 这 个 问题 的 几乎 不 足 道 的 解决 , 就 直觉 与 流畅 而 言 , 再 也 没有 什 
么 可 谨 的 了 . 


我 对 施 陶 特 在 射影 几何 学 中 的 成 就 的 讨论 就 至 此 为 止 了 , 现在 就 转 来 讨论 射影 
几何 在 法 国 和 英国 的 发 展 . 这 些 发 展 与 我 们 上 面 讨 论 过 的 葛 基 性 的 工作 是 独立 但 又 
平行 的 . 从 这 些 了 不 起 的 各 个 成 就 里 , 我 仍然 只 能 挑选 出 对 于 射影 几何 学 和 度量 几 
何 学 的 关系 特别 重要 的 来 讲 . | 

先 从 法 国 开 始 , 我 要 讲 到 沙 勒 (Michel Floréal Chasles，1793 一 1880, 法 国 数 
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学 家 ), 作为 那个 时 代 的 数学 的 典型 代表 . 他 于 1793 年 出 生 在 巴黎 附近 的 爱 泼 龙 
(Eperon), 本 应 属于 老 一 代 人 , 但 他 特殊 的 发 展 使 他 达到 科学 高 产 期 的 只 是 后 来 的 
事情 . 1813 年 当 他 还 是 巴黎 高 工 的 学 生 时 , 就 发 表 了 一 篇 关于 单 叶 双 曲面 的 射影 生 
成 的 有 趣 的 文章 , 但 是 后 来 义 完 全 放弃 了 科学 生活 , 到 他 的 故乡 沙特 尔 (Chartres) 
致力 于 银行 事业 , 花 了 许多 年 , 赚 了 不 少 钱 . 直到 1837 年 已 经 44 岁 时 他 的 大 作 《 几 
何方 法 的 起 源 与 发 展 的 历史 概览 》(Apercu jistorigue sur Lorigine et le développment 
des méthodes de la géomeétrie, 以 下 简称 《概览 》) 才 问 世 . 1841 年 ， 他 成 了 高 工 的 机 
械 工程 教授 , 在 公众 生活 和 科学 生活 中 地 位 逐步 上 升 . 1846 年 巴黎 大 学 专门 为 他 设 
立 了 一 个 教授 职位 , 作为 高 等 几何 学 的 代表 . 他 就 这 样 越 来 越 成 为 法 国 几何 学 的 领 
导 人 和 核心 , 以 日 己 的 大 量 出 版 物 和 影响 深远 的 教学 活动 建立 了 一 个 学 派 , 使 法 国 
数学 得 到 了 很 高 的 地 位 . 他 的 高 寿 更 增加 了 他 的 影响 : 1880 年 去 世 时 , 年 已 87. 

沙 勒 后 来 的 工作 讨论 的 是 高 阶 代数 簇 ， 他 创立 了 我 们 所 称 的 “列举 几何 学 * 
(enumerative geometry) : 即 用 几何 的 考虑 来 决定 代数 问题 解 的 个 数 , 而 把 基本 的 代 
数 概念 当 作 是 已 给 定 的 一 一 这 个 方法 我 以 后 还 要 讲 , 而 在 目前 我 们 只 注意 沙 勒 对 一 
次 和 二 次 代数 艇 做 了 些 什 么 , 特别 是 他 的 综合 射影 几何 的 概念 , 以 及 他 怎样 把 度量 
几何 学 归属 其 中 . 

沙 勒 在 这 方面 最 值得 注意 的 著作 是 他 的 《 高 等 几何 学 》 (Traité de géométrie 
supérieure, 1852). 对 于 谈 过 软 比 马 斯 和 斯 坦 纳 的 著作 的 人 , 这 本 书 的 内 容 应 该 都 是 
熟知 的 , 但 是 沙 勒 完全 跳 过 了 施 陶 特 . 

阔 勒 和 默 比 乌 斯 一 样 , 采用 了 并 且 严 格 地 执行 了 符号 原理 , 并 且 把 4 个 点 或 4 
条 下 线 的 交 比 当 作 基本 的 量 , 研究 了 最 一 般 的 共 线 关系 (collineation) 和 对 偶 关 系 . 
而 和 斯 坦 纳 一 样 , 他 也 用 射影 直线 束 或 点 列 来 生成 射影 圆锥 截 线 . 可 能 沙 勒 很 久 以 
来 就 有 了 这 些 思想 , 但 是 在 这 些 思想 在 德国 成 形 很 久 以 后 才 提 出 来 . 他 在 这 方面 的 
功绩 就 是 把 它们 输入 法 国 , 而 通过 法 国教 育 体系 的 深远 影响 , 又 把 它们 推广 到 英国 ， 
意大利 和 斯 堪 的 纳 维 亚 诸 国 . 

沙 勒 在 目 己 的 工作 中 , 用 语 与 德国 用 法 不 同 , 人 们 和 需要 知道 沙 勒 的 用 语 , 因为 
它们 是 很 有 影响 的 ， 部 分 地 说 来 , 沙 勒 只 是 把 德国 用 语 的 拉丁 字 根 翻译 成 了 希腊 
字 根 . 他 把 交 比 称 为 “ 非 调 和 比 ”(rapport anharmoniqgue)， 这 个 词 又 是 来 自 ““ana- 
harmoniqgue”, 表示 “超过 调和 ”, 我 看 这 个 词 就 选 得 不 妙 ， 沙 勒 又 用 同 义 的 希腊 字 
“ 单 应 ”(homographie)" 来 代替 “ 共 线 性 ”(collineation).， “对 偶 变 换 ” 沙 勒 就 说 成 
“相互 关系 ” (correlation ), 老 卡 诺 也 使 用 过 这 个 词 , 但 是 意义 完全 不 同 . 甚至 庞 赛 莱 
的 用 语 在 沙 勒 的 著作 中 也 大 有 “改变 ”, 但 我 觉得 不 是 “改良 ”. 庞 赛 莱 想 用 多 少 有 
点 神秘 的 连续 性 原理 来 掌握 虚 元 素 , 而 沙 勒 则 认为 发 生 实 的 情况 实 属 偶然 , 所 以 称 

中 “ 单 应 ”一 词 现 在 在 计算 机 图 形 学 里 用 得 很 多 . 粗略 说 来 , 如 果 从 两 个 不 同 点 对 同一 物体 照 


相 , 这 两 张 照 片上 的 点 是 一 一 对 应 的 , 直线 也 变 成 直线 . 这 个 关系 就 叫 单 应 关系 . 其 实 是 二 者 之 间 
存在 射影 关系 .一 一 中 译本 注 
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这 些 实 的 情况 为 偶发 性 质 (gualités contingentes), 但 是 他 又 没有 给 出 区 别 本 质 性 质 
与 偶发 性 质 的 判别 方法 . 例如 两 个 圆 总 有 一 个 实 根 轴 , 这 是 本 质 性 质 ; 而 有 时 有 两 
个 实 公 共 点 , 这 却 是 偶发 性 质 .但 是 沙 勤 怎 能 用 偶发 性 质 概念 来 解释 一 般 的 Cs 曲线 
的 9 个 扭转 点 中 , 3 个 总 是 实 的 , 6 个 总 是 虚 的 呢 ? 

然而 在 沙 勤 的 著作 中 有 一 点 真是 新 的 , 特别 是 在 《概览 》 一 书 中 : 就 是 对 于 这 
门 科 学 有 一 种 历史 发 展 感 ， 沙 勤 发 现 了 许多 先行 者 , 并 且 给 了 他 们 以 应 有 的 地 位 ; 
例如 德 萨 格 (Girard Desargues, 1591 一 1661, 法 国 数学 家 ), 他 在 1630 年 左右 曾 作 过 
重要 的 工作 , 而 且 至 今 仍然 通过 德 萨 格 定理 而 处 处 为 人 所 知 . 沙 勤 在 处 理 了 欧 几 里 
得 的 三 部 论 porismml 的 佚 著 上 有 特殊 的 功绩 : 他 发 现 这 几 部 书 可 能 就 是 处 理 最 简 
单 的 射影 关系 的 , 这 个 猜想 被 后 来 的 研究 证 实 了 ， 

对 数学 历史 的 研究 从 沙 勒 那里 获得 了 新 的 推动 . 这 种 研究 教 我 们 要 看 到 大 局 的 
联系 , 对 于 人 类 知识 的 进步 要 有 感觉 , 要 知道 人 类 知识 总 是 时 而 前 进 与 时 而 后 退 组 
合 起 来 的 . 肯定 地 说 , 一 个 人 认为 是 自己 创造 出 来 的 新 思想 , 其 实 总 是 早 就 准备 好 
了 的 , 只 不 过 是 沉睡 在 时 间 里 而 已 一 一 谚语 里 说 的 “日 光 之 下 并 无 新 事 ”, 正 是 多 少 
粗略 地 反映 了 这 一 点 中 一 一 我 要 说 , 这 点 看 法 并 不 受 那 些 多 产 的 作者 的 欢迎 , 因为 
它 既 限制 了 自我 认 知 , 也 即 制 了 客观 认可 . 这 样 , 沙 勒 的 工作 引起 了 许多 敌意 . 庞 赛 
莱 , 这 位 沙 勒 在 许多 领域 里 的 死对头 , 就 认为 沙 勒 写 《 概 览 3 一 书 , 为 的 就 是 贬低 他 
的 成 就 . 

另 一 方面 , 沙 勒 本 人 也 屈服 于 一 种 倾 问 , 而 这 种 情形 又 很 难 增加 人 们 对 他 的 历 
史 研 究 的 敬意 . 研究 人 类 文化 的 特定 领域 的 历史 , 总 有 一 种 潜在 的 危险 , 而 沙 勒 也 
未 能 免 : 这 就 是 过 分 地 热衷 于 、 过 分 地 乐于 去 发 现 什么 , 以 致 最 终 以 一 种 游戏 式 的 
兴趣 去 猎取 尽 可 能 多 的 遗 态 的 细节 , 不 去 重视 这 些 发 现 的 重要 性 和 可 靠 性 . 收藏 家 
力求 收藏 完备 的 愿望 代替 了 必需 的 租 选 . 沙 勒 很 不 入, 不 愉快 的 错误 使 得 他 这 种 做 
法 的 危害 暴露 于 众 . 我 不 想 略 去 不 讲 一 件 事 , 因为 这 件 事情 具有 一 般 的 人 性 的 兴趣 . 

1861 年 沙 勒 获得 了 一 大 批文 件 , 而 在 1867 一 1869 年 间 , 他 传播 了 其 中 一 部 分 ， 
引起 了 许多 人 注意 . 他 一 开始 是 发 表 了 一 些 据说 是 年 轻 的 帕斯卡 从 1650 年 起 给 牛 
顿 的 信件 , 似乎 表明 那 时 帕斯卡 已 经 得 到 了 牛顿 1687 年 才 发 表 的 万 有 引力 的 理论 . 
后 来 的 文件 就 越 来 越 离 谱 了 : 例如 有 一 封 抹 大 拉 (Mary Magdalene) 给 使 徒 彼得 的 
信 , 据说 是 从 马赛 发 出 的 , 还 有 瓦 户 斯 (Varus) 给 凯撒 的 私人 信件 等 等 . 

沙 勤 发 表 的 东西 立即 遭 到 责难 , 特别 是 来 目 大 文学 家 勒 - 维 利于 (Urbain Jean 
Joseph Le Verrier, 1811- -1877, 法 国 数学 家 和 天 文学 家 , 由 于 他 在 海王 星 的 发 现 上 


Il porism 是 一 种 很 古老 的 数学 命题 的 类 型 ， 使 用 此 词 的 目的 尚 不 清楚 . 有 些 作 者 出 于 历史 的 考 
虚 把 少数 定理 称 为 porism. 而 在 非 出 于 历史 考虑 的 情况 下 , 有 时 porism 就 是 “ 系 ” 或 “推论 *, 有 
时 则 指 这 样 一 类 命题 , 其 中 给 出 了 某 个 问题 为 不 定 、 或 有 许多 解 的 条 件 . 因此 有 人 把 porism 译 为 
“不 定 设 题 ". 一 一 中 译本 注 

9 此 语 出 自 《 旧 约 圣经 . 传道 书 》, 第 1 章 第 9 节 , 一 一 中 译本 注 
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的 功绩 而 特别 知名 ) 的 责难 . 然而 巴黎 科学 院 花 了 两 年 时 间 热 烈 讨论 这 件 事 一 一 讨 
论文 章 几乎 塞 满 了 《巴黎 科学 院 通 报 》1867 一 1869 年 的 各 期 一 一 直到 最 后 , 沙 勒 不 
得 不 承认 自己 是 一 桩 大 规模 伪造 案件 的 受害 者 0 ， 

这 件 诉讼 案件 , 由 于 其 心理 学 的 趣味 , 被 收入 一 套 名 为 《新 比 达 瓦 案例 汇编 》 
(New Pitaval) 的 著名 丛书 中 , 在 那里 读者 可 见 其 详 . 人 们 不 能 不 对 这 位 终于 在 
光天化日 之 下 被 提 了 个 正 着 (in flagranti) 的 伪造 者 寄 以 某 些 同情 . 他 必定 不 仅 技 
巧 高 超 , 学 问 渊博 , 而 且 必 有 很 强 的 幽默 感 : 看 见 这 么 多 著名 学 者 都 被 他 牵 厦 蜡 子 
转 , 必定 暗地里 万 分 高 兴 . 

介绍 了 这 些 负面 的 批评 以 后 , 我 要 讲 一 下 沙 勒 以 及 和 他 的 法 国学 派 的 正面 的 页 
献 , 他 们 通过 引入 无 穷 远 平面 上 的 球面 图 (spherical circle) 以 及 无 穷 远 直线 上 的 圆 
点 (cireular point), 把 它们 作为 实 构造 引入 ， 从 而 发 展 了 关于 射影 几何 学 与 度量 几 
何 学 的 关系 . 

我 先 要 在 解析 形式 下 给 出 一 些 解 释 , 这 是 普 吕 克 首 先 做 到 的 ( 见 Crelle 琳 志 ， 
Bd. 5, 1830). 

若 以 £/7,n/T,s/T 代替 z, yz 二 引入 齐 次 坐标 则 球面 圆 由 下 式 给 出 : 


7 二 0, 十 人 十 6 二 0. 


在 这 里 我 愿 指出 , 把 球面 圆 看 成 “无 穷 远 ” 处 的 东西 是 多 么 愚蠢 . 一 般 说 来 , 到 原点 


的 距离 是 由 下 式 给 出 的 : 
£2 十 72 十 C2 
一 A/ a . 


对 于 球面 圆 , 此 式 成 为 不 定式 0/0, 所 以 说 球面 圆 上 的 点 到 原点 的 距离 是 多 少 都 是 

无 所 谓 的 ; 也 只 有 这 样 才能 理解 , 何以 球面 圆 属 于 具有 任意 固定 半径 7 的 球面 ， 
法 国人 时 常 应 用 这 个 定理 来 阐述 互相 正 交 的 方向 . 从 射影 几何 看 来 , 两 个 方 癌 

的 正 交 性 只 是 说 的 这 两 个 方向 对 于 球面 圆 处 于 调和 的 位 置 , 因为 正 交 性 可 以 用 齐 次 


20 伪造 这 批文 件 的 人 是 一 个 法 国人 Vrain-Denis Lucas (1818 一 1880) . 他 曾 是 一 个 律师 的 书记 ， 
据 统计 一 生 之 中 曾 伪造 过 27, 000 页 文件 . 究竟 伪造 了 些 什 么 , 各 书 说 法 不 一 , 未 必 就 与 本 书 举 的 
几 个 例子 相同 . 沙 勒 为 了 收买 这 些 文件 总 共 花 了 14 一 15 万 法 郎 . (注意 , 那 是 19 世纪 的 法 即 , 按 
今天 的 币值 不 知 应 该 值 多 少 钱 .) 沙 勒 之 所 以 “上 当 ”, 至 少 部 分 地 是 由 于 他 的 “爱国 主义 ”;: 如 果 
发 现 万 有 引力 的 不 是 英国 人 和 牛顿, 而 是 法 国人 帕斯卡 , 那么 , 作为 英国 “宿敌 ”的 法 国人 的 “爱国 
热情 ”自然 会 高 涨 起 来 ! 这 一 点 是 否 也 属于 “心理 学 的 兴趣 ” 呢 ? 后 来 , 巴黎 的 法 院 判 处 这 位 老 
兄 2 年 监禁 , 罚款 500 法 郎 , 并 负担 全 部 赴 讯 费用 ; 沙 勒 虽然 无 罪 , 那 十 几 万 法 郎 就 自 认 倒 霉 了 
事 . 倒是 直到 今天 , 还 有 人 (包括 “数学 家 ”) 在 写 什么 《诈骗 大 全 之 类 畅销 书 , 这 一 点 当然 也 属 
于 “心理 学 的 兴趣 *”. 中 译本 注 

0 比 达 瓦 (Fran cois Gayot de Pitaval, 1673 一 1743) 是 一 位 法 国 律师 . 曾经 写 了 一 本 书 , 汇编 了 
许多 法 国 的 著名 诉讼 案例 . 由 于 这 本 书 影响 很 大 , 在 1842 一 1890 年 间 , 在 德国 也 出 现 了 篇 幅 达 60 
卷 的 案例 汇编 , 而 且 取 名 《新 比 达 瓦 案例 汇编 》(New Pitaval)， 此 书本 来 上 只 收 集 德国 案例 , 但 由 
于 沙 勒 一 案 影响 太 大 , 所 以 也 收入 其 中 . 中 译本 注 
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坐标 表示 为 Et' 十 nm +sc' = 0, 即 它 们 关于 关上 + 二 Ss = 0 的 极 线 (polar) 为 零 . 
在 这 里 , 如 果 像 法 国人 那样 用 与 球面 加 相交 的 直线 来 解释 , 就 又 会 遇 到 一 个 表面 上 
的 悖 论 . 如 果 这 条 直线 通过 原点 , 则 在 其 上 有 如 十 六 十 人 2 = 0. 所 以 看 起 来 就 像 是 
一 条 直线 与 它 自己 正 交 ; 而 且 它 的 长 度 为 零 ! 

由 于 这 些 貌 似 悖 论 的 性 质 , 李 在 他 的 数学 生涯 开始 时 (1868 一 1870), 常 称 这 些 
构造 为 “疯狂 的 直线 ”(die verrtickten Geraden). 在 他 后 来 的 著作 里 又 比较 文雅 地 
尔 它 们 为 “ 极 小 直线 ”(jMinimalgeraden) .现在 通用 的 “这 向 直线 ”一 词 来 自 法 文 
的 “droites i5otope”, 是 黎 鲍 库 (Ribeaucour) 创 用 的 ; 这 个 名 词 是 基于 以 下 事实 : 在 
每 个 绕 原 点 的 旋转 之 下 , 两 条 把 原点 和 垂直 于 旋转 轴 的 平面 上 的 圆 点 连接 起 来 的 直 
线 , 相互 的 位 置 不 变 ， 

这 些 令 人 人 屹 惊 的 结果 其 实 又 是 不 定式 的 问题 . 事实 上 , 两 个 经 过 原点 而 方向 各 
为 €:n :sc 和 &':w :os' 的 直线 的 交角 为 

ArCCOS Etim . 
如 果 令 
ES = 人 :035 
而 使 这 两 条 直线 重合 , 再 让 这 条 直线 与 球面 加 相交 (从 而 有 兰 十 吧 十 宇 = 0), 这 个 
角 就 成 了 arccos0/0. 这 样 我 们 讨论 的 角 又 成 了 不 定式 . 我 们 可 以 令 此 量 为 90? ( 相 
当 于 令 分 子 为 零 ), 也 同样 有 根据 令 此 量 取 任 意 值 . 我 们 也 可 得 出 这 条 直线 的 长 度 为 


/ec2 十 912 十 52 
六 一 1 


除非 也 有 7 = 0. 这 就 是 说 : 沿 这 条 直线 到 无 穷 远 平面 的 距离 是 不 定 的 .一 这 也 是 
必然 的 , 因为 此 直线 与 无 穷 远 平面 的 相交 , 必 在 球面 圆 上 . 

使 用 这 些 关 系 , 是 他 们 法 国人 的 论证 的 一 个 特色 , 这 使 他 们 轻而易举 地 得 到 很 
有 意义 的 几何 结果 , 如 李 说 的 那样 , 简直 是 “凭空 抓 出 来 的 ”. 我 倒 愿 意向 哲学 家 们 
推荐 这 种 思维 方式 , 这 些 哲学 家 时 党 是 另 一 种 做 法 , 第 把 自己 局 限于 数学 的 细节 , 而 
不 是 考虑 其 原理 . 

作为 这 种 论证 方法 的 一 个 例子 , 我 愿 举 出 沙 勒 的 一 项 发 现 , 即 二 次 的 共 焦 曲面 
族 , 连同 球面 圆 , 一 起 内 切 于 同一 可 展 曲 面 内 . 这 个 可 展 曲面 是 虚 的 , 它 的 仅 有 的 实 
成 分 是 此 族 的 焦 曲 线 , 它们 是 二 重 曲线 ( 见 沙 勒 的 《概览 ) 第 2 版 , 注 31, 284 页 以 
下 ). 

这 个 共 焦 族 羽 在 齐 次 点 坐标 下 的 方程 是 
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在 齐 次 平面 坐标 下 则 为 
(oA + (DA) + ( — A)w 一 ww， 


或 写 为 

(a*w? + bv + cow — ww )— 和 (w+t+v t+w)=0. 
因为 如 十 如 十 w? = 0 是 球面 圆 在 平面 坐标 下 的 方程 , 所 以 现在 我 们 有 了 一 个 类 数 
为 2 的 方程 , 球面 圆 也 属于 其 中 , 相应 于 和 = oo. 但 是 族 


a242 十 5202 二 cu — w= 0， 
wv 十 w= 二 0 


(这 是 一 个 可 展 曲 面 ) 属于 此 共 焦 族 中 的 一 切 曲面 , 于 是 得 证 . 

沙 勒 从 这 些 关系 式 中 很 容易 地 导出 以 下 定理 , 即 几 个 共 焦 的 请 , 不 仅 在 通常 的 
意义 下 是 正 交 的 , 而 且 它们 从 任意 点 观看 的 轮廓 线 也 是 正 交 的 . 

我 们 考虑 连接 眼睛 和 两 条 这 样 的 轮廓 线 的 交点 的 直线 . 这 条 直线 必定 切 于 这 种 
族 的 两 个 元 F 和 F"'. 此 外 族 中 的 每 个 元 都 有 两 个 切 平 面 通过 这 条 了 下 线 . 这 些 平面 
对 成 为 一 个 对 合 , 而 其 重 数 为 2 的 基本 元 系 就 是 切 点 为 直线 切 于 F 和 FF"' 处 的 切 
面 了 和 2. 所 以 , 族 中 的 这 个 曲面 的 过 此 直线 的 两 个 切 平 面相 对 于 了 和 T' 是 调 
和 的 . 但 是 球面 圆 也 在 此 曲面 族 内 , 所 以 球面 圆 的 过 此 下 线 的 两 个 切 平 面 也 对 轴 和 
7" 调和 . 但 是 两 对 元 素 位置 的 调和 性 是 对 称 的 , 了 和 到 就 也 是 正 交 的 . 是 所 求证 . 

这 就 是 这 一 批 几 和 何 学 家 惯用 的 那 种 论证 方法 . 有 一 点 肯定 是 值得 注意 的 : 许多 
事实 在 这 里 都 被 压缩 为 少数 几 个 一 般 概念 , 而 一 旦 完全 地 掌握 了 这 些 概念 , 种 种 新 
的 结果 , 内 容 丰 富 而 且 复杂 , 就 几乎 是 显而易见 的 了 . 一 开始 , 沙 勒 使 用 这 种 论证 方 
法 还 有 些 胆 导 , 许多 时 候 把 它们 说 成 是 一 种 心智 的 和 心理 的 活动 ; 到 后 来 就 更 自由 ， 
更 有 技巧 地 使 用 它们 , 使 得 年 轻 人 也 树立 雄心 想 要 获得 这 种 技巧 ， 当 李 和 我 在 1870 
年 一 同 来 到 巴黎 时 , 这 种 数学 生活 达到 了 顶点 . 我 愿 在 给 出 一 个 例子 表明 这 个 工具 
所 达到 的 发 展 高 度 , 以 及 对 它 的 绝妙 的 掌握 . 

那 时 , 为 了 寻找 一 已 给 曲面 上 的 曲率 线 , 已 经 有 许多 工作 . 一 般 说 来 , 只 有 在 很 
孤立 的 情况 下 用 积分 才 得 到 成 功 . 其 后 , 达 布 (Jean Gaston Darboux, 1842 一 1917， 
法 国 数学 家 ) 发 现 了 在 每 个 曲面 上 可 以 立即 找到 一 条 曲率 线 (其 实 是 在 我 们 感 兴 趣 
的 想法 的 范围 内 发 现 的 ) : 即 此 曲面 与 包含 此 曲面 和 球面 圆 的 可 展 曲 面 的 接触 曲线 ， 
就 是 一 条 曲率 线 . 

这 个 定理 是 这 样 得 到 的 : 曲面 上 的 曲率 线 是 由 相 邻 而 且 相 交 的 曲面 法 线 的 垂 
足 构 成 的 . 但 是 最 小 平面 的 法 线 应 该 认为 也 位 于 此 平面 上 , 而 且 通 过 它 与 球面 圆 的 
接触 点 . 这 是 由 以 下 定理 得 出 的 , 即 一 平面 的 法 线 必 通过 此 平面 相对 于 球面 圆 的 极 
点 (pole). 现在 如 果 让 最 小 平面 同时 沿 此 曲面 和 球面 圆 滚动 , 这 些 法 线 ( 即 最 小 直 
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线 ) 确实 是 相交 的 ( 见 图 13)， 所 以 这 个 滚动 的 平面 一 一 其 相继 的 位 置 就 表示 上 面 
说 的 可 展 曲面 一 一 就 在 曲面 上 生成 一 条 曲率 线 , 这 条 曲率 线 当 然 是 虚 的 . 


图 13 


人 们 看 到 我 们 这 里 讲 的 是 一 个 奇妙 而 且 颇 有 技巧 的 应 用 , 而 且 展 现 了 其 优美 . 
这 些 正 是 沙 勒 的 特征 , 与 施 陶 特 这 些 人 所 具有 的 彻底 性 、 可 重 性 和 座 刻 性 , 成 了 鲜 
明 的 对 比 . 这 或 许 与 民族 性 有 关 , 然而 整个 构造 的 无 可 争辩 的 基础 , 只 能 是 来 自 彻 
底 性 、 可 靠 性 和 深刻 性 . 

我 们 给 出 的 几 个 例子 现在 是 足够 了 . 如 果 要 做 进一步 的 研究 , 则 有 大 量 文献 可 
供 参考 , 在 此 , 我 只 提出 


沙 勒 :《 关 于 几何 学 在 法 国 的 进展 》(M. Chasle, Rapport sur les progrés de la 
géométrie en France, Paris, 1870). Enz., III C1 (Dingledey), C2 (Staudt). 


EE. Katter: 《 综合 几何 从 蒙 日 到 施 陶 特 的 发 展 》( Entwicklung der synthetischen 
Geometrie von Monge bis auf Staudt, Jahresber. d . D. M. V., Bd. 5, 1901). 


在 19 世纪 40 年 代 , 射影 几何 学 的 发 展 突然 从 法 国 转 到 了 英国 , 而 英国 在 这 个 
领域 里 的 多 产 性 又 只 是 来 自 国外 的 书面 着 作 , 这 是 非常 特别 的 . 
现在 我 们 要 去 见 一 见 凯 莱 (Arthur Cayley, 1821 一 1895, 贡 国 数学 家 ), 他 是 这 一 
发 展 中 最 令 人 高 山 仰 止 的 人 物 . 他 于 1821 年 生 于 里 士 蒙 (Richmond), 但 长 于 彼得 
保 , 因为 他 的 父亲 在 那里 经 商 . 从 1838 年 到 1841 年 , 他 进 了 剑桥 大 学 , 而 与 那 时 党 
见 的 一 样 , 他 在 剑桥 获得 了 老 英 国教 育 制度 下 的 最 高 荣誉 : Wrangler 第 一 名 5 ， 辐 
12 当时 剑桥 有 一 种 非常 严格 的 数学 考试 : Tripos (Tripos 本 意 是 一 种 三 脚 赏 ,参加 考试 的 学 生 就 
坐 在 这 种 三 脚 使 上 . 时 日 久远 , 这 种 考试 就 称 为 Tripos 了 . 其 优胜 者 称 为 Wrangler), 18 一 19 世纪 


出 身 剑 桥 的 一 大 批 数学 家 和 物理 学 家 , 大 多 都 当 过 前 几 名 Wrangler. 史密斯 奖 也 是 一 种 很 高 的 学 
术 荣 誉 .一 一 中 译本 注 
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时 也 得 到 了 史密斯 一 等 奖 (First Smith’ prizeman)，1841 年 , 他 开始 在 剑桥 的 刊物 
上 发 表 文 章 . 他 发 表 的 第 一 批文 章 是 受到 来 自 文献 的 启发 , 主要 是 雅 可 比 和 法 国 数 
学 家 的 著作 . 

这 时 他 数学 之 外 的 经 历 有 点 像 沙 勒 , 也 是 奇怪 地 来 了 一 次 急 转 弯 . 1843 年 , 饥 
莱 在 伦敦 成 了 一 个 律师 , 以 后 20 年 他 一 直 干 这 个 活 . 他 怎么 能 够 一 边 从 事 为 一 种 
职业 , 却 又 在 数学 上 有 无 可 比拟 的 多 产 性 (这 一 点 与 沙 勒 不 同 )? 这 必定 总 是 一 个 
谜 . 凯 莱 的 所 有 基本 的 工作 都 是 在 这 个 时 期 完成 的 . 从 1863 年 起 , 凯 莱 在 剑桥 担任 
教授 , 而 且 按 那 时 的 传统 , 他 在 自己 身边 聚集 了 一 小 批 精 选 的 学 生 , 其 余 的 时 间 则 
均 分 在 科学 工作 和 法 律 事务 上 . 他 平静 的 工作 和 生活 于 1895 年 1 月 26 号 走 到 了 
终点 . 

凯 莱 的 卷 幢 浩 繁 内 容 广 泛 的 著作 和 集 辑 发 表 为 13 卷 的 四 开本 大 书 , 而 且 由 福 赛 
思 (Andrew Russell Forsyth, 1858 一 1942, 苏格兰 数学 家 , 凯 莱 的 学 生 ) 专门 编 了 一 
卷 索 引 . 这 些 著 作 延 伸 到 我 们 的 科学 的 更 广泛 的 领域 , 包括 力学 和 天 文学 . 但 是 凯 
莱 主 要 地 是 现代 代数 几何 学 的 领军 人 物 , 而 且 在 更 次 远 的 意义 上 是 其 创立 者 , 无 论 
是 就 这 门 科 学 的 不 变 式 理论 方面 还 是 几何 方面 都 是 如 此 . 

我 们 现在 讲 的 主题 , 引导 我 们 首先 去 关心 他 对 于 射影 几何 学 与 度量 几何 学 的 关 
系 的 发 展 . 最 要 紧 的 是 , 我 们 必须 考虑 他 的 名 于 “关于 quantics 的 第 六 篇 论文 ”(A 
Sivth Memoir on Quantics, London, Phil. Trans, 1859, 又 见 《 全 集 》II: 561 页 ) . 所 
谓 “quantics”, 意义 和 “形式 ”( 或 “型 ") 相同 , 就 是 2 变 元 、3 变 元 或 更 多 变 元 的 
齐 次 多 项 式 , 而 按 变 元 个 数 分 成 二 元 、 三 元 的 quantics 等 等 . 

与 我 们 有 关 的 凯 莱 的 基本 概念 是 : 度量 几何 学 的 基本 概念 都 是 球面 圆 关 于 齐 
次 坐标 的 任意 线性 变换 的 协 变量 (covariant). 在 此 , 我 们 定义 : 与 某 个 徐 相 关 的 不 
变量 和 协 变量 就 是 一 些 与 该 徐 有 关联 的 表达 式 ， 而 这 些 表 达 式 不 被 线性 变换 所 破 
坏 . 这 个 定义 已 经 够 用 了 . 从 传统 上 说 , 某 个 已 给 的 艇 的 不 变量 就 是 只 含有 与 该 簇 
有 关 的 常数 的 表达 式 , 而 协 变量 就 是 也 包含 变量 的 表达 式 . 但 是 因为 常数 也 总 是 看 
成 变量 的 , 所 以 不 变量 和 协 变 量 的 区 别 并 非 本 质 的 区 别 . 

两 个 平面 的 交角 就 是 球面 加 的 协 变 量 的 一 个 例子 .这 个 角 在 平面 坐标 下 可 以 
表示 为 


ww 十 十 WWWw 
V42 十 02 十 2Vu2 十 o2 十 2 
分 子 是 球面 圆 的 基本 形式 的 极 线 (polar), 而 分 母 则 是 基本 形式 本 身 . 平行 于 此 , 两 
尽忠 离 在 点 坐标 下 的 表达 式 是 


aICCOS 


(ET — ET) + TD) + ST oT) 

T2T/2 1 
现在 , 当 点 &,n,s 和 点 6 05 都 位 于 最 小 直线 上 时 , 分 子 为 零 , 分 母 则 相应 于 无 穷 
远 平 面 的 方程 . 
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说 一 个 角 的 解析 表达 式 是 球面 圆 的 一 个 协 变量 , 就 意味 着 : 如 果 把 通常 的 直角 
坐标 通过 一 个 线性 变换 代 以 任意 其 他 的 齐 次 坐标 wi, to, us, wa, 使 得 球面 圆 的 方程 


成 为 
>》 QikUiuk = 0, 
则 两 平面 夹 角 的 表达 式 将 是 
p008 IMUiVE 
V >», Qik UistUk VY 2 Qik UiVk 


这 里 wi, wz, U3, U4 和 v1,v2,v3,v4 两 组 值 表示 我 们 想 要 求 其 交角 的 两 个 平面 . 

我 们 从 这 个 式 子 可 以 看 到 , 出 现 了 一 个 新 的 更 一 般 的 思想 . 如 果 在 坐标 系 wi, wo， 
u3, u4 下 有 一 个 任意 的 圆锥 截 线 一 一 而 不 一 定 是 球面 圆 一 一 )) aikuiuk; 则 右 以 上 式 
表示 “ 夹 角 ”, 并 相应 地 定义 “有 距离”, 再 把 通常 关于 度量 的 概念 都 依 此 平移 过 去 , 束 
可 以 用 此 式 为 基础 定义 一 种 拟 度 量 . 更 有 其 者 , 各 i airnuiuk 是 任意 的 四 元 二 次 形 
式 , 还 可 以 以 它 为 基础 定义 一 种 新 的 度量 . 令 此 式 为 零 ， 并 个 表 不 一 个 国 驮 全 ， 而 
是 任意 的 二 次 艇 . 

这 就 是 凯 莱 的 一 般 射 影 度 量 或 称 凯 莱 度 量 的 思想 ， 想 . 凯 莱 用 下 面 的 值得 注意 的 几 
名 话说 明 : 度量 几何 学 包含 于 射影 几何 学 _ 项 莱 称 为 画 法 几何 学 一 一 之 中 , 以 及 
后 者 的 广泛 性 . 这 几 句 话 就 是 :于 是 , 度量 几何 学 成 了 画 法 几何 学 的 一 部 分 ， 而 画 
法 几何 学 就 是 全 部 几何 学 ”. 每 一 种 度量 几何 学 都 是 一 个 事前 决定 了 的 簇 的 系统 的 
不 变 式 理论 , 但 对 此 簇 附 加 了 一 个 二 次 曲面 . 特别 是 , 通常 的 度量 几何 学 就 是 对 射 
影 几 何 学 附加 了 一 个 球面 圆 而 得 到 的 . 

于 是 , 余下 的 就 是 对 这 个 基本 思想 进行 深入 思考 和 详细 阐述 的 问题 , 我 自己 对 
这 一 发 展 的 贡献 就 是 从 这 里 开始 的 : 第 一 件 要 做 的 工作 就 是 从 射影 几何 学 的 角度 ， 
分 别 就 这 个 二 次 徐 的 各 种 特例 , 来 研究 山 莱 度量 的 各 种 情况 . 大 只 考虑 具有 实 方程 
的 艇 , 则 这 些 情况 就 是 : 


a) 真正 的 二 次 曲面 : 
1. 实 直 纹 面 ( 单 叶 双 曲 面 , 双 曲 抛物 面 )， 
2. 实 的 非 直 纹 面 ( 椭 球 , 椭圆 抛物 面 , 双 叶 双 了 曲面 )， 
3. 虚 的 二 次 曲面 . 
b) 真正 的 二 次 曲线 : 
1. 实 二 次 曲线 (椭圆 , 双 曲 线 , 抛物 线 )， 
2. 虚 二 次 曲线 . 
cj) 点 对 : 
1. 实 的 ， 
2. 虚 的 . 


国 ”纯粹 射影 几何 的 详细 阐述 123 


d) 二 重点 . 
在 情况 b.2 下 , 若 取 球面 圆 为 基本 的 圆锥 截 线 一 一 所 莱 称 这 个 圆锥 截 线 为 “ 绝 
对 ”就 会 得 到 通常 的 度量 . 由 情况 a.2 和 a.3 就 得 到 两 种 非 欧 几何 学 : 一 种 是 高 
斯 、 罗 巴 切 夫 斯 基 、 鲍 耶 依 的 非 欧 几何 学 , 男 一 种 是 黎 曼 的 非 欧 几何 学 . 在 通常 的 
几何 学 中 , 令 三 角形 三 内 角 之 和 小 于 或 大 于 r 就 会 分 别 得 出 它们 . 所 以 这 些 几何 学 
体系 现在 也 都 被 包括 在 射影 几何 学 中 , 而 不 再 有 任何 悖 理 之 处 了 . 这 是 刻画 这 些 几 
何 学 的 特性 , 并 且 确 信 它 们 的 相 容 性 的 最 简单 的 方法 . 


当然 , 其 他 情况 也 都 已 经 实现 了 , 而 且 导 致 对 于 我 们 的 世界 的 有 趣 的 、 惊 人 的 
模型 ， 四维 世界 (其实 我 们 仍 停留 在 三 维 世界 中 , 不 过 使 用 了 齐 次 坐标 ) 中 , zx? 十 
2 二 22 一 友 =0 或 者 dz2+d2+dz2 一 dz? =0 的 情况 , 近年 来 通过 物理 学 的 相对 
论 获得 了 特殊 的 意义 . 


我 愿 在 此 指出 纯粹 和 应 用 科学 的 本 身 的 联系 . 借用 莱 布 尼 区 的 说 法 , 我 把 这 个 
联系 称 为 “前 定 的 和 谐 ”: 其 结果 是 , 理论 经 常会 产生 出 正确 的 结构 (并 且 从 纯粹 科 
学 的 动机 出 发 来 发 展 它们 ), 而 实践 很 快 就 会 需要 它们 , 以便 掌 握 从 外 部 世界 得 来 
的 问题 . 对 于 心智 的 创造 物 的 价值 , 我 几乎 就 想 利 用 下 面 的 问题 来 判断 : 创造 者 们 
原来 仅 能 看 到 抽象 性 , 现在 要 看 它 是 否 终于 会 突破 抽象 性 的 圈子 , 而 变 得 有 效 可 用 . 
但 是 , 观念 的 纯粹 数学 世界 当然 就 像 一 棵 树 : 我 们 不 能 要 求 每 条 绽开 的 花 条 都 会 成 

除了 以 上 的 发 展 以 外 , 凯 莱 的 方法 还 提出 了 第 二 项 任务 : 就 是 让 理论 最 终 摆脱 
一 些 基 础 性 的 不 完全 之 处 , 而 证 明 它 确实 真正 给 出 一 个 新 的 几何 基础 . 

说 实在 的 , 这 还 关系 到 整个 系统 的 第 一 步 , 即 坐 标的 引入 . 对 于 凯 莱 , 坐标 要 人 么 
就 是 简单 的 变量 , 其 几何 意义 如 何 , 根本 不 必 考 虑 , 要 么 就 是 按 度 量 几何 中 常见 的 
做 法 那样 , 用 欧 几 里 得 距离 来 定义 它 . 但 是 还 必须 验证 施 陶 特 的 思想 , 即 齐 次 坐标 
可 以 纯 射 影 几何 地 引入 , 这 一 点 我 们 已 经 讨论 过 了 ( 见 本 章 109 一 111 页 关于 施 陶 
特 在 这 方面 的 工作 的 讨论 .). 

应 该 这 样 来 构造 几何 学 的 体系 : 


1. 按照 施 陶 特 的 思想 , 不 提 度 量 关 系 而 来 建立 射影 几何 学 . 使 用 希 尔 伯 特 以 来 
已 经 惯用 的 名 词 , 给 出 次 序 公理 , 关联 公理 还 有 连续 性 公理 等 等 , 并 在 这 个 基础 上 
建立 射影 几何 学 . 

2. 取 凯 莱 几 何 学 的 各 种 特例 (射影 度量 几何 学 ). 

3. 按照 所 取 的 特定 的 几何 学 , 引入 一 个 新 的 公理 , 即 存 在 一 个 实 的 非 直 纹 忆 ， 
取 它 为 “绝对”, 这 时 , 我 们 就 生活 在 其 内 域 中 ; 或 者 取 虚 的 忆 为 “绝对”; 或 者 取 缀 
对 为 一 个 虚 的 圆锥 截 线 . 就 是 在 这 三 个 情况 下 , 从 我 们 能 够 达到 的 空间 之 点 到 绝对 
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簇 的 锥 面 是 虚 的 , 所 以 我 们 可 以 使 用 通常 的 角度 的 量度 . 


即使 把 我 们 的 思想 转变 得 适应 于 此 , 也 没有 改变 凯 莱 的 公式 的 内 在 意义 , 但 是 
它 对 于 我 们 的 具体 的 几何 学 的 基础 的 暂时 的 意义 确实 有 了 改变 . 我 们 不 再 遵照 通常 
的 思想 , 不 再 在 度量 几何 学 的 框架 内 为 非 欧 几何 学 构造 模型 , 而 是 提出 了 为 一 个 更 
高 级 的 几何 学 提供 基础 的 任务 , 而 这 个 基础 不 需要 任何 度量 概念 , 这 个 更 高 级 的 几 
何 学 将 要 包含 所 有 我 们 熟悉 的 各 种 几何 学 , 成 为 一 个 流畅 的 系统 . 

对 于 我 说 来 , 射影 几何 学 与 非 欧 几何 学 的 联系 是 很 清楚 的 , 甚至 是 显然 的 . 但 
是 , 我 的 这 个 思想 遭 到 了 来 自 几乎 所 有 方面 的 强烈 反对 (而 这 些 反 对 意见 之 间 又 互 
相 矛 盾 ), 其 理由 又 是 各 种 各 样 的 一 -一 个 新 的 思想 , 哪怕 是 在 我 们 这 个 比较 客观 的 
科学 里 , 想 要 有 所 突破 是 何等 困难 , 这 是 一 个 典型 的 例子 . 那 位 有 和 伴 发 现 这 个 新 思 
想 的 人 , 尽管 非常 清楚 地 看 见 新 思想 是 如 何 由 已 知 的 思想 生长 出 来 , 看 见 了 它 最 终 
又 会 取 什 么 形状 , 却 不 能 充分 地 保护 它们 不 受 怀疑 , 也 不 能 使 别人 之 不 犹 驳 地 接受 
它 . 然而 , 完成 了 的 结构 又 突然 地 出 现在 那些 未 曾 亲 历 的 劳 观 者 的 面前 , 并 且 声 称 
自己 是 完全 有 根据 的 . 即 令 这 些 劳 观 者 自己 也 是 多 产 的 人 , 要 想 目 如 地 追随 发 现 者 
指出 的 道路 , 也 是 难事 因为 这 都 来 自发 现 者 的 个 性 , 而 非 来 目 劳 观 者 的 个 性 . 劳 
观 者 们 总 会 沿 自己 选 定 的 途径 来 接近 一 个 主题 , 这 个 途径 是 劳 观 者 们 从 熟悉 的 途径 
中 选 出 来 的 , 很 可 能 是 充满 障碍 的 迁 回 的 道路 . 类 似 的 例子 还 有 玄 姆 堆 效 关于 力 的 
守恒 的 工作 和 康 托 关于 超 限 数 的 工作 . 我 愿 简 短 地 报告 一 下 在 我 的 生活 中 , 我 是 怎 
样 经 历 了 这 些 关 系 的 . 

我 是 在 1869 年 从 非 德 勒 (O.W. Fiedler) 编译 为 德 文 的 陕 尔 蒙 (George Salmon， 
1819 一 1904, 爱尔兰 数学 家 ) 的 《圆锥 截 线 》(G. Salmon, A Treatise on Conic Sec- 
tions) 一 书 中 读 到 凯 莱 的 理论 的 ; 而 在 1869--1870 学 年 冬 则 在 柏林 从 施 托 茨 那里 
学 到 了 罗 巴 切 夫 斯 基 和 人 鲍 耶 依 . 在 这 样 一 些 指 点 的 基础 上 , 虽然 我 理解 得 很 少 , 但 
是 马上 就 掌握 了 一 个 思想 , 就 是 二 者 之 间 必 有 某 种 联系 . 1870 年 2 月 , 我 在 魏 尔 斯 
特 拉 斯 的 讨论 班 上 讲 了 一 次 凯 莱 度量 , 而 以 一 个 问题 结束 我 的 讲演 , 即 这 个 工作 是 
否 尚 未 延伸 到 与 罗 巴 切 夫 斯 基 的 工作 相 一 致 ? 作为 答案 , 我 被 告知 , 二 者 属于 完全 
不 同 的 互相 分 离 的 思想 领域 , 而 作为 几何 的 基础 , 第 一 个 需要 考虑 的 是 , 直线 给 出 
两 点 之 间 的 最 短 距离 这 一 思想 . 

由 于 这 些 反 对 意见 的 压迫 , 我 驶 把 已 经 形成 的 思想 放 在 一 劳 了 . 对 于 逻辑 学 家 
的 批评 , 我 历来 对 它 有 些 敬 而 远 之 , 因为 逻辑 学 离 我 的 兴趣 较 远 . 只 是 到 了 很 人 以 
后 , 我 才 懂得 , 这 是 来 目 天 生 店 赋 的 差别 , 而 数学 研究 的 心理 会 掩盖 大 问题 . 魏 尔 斯 
特 拉 斯 天 性 就 更 倾 各 于 细心 的 探索 , 一 步 步 地 人 筑 起 通 问 项 峰 的 道路 . 但 他 的 本 性 对 
于 洲 楚 地 看 到 远 处 山峰 的 轮廓 簿 有 人 大 缺 ; 至 少 在 目前 的 问题 上 , 他 没有 这 样 来 从 远 
处 观看 . 

我 在 前 面 说 过 , 1871 年 夏 , 我 又 和 施 托 次 一 同 回 到 格 丁 根 , 我 应 再 一 次 怀 着 特 
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别 的 谢意 回想 起 这 件 事 . 如 同 他 曾经 教 过 我 读 懂 施 陶 特 那样 , 这 一 次 他 又 让 罗 巴 切 
夫 斯 基 和 鲍 耶 依 的 工作 一 一 我 从 来 没有 读 过 他 们 的 著作 一 一 成 为 我 能 够 理解 的 . 通 
过 和 施 托 蒋 这 位 出 色 的 讲究 逻辑 的 数学 家 的 无 休 无 止 的 辩论 , 我 终于 感觉 到 , 非 欧 
几何 学 只 不 过 是 凯 莱 意义 下 的 射影 几何 和 学 的 一 部 分 ,而 在 克服 了 我 的 项 固 抵 抗 以 
后 , 我 的 这 位 朋友 又 引导 我 对 此 确信 无 疑 . 我 把 这 个 想法 写成 短文 发 表 在 格 丁 根 的 
通讯 (Gottinger Nachrichten) 上 , 也 发 表 在 《数学 年 刊 》(Mathematische Annalen) 
的 第 4 卷 上 , 这 就 是 我 1871 年 发 表 的 关于 这 个 问题 的 第 一 篇 文章 :“ 论 所 谓 非 欧 几 
何 学 ”( Uber die sog. nichteuklidische Geometrie) ( 亦 见 克 芋 因 《 文 集 》 第 1 卷 , No. 
XV, XVI1.). 

这 些 文章 引起 了 许多 反对 , 首先 是 来 目 和 哲学 方面 的 反对 . 罗汉 (Rudolph Her- 
mann Lotze, 1817 一 1881, 德国 哲学 家 ) 在 那 时 宣称 所 有 的 非 哆 几何 学 都 是 明说 八道 
(non-sense), 而 且 并 不 是 仅 有 一 个 罗 泽 这 样 说. 这 还 联系 到 一 个 无 法 消除 的 误解 , 这 
个 误解 甚至 今天 还 在 影 啊 哲 学 家 和 通俗 作者 , 所 以 我 不 能 不 说 几 句 .使 用 “曲率 ” 
一 词 来 表示 一 个 数学 概念 就 会 引起 误解 , 因为 这 个 词 暗示 有 某 种 可 视 的 直 党 的 东西 
在 那里 . 其 实 “曲率 ”这 个 词 虽 然 是 高 斯 所 创造 , 而 黎 曼 用 得 很 多 的 这 个 名 词 , 本 来 
讲 的 是 微分 几何 学 里 的 一 个 不 变量 


KC f 《2 4 Ci OE/Op, OF/0gq, OF /Op, 0 ,OG/0gq, O°E/Op”, ,0°G/6q’) ; 
而 人 们 则 称 它 为 高 斯 所 给 出 的 弧 长 元 素 的 表达 式 
ds = Edp’ + 2Fdpdg + Gdg’ 


的 “曲率 ”, 而 且 有 一 个 定理 说 非 欧 空间 的 曲率 « 是 常数 . [这 个 名 词 里 面 本 来 没有 
什么 “弯曲 ”的 意味 , 但 na ] 这 个 纯粹 内 在 的 数学 定理 却 被 哲学 家 们 和 形形色色 的 
神秘 主义 者 , 以 一 种 完全 不 可 接受 的 方式 , 便 加 上 了 一 种 变化 无 定 的 意义 , 似乎 它 
赋予 空间 以 一 种 可 视 的 直 党 的 弯曲 ， 而 且 同 时 还 造成 了 关于 四 维 空间 的 玄 想 和 人 争 
论 , 内 为 空间 一 定 要 有 一 个 新 的 维度 以 才能 在 其 中 “弯曲 ”. (甚至 格 丁 根 数学 会 也 
有 些 年 参与 了 这 种 争论 . 请 看 布 鲁 门 塔 尔 n4 的 诗句 : 


何谓 空间 的 曲率 ? 己 是 凡人 的 心智 所 能 追随 !) 


所 有 这 些 虚 浮 之 辞 , 有 些 是 赞同 我 们 的 , 有 些 则 是 反对 我 们 的 , 给 了 我 们 很 大 的 困难 . 
我 还 记得 , 在 1871 一 1872 学 年 的 冬天 , 我 和 朋友 们 每 天 晚上 在 Gebhard 的 Tunnel 
里 05 的 那些 无 休止 而 有 时 又 是 很 热烈 的 谈话 . 

(13] 方 括 号 里 的 话 是 译 者 加 的 . 中 译本 注 


4 数学 里 有 好 几 个 布 便门 塔 尔 . 这 里 不 清楚 讲 的 是 谁 .一 中 译本 注 
ba 不 清楚 这 是 一 个 什么 地 方 . 从 上 下 文 看 , 似乎 是 一 个 喝 咖啡 或 者 啤酒 的 去 处 .中 译本 注 
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但 是 更 重要 的 是 来 自 数学 方面 的 反对 . 我 在 《数学 年 刊 》 第 4 卷 的 文章 里 , 一 
开始 就 无 害 地 使 用 了 度量 几何 学 , 并 没有 想到 这 个 问题 竟然 会 引起 逻辑 的 困难 , 我 
已 经 引述 了 施 陶 特 关于 射影 几何 学 独立 于 任意 度量 的 结果 , 不 过 可 能 过 于 简练 扼 
要 , 所 以 许多 人 责备 我 犯 了 循环 论证 的 错误 . 但 他 们 并 不 理解 施 陶 特 关 于 “投射 ” 
(Wurf) 作为 一 个 数 的 定义 是 纯粹 射影 的 , 而 坚持 认为 这 个 数 是 作为 欧 几 里 得 距离 
的 交 比 而 给 出 的 , [因而 是 属于 度量 儿 何 学 的 ae ]. 

1872 年 夏 , 在 与 许多 数学 家 作 了 大 量 的 商讨 和 通信 以 后 , 我 关于 非 欧 几 何 学 的 
第 二 篇 文章 又 发 表 在 《数学 年 刊 第 6 着 里 ( 即 4《 文 集 》 第 1 卷 , NoXVID), 文中 我 
特地 讨论 了 施 陶 特 体 系 的 基础 , 甚至 斗 胆敢 进入 了 现代 的 公理 学 . 

但 是 哪怕 这 样 详细 地 讲解 , 也 未 能 在 各 处 都 澄清 问题 , 特别 是 , 凯 莱 本 人 就 从 
未 放弃 他 的 不 信任 的 态度 , 而 相信 在 我 的 论证 里 有 隐藏 的 循环 论证 ( 见 饥 莱 对 他 的 
文集 第 2 卷 (1889 年 ) 所 作 的 补充 , 他 在 那里 引用 了 饱 尔 珊 士 (Sir Robert Stawell 
Ball, 1840 一 1913, 爱尔兰 数学 家 和 力学 家 ) 的 话 , 其 实 我 和 鲍 尔 珊 士 本 人 除了 在 这 
一 点 外 , 有 着 良好 的 关系 ) . 在 这 里 我 们 又 一 次 看 到 一 个 很 典型 的 现象 : 一 个 大 人 物 
上 了 年 纪 以 后 , 时 常 不 能 从 他 自己 提出 的 命题 得 出 推论 . 我 们 时 常 可 以 看 见 一 种 心 
理 上 的 必然 过 程 的 后 果 : 大 脑 失去 了 有 灵活 性 和 可 塑性 . 所 以 党 伦 兹 (Hendrik Antoon 
Lorentz, 1853—1928, 何 兰 物理 学 家 ， 相对 论 的 伟大 先行 者 ) 总 在 反对 相对 论 ， 虽然 
相对 论 成 为 可 能 , 首先 是 由 于 他 的 思想 . 

还 有 一 种 来 日 男 一 方面 的 对 我 的 责难 , 这 种 责难 大 概 每 个 革新 者 都 会 遇 到 过 : 
您 的 成 果 并 不 是 新 的 . 具体 说 来 , 在 1868 年 左右 , 意大利 的 贝尔 特 拉 米 (Eugenio 
Beltrami, 1835 一 1900, 意大利 数学 家 ) 也 提出 了 一 些 类 似 的 考虑 . 事实 上 , 我 在 1871 
年 的 论文 里 已 经 指出 , 要 从 贝尔 特 拉 米 的 公式 得 出 遍 莱 的 公式 , 要 不 了 两 步 . 如 果 
在 这 人 句 话 里 , 我 再 强调 一 下 我 所 指 的 只 是 “公式 ”就 好 了 . 我 在 这 里 想 说 的 是 , 要 思 
索 一 下 : 这 些 公式 既然 相同 , 背后 就 可 能 有 正确 的 东西 . 

贝尔 特 拉 米 (他 从 来 没有 提 到 过 施 陶 特 ) 在 从 这 些 关系 式 做 出 推论 时 , 犯 了 一 
个 关键 的 错误 . 这 个 错误 后 来 允 姆 堆 效 和 其 他 人 又 一 犯 再 犯 . 这 一 点 , 我 在 1871 年 
的 论文 里 就 已 经 指出 过 . 这 就 是 在 用 球面 上 的 三 角形 的 内 角 和 大 于 7 来 解释 非 欧 几 
何 时 , 他 们 得 出 了 两 条 最 短路 径 必 定 交 于 两 点 . 但 在 射影 平面 上 即 令 加 上 了 一 个 虚 
的 基本 圆锥 截 线 , 两 条 直线 也 一 定 只 能 交 于 一 点 ! 这 个 例子 说 明 , 在 曲面 上 解释 任意 
度量 几何 学 时 , 一 定 要 把 该 曲面 的 连通 性 (Zusammenhang) 考虑 进去 . 射影 平面 有 
着 不 寻常 的 连通 性 , 而 与 球面 本 质 不 同 ; 前 者 是 一 个 单 人 出 曲面 , 像 默 比 乌 斯 带 那 样 ， 
只 不 过 它 是 封闭 的 .这些 事情 只 是 在 我 与 施 雷 夫 里 (Ludwig Schlii, 1814 一 1895， 
瑞士 数学 家 ) 1874 年 的 通信 里 才 完 全 说 清楚 了 ( 见 《 数 学 年 刊 》 (Mathematische 
Annalen, Vol. 7, 549 一 550, 即 殉 莱 因 《文集 》2: 63 页 以 下 ) . 


ne 方 括号 里 的 一 句 话 是 译 者 加 的 .一 -中 译本 注 
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关于 这 个 复杂 的 时 常 受到 阻碍 的 发 展 , 我 还 可 以 说 上 许多 细节 . 在 上 面 引用 的 
那 一 卷 《 数 学 年 刊 》 里 可 以 找到 一 个 大 概 (又 见 《 数 学 年 刊 》37 卷 ) . 但 是 还 有 一 个 
人 我 愿 在 这 里 提 到 , 就 是 克利 福 德 (William Kingdon Clifford, 1845 一 1879, 英国 数 
学 家 ) . 我 以 特别 愉快 的 心情 回忆 起 这 个 人 : 他 立刻 就 完全 地 理解 了 我 , 而 且 很 快 
就 走 到 我 前 面 去 了 . 

就 此 , 我 就 要 结束 关于 纯粹 综合 几何 发 展 的 讨论 了 . 通过 构造 一 个 没有 着 洞 的 
系统 , 它 达到 了 一 个 自然 的 结尾 , 而 把 那个 时 代 所 有 的 几何 研究 都 有 机 地 包括 进来 ， 
组 织 起 来 . 现在 我 要 转 到 与 这 个 发 展 有 关 的 代数 学 的 进展 . 


代数 学 的 平行 发 展 : 不 变 式 理论 


就 本 书 现在 的 内 容 而 言 , 不 变 式 理论 的 主题 可 以 用 下 面 的 问题 来 表述 : 几何 
图 形 的 射影 性 质 一 一 即 在 任意 共 线 变换 下 不 变 的 性 质 一 一 如 何 反 映 在 代数 计算 上 ? 
所 以 现在 和 普 吕 克 的 情况 不 同 , 问题 不 再 是 避免 计算 , 而 是 以 系统 的 形式 进行 计算 ， 
但 是 要 使 得 从 一 开始 就 可 以 看 清楚 , 计算 的 结果 不 受 变 元 的 任意 线性 变换 的 影响 . 
但 是 , 想 要 掌握 这 个 理论 的 进展 以 及 不 变 式 的 意义 的 人 , 必须 站 在 一 个 可 以 看 得 更 
远 的 观点 上 . 不 变 式 理论 首先 起 源 于 数论 , 我 们 试 着 从 这 一 侧面 来 透视 不 变 式 理论 . 

我 不 想 回 溯 太 远 , 就 从 高 斯 的 《算术 研究 》 开 始 . 我 们 在 第 1 章 里 就 已 经 看 到 ， 
在 那 部 论著 里 , 把 二 元 二 次 型 

一 az2 十 28zy 十 cg 
的 研究 当 作 数论 的 主要 问题 之 一 , 而 问题 是 , 当 对 z,y 作 线 性 变换 
2 一 a2Z 十 py ，y=TZ 十 0 
时 , 如何 变化 , 这 里 a6 - 67 = ” 这 时 , 我 们 会 得 到 太一 个 二 次 型 
ff’ — ClT12 十 2b' zx'y 十 co/ 
在 搜索 这 个 变换 下 不 变 的 量 , 或 者 只 有 表面 改变 的 量 时 , 我 们 首先 遇 到 的 是 判别 式 
DD’ — 7 ge! — r2D, 


一 一 但 是 高 斯 称 它 为 行列 式 ， 我 们 已 经 看 到 , 数论 里 面 特别 感 兴趣 的 情况 是 a, b,c 
和 a, 6,7,6 均 为 整数 , 而 且 7 = 1 的 情况 . 我 们 想 要 研究 两 个 二 次 型 等 价 的 问题 ， 
这 时 D = D’' 只 是 必要 条 件 而 不 是 充分 条 件 . 
我 们 这 里 理解 的 不 变 式 理论 , 就 这 样 离开 了 数论 而 提出 一 个 纯粹 的 代数 问题 如 
下 : 对 于 任意 已 给 的 形式 
f=ar"+br" 十 cz + 十 pi, 
9 = a27" 十 jzm ! + cor" “十 … 十 Da， 
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求 一 个 对 于 ai, 六，…… ,pi 为 齐 次 (可 能 也 对 az, 加，… ,pa 也 为 齐 次 ) 的 多 项 式 , 使 
得 对 于 变 元 作 线性 变换 时 , 它们 最 多 会 增加 一 个 因子 : 即 增加 变换 的 行列 式 的 一 个 
医 . 作为 一 个 例子 , 考虑 两 个 线性 形式 


Q121 十 D122)Q221 十 p272， 


行列 式 
1 bl 
人 2 b> 
就 是 这 两 个 形式 的 所 谓 同 时 不 变 式 . 
商 
jobllcd 
ladl|ba| 


则 是 4 个 这 种 形式 的 同时 不 变 式 . 其 实 , 它 是 一 个 绝对 不 变 式 , 因为 它 在 变换 之 下 
完全 不 变 .( 它 表示 4 个 点 的 交 比 ). 

不 变 式 理论 以 后 就 变 罕 了 , 几何 学 对 此 负 多 么 大 的 责任 ? 与 数论 的 脱离 又 要 负 
多 大 责任 ? 其 实 , 就 不 变 式 理论 自身 而 言 , 它 本 来 不 必 这 样 发 展 : 我 们 已 经 看 到 , 由 
高 斯 的 二 元 二 次 形式 理论 , 可 以 得 到 关于 格 点 以 及 模 曲线 的 几何 考虑 这 些 非 常 美丽 
的 支持 和 解释 . 所 以 , 数论 本 身 肯定 不 是 非 几 何 的 . 但 是 , 如 果 把 几何 学 限制 到 连 
续 空间 的 曲线 曲面 等 等 , 就 会 使 得 不 变 式 理论 相应 地 变 窗 了 . 

但 是 , 在 历史 的 发 展 进程 中 , 事实 上 又 只 有 极 少数 研究 者 能 够 均衡 地 从 各 个 方 
面 来 扎 随 这 个 非常 广泛 的 学 科 . 雅 可 比 仍然 完全 追随 高 斯 的 精神 , 算是 其 中 之 一 . 他 
以 后 还 有 父 森 斯 坦 (Ferdinand Gotthold Max Eisenstein, 1823 一 1852, 德国 数学 家 ) 
和 埃 尔 米 特 (Charles Hermite, 1822 一 1901， 法 国 数学 家 ). 再 往 后 就 出 现 了 各 个 分 支 
的 专业 化 . 后 来 的 研究 者 完全 被 形式 代数 问题 及 其 几何 应 用 所 俘虏 ; 他 们 离开 了 数 
论 , 而 这 从 那个 时 代 的 精神 , 力求 专业 化 . 

日 益 改 进 的 交流 手段 给 科学 生活 带 来 了 新 的 特点 : 越 来 越 多 的 生气 勃勃 的 国 
际 交流 和 合作 . 1868 年 《数学 年 刊 》(Mathematische Annalen) 的 创办 , 是 这 个 科学 
行业 的 一 个 标志 , 它 很 快 就 成 了 不 变 式 理论 的 机 关 刊 物 . 

在 这 个 领域 的 杰出 研究 者 中 , 我 想 提 到 |: 


a) 海 赛 (Ludwig Otto Hesse，1811 一 1874, 德国 数学 家 )， 阿 隆 堆 德 (Sigfried 
Heinrich Aronhold，1819 一 1884， 德国 数学 家 )， 他 们 是 哥 尼 斯 保 学 派 的 杰出 代表 ; 稍 
后 还 有 殉 莱 布什 和 让 丹 等 人 . 

b) 英国 三 重奏 组 : 凯 莱 , 西 尔 维 斯 特 (James Joseph Sylvester, 1814 一 1897, 英 
国 数学 家 ) 以 及 萨 尔 蒙 . 
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c) 最 后 还 有 意大利 人 布 里 奥 斯 基 (Francesco Brioschi, 1824 一 1897， 意大利 数 
学 家 ) (他 写 了 一 本 关于 行列 式 的 教 本 ), 克 雷 蒙 纳 (Antonio Luigi Gaudenzio Giuseppe 
Cremona, 1830—1903, 意大利 数学 家 )， 还 有 由 尔 特 拉 米 . 


我 仍然 只 能 给 出 这 些 研究 者 对 于 不 变 式 理论 的 发 展 的 一 个 样本 .但 是 我 要 所 
到 麦克 斯 . 诺 特 (7 为 他 们 撰写 的 发 表 在 《数学 年 刊 》 上 的 传记 : 
第 7 卷 (1874) 克 莱 布 什 (由 其 友人 撰 与 )， 


第 46 卷 引 莱 ， 

第 50 卷 西 尔 维 斯 特 , 布 里 奥 斯 基 ， 
第 55 卷 埃 尔 米 特 ， 

第 61 卷 萨 尔 花 ， 

第 53 卷 李 ， 

第 59 卷 克 雷 棕 纳 ， 

第 74 卷 苹 丹 . 


当然 , 最 后 这 一 位 已 经 远 远 超出 了 我 们 研究 的 时 期 . 诺 特写 的 这 些 传记 是 研究 这 个 
时 期 极 佳 的 资料 来 源 , 包括 这 个 时 期 各 种 广泛 而 有 趣 的 关系 , 它们 被 处 理 得 如 同人 花 
园 里 的 美丽 花茶 , 纯 然 只 是 为 美丽 而 美丽 , 而 不 是 为 了 有 什么 外 在 的 用 途 . 

现代 不 变 式 理论 的 直接 预备 知识 就 是 行列 式 理论 . 这 个 数学 工具 最 早 是 由 莱 布 
尼 北 想到 的 , 而 由 范 德 蒙 德 (Alexander-Thkophile Vandermonde, 1735 一 1796, 法 国 
数学 家 ) 在 18 世纪 、 还 有 柯 西 在 19 世纪 初 加 以 改进 , 最 后 则 由 雅 可 比 把 它 完 善 
它 被 引入 数学 的 各 个 分 文 ， 并 且 进 入 了 各 地 的 数学 教育 . 雅 可 比 在 Crelle 杂志 第 22 
卷 (1841) 里 发 表 了 两 篇 文章 如 下 : 

“ 论 行列 式 的 形成 和 性 质 ” (De formatione et proprietatibus determinanium, 见 
《全 集 》3: 355-392 页 ) . 

“ 论 函 数 行列 式 ”(De determinantibus functinalibus,， 见 《 全 集 >》 3: 393-438 页 ， 
由 Stackel 编 入 Ostwalds 的 丛书 Klassiker 中 , 为 其 77 和 78 卷 ) . 

今天 ， 行 列 式 一 -- 雅 可 比 的 记号 是 六 二 aiiazz…ann; 而 我 们 则 简 记 为 
laix| 一 一 的 变换 与 计算 规则 , 受过 数学 教育 者 是 无 人 不 知 的 了 . 所 以 我 不 必 再 往 下 
讲 , 但 要 再 次 指出 它 是 如 何 出 现在 求解 线性 方程 中 , 正如 我 以 前 只 对 两 个 未 知 数 的 
两 个 方程 所 讲 过 的 那样 . 行列 式 


Ql Q12 Cn 


= |aix| 
Qnl On2 mm 


6 见 本 章 脚 注 2 一 中 译本 注 
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是 nn 个 线性 形式 


证 1 
> 人 Ti Qoidi, QA3itiy"', > Unidi 
i=1 


4 一 工 一 工 二 1 


的 同时 不 变 式 . 这 人 句 话 的 意思 是 : 铬 作 代 换 
Tk 一 > Q pi YL) 
l=1 
使 上 面 n 个 线性 形式 变 为 
>》 Q1iYi, >》 QoiYi, > Q3i21i， 3 >》 Qi 
2 一 1 i 二 1 1 1 一 | 


则 新 行列 式 D' - ja | 与 老 行列 式 D = |aix| 之 间 有 等 式 D' 二 7D. 这 里 + 二 | 
是 变换 的 行列 式 . 这 个 关系 式 可 以 立即 从 行列 式 理论 的 基本 定理 , 即 乘法 定理 得 出 ， 

以 上 所 述 有 一 个 推广 , 即 所 谓 函 数 行列 式 . 这 时 处 理 的 不 再 是 线性 形式 及 其 系 
数 的 组 合 , 而 是 如 我 们 现在 所 说 的 , 是 x1, x2,.… ,z， 的 完全 任意 的 函数 ,然而 今天 
我 要 说 : 如 果 考 虑 任意 的 可 微 函数 f,g,h,.…. 及 其 偏 导数 f 二 区 则 可 以 做 出 行 
列 式 


fi fo fs :fn 
01 42 93 gn 


hl ph hs pn 


这 是 一 个 更 高 意义 下 的 不 变 式 , 即 对 于 变 元 x1, x2,… ,zn 的 任意 变换 的 不 变 式 , 但 
是 一 定 要 加 上 一 个 限制 , 而 这 一 点 雅 可 比 并 不 知道 , 即 新 变 元 必须 是 老 变 元 的 可 微 
消 数 , 反 过 来 老 变 元 也 必须 是 新 变 元 的 可 微 函 数 . 为 了 证 明 这 一 点 , 需要 用 到 关系 


式 
of OX1 Oz» Da DZ 
一 二 二 一 十 和 一 一 十 一 十 .十 所 一 和 
By for tT for tHs oy / 


of 加 OX1 OLX» Oxs 
Oyn 1 a Th 二 用 th, 


A 


29 一 Oz1 十 Oz2 十 Or3 十 十 Orn 
By Oy YOy «By "By 
Ooh DZ1 Oxo Ox3 DTn 
二 及 一 一 十 hz 一 十 ha 一 一 十 十 hn } 
By Oy “Oy “Oy Oy 
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以 及 行列 式 的 乘法 定理 . 这 里 , 我 们 对 于 以 变 元 的 任意 变换 群 为 基础 的 更 一 般 的 不 
变 式 理论 算是 得 舌 其 一 干 了 . 男 一 个 本 质 上 更 复杂 的 例子 是 曲率 的 不 变性 , 这 一 点 
我 们 在 上 面 已 经 提 到 了 . 

雅 可 比 的 这 个 工作 后 来 由 海 赛 就 解析 几何 加 以 发 展 . 正如 上 面 提 到 的 那样 , 不 
变 式 理论 与 数论 的 联系 已 经 锌 完全 放弃 了 . 

海 赛 于 1811 年 生 于 哥 尼 斯 堡 . 在 此 , 我 不 想 忽 略 向 读者 提出 一 个 值得 注意 的 
事实 , 即 从 哥 尼 斯 堡 竟然 出 来 那么 多 数学 家 一 一 东 普鲁士 人 似乎 受到 上 天 特别 的 着 
顾 , 对 于 我 们 这 门 科 学 有 特别 的 才能 . 如 果 把 哲学 家 兼 数学 家 康德 也 算 作 我 们 中 的 
一 员 , 就 有 下 面 的 值得 纪念 的 名 单 : 康德 , 1724; 里 软 洛 , 1808; 海 赛 , 1811; 基 尔 霍 
夫 , 1824; 卡尔 . 诺 依 曼 中 ,1832; 殉 莱 布什 , 1833; 希 尔 伯 特 , 1862. 每 个 人 名 后 面 
附 的 是 他 的 出 生年 份 . 

海 赛 的 才能 发 展 得 很 慢 , 他 曾 在 各 个 学 校 中 就 职 . 1840 一 1855 年 , 他 在 哥 尼 斯 
保 任 Dozent, 1855 一 1856 年 在 哈雷 , 1856 一 1868 年 在 海德 堡 , 最 后 , 1868 一 1874 年 在 
慕尼黑 的 工科 技术 学 院 (高 工 technische Hochschule ). 他 的 真正 有 创造 性 的 时 期 是 
他 在 哥 尼 斯 堡 的 那 一 段 时 间 . 在 海德 堡 , 他 写 了 为 人 广泛 使 用 的 《解析 几何 讲义 》 
(Vorlesungen tiber analytische Geometrie) 一 书 , 通过 这 本 书 , 他 把 用 对 称 性 的 公式 
进行 优美 的 计算 这 个 意识 传递 给 了 广大 的 听众 . 在 其 他 方面 , 海德 堡 对 于 海 赛 的 发 
展 并 没有 什么 好 处 . 他 沉溺 在 内 卡尔 河上 的 这 个 城市 的 魅力 中 , 这 城市 确实 是 让 人 
的 心 千 箱 午 其 中 的 好 去 处 , 却 远 非 作 精 确 工 作 的 好 地 方 . 诗人 舍 费 尔 把 他 引入 了 一 
个 小 圈子 , 海 赛 在 其 中 度 过 了 许多 快乐 的 时 光一 一 但 是 诗人 因 “Gaudeamus” 一 书 
的 “Beide auf Nr. 8” 而 名 垂 久 远 P9 , 却 毁 了 海 赛 的 数学 生涯 . 这 样 , 海 赛 一 生 的 终 
结 多 少 有 点 悲剧 性 . 在 慕尼黑 , 他 还 打算 再 次 回 到 创造 性 的 活动 , 但 是 成 功 有 限 : 那 
种 确定 地 区 分 真 伪 的 能 力 已 经 一 去 不 返 了 . 

在 海 赛 的 成 就 中 , 我 只 提 一 项 , 即使 得 海 赛 的 名 字 仍然 生活 在 我 们 中 间 的 那 一 
项 : 这 就 是 所 谓 的 海 赛 行列 式 , 它 是 从 一 个 齐 次 函数 生成 的 : 


fil f12 f13 0 fin 
地 fa 12 fa … fan 
fnl fn2 fn3 “ fnn 


它 在 几何 中 有 许多 应 用 . 作 一 线性 变换 可 以 把 五 变 成 H' = ”2 万 想 要 证 明 这 一 点 ， 
只 需 用 行列 式 > 乘 fH 两 次 , 一 次 按 行 乘 , 另 一 次 按 列 乘 , 就 可 以 了 . 所 以 五 是 一 个 
18] 网 第 3 章 脚 注 11. 一 一 中 译本 注 


19 会 费 尔 (Joseph Viktor von Scheffel, 1826 一 1886) 是 一 个 著名 的 诗人 .“Gaudeamus” 是 一 本 诗 
集 , 许 风 愉快 而 幽默 , 题材 主要 取 自 当地 的 传说 和 一 些 历 史 故 事 . 一 一 中 译本 注 
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不 变 式 
含有 变 元 . 
关于 这 个 协 变 式 对 于 几何 研究 的 价值 , 我 要 给 出 一 个 简单 的 例子 , 来 表明 它 是 
怎样 标志 着 超过 普 吕 殉 的 进展 . 
问题 是 决定 一 个 方程 为 f(x,y) = 0 的 阶 数 为 n 的 平面 曲线 的 扭转 点 . 普 如 现 
把 条 件 dzy/dz2 = 0 化 为 用 f 的 偏 导 数 来 表示 的 条 件 , 而 所 有 微 积 分 教科 书 都 是 这 
样 做 的 . 用 雅 可 比 的 记号 , 普 员 克 所 得 到 的 条 件 是 : 以 下 的 “加 边 ” 行 列 式 为 零 : 
jc fry fz 
jz jy fyl=0. 
fz fy 0 


这 个 式 子 表示 一 条 3n - 4 阶 曲线 . 所 以 , 这 样 看 起 来 , 一 条 Cn 曲线 应 有 n(3n 一 4) 
个 扭转 点 . 但 是 普 吕 克 是 这 样 推 理 的 : 由 此 行列 式 表 示 的 曲线 应 与 已 给 的 C 曲线 
的 n 个 无 穷 分 支 的 每 一 个 均 有 一 个 切 点 , 所 以 从 这 n(3n 一 仿 个 交点 中 应 该 除去 2n 
个 非 扭转 点 的 交点 . 他 就 这 样 得 到 了 扭转 点 的 正确 的 个 数 , 即 3n(n 一 2). 
海 赛 表 明了 , 如 果 彻 底 地 使 用 齐 次 坐标 , 所 有 这 一 切 可 以 变 得 清楚 得 多 . 
他 令 z = zi1/zs,y = za/za, 使 得 普 吕 元 的 行列 式 成 为 
fi1 fi fi 


f21 f22 f2 二 0. 
fi fe。 0 


然后 他 用 欧 拉 关于 齐 次 昭 数 的 定理 , 即 得 
万 Z1 十 for2 十 /za = nf, 
filx1 十 jiaza 十 /azs = (一 1 太一 1 2)3 

等 等 , 把 普 旦 克 的 行列 式 (在 乘 以 m 一 1 后 ) 写成 

fs fi2 fiixi+t fi2x2 + fiax3 


或 者 说 是 一 个 协 变 式 , 因为 当 f 的 次 数 大 于 2 时 , 行列 式 的 各 个 元 中 还 


for fo2 foizit fo27x2 + fo3T3|= 0. 
fi fo 0 
把 第 1 和 第 2 列 分 别 匀 以 zi 和 xo, 再 从 第 3 列 把 它们 减 去 . 提出 因子 zs 有 
fn fi2 fi3 
z3 .|1jP ja f231=0. 
fi fo $i 
我 们 现在 用 同样 的 办 法 处 理 第 3 行 . 消去 数值 因子 1/(n 一 1) 就 得 到 
fi fi fi3 
x3: for fo2 fa|=2x3:H=0. 
fs fs2 ss 
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因子 z3 = 0 相应 于 普 吕 克 的 方法 用 了 一 些 技巧 来 排除 的 交点 , 而 次 数 为 3(n 一 2) 
的 方程 五 = 0 则 决定 了 作为 完备 的 交点 的 扭转 扩 . 

从 这 个 例子 我 们 看 到 . 方法 上 是 有 了 进展 , 也 看 到 了 海 赛 的 理想 : 通过 从 一 开 
始 就 使 用 对 称 的 齐 次 的 陈述 , 使 得 代数 过 程 成 为 几何 考虑 的 纯粹 的 对 应 物 . 他 特别 
关注 平面 上 的 Cs 和 Cu 的 理论 , 这 个 理论 我 们 在 下 面 还 要 细 说 . 

在 这 段 时 期 , 英国 人 也 成 长 起 来 了 , 成 了 不 变 式 理论 及 其 对 于 射影 几何 学 的 应 
用 的 领导 者 . 

我 已 经 谈 到 过 凯 莱 和 他 的 绵绵 不 绝 的 工作 . 他 生 于 1821 年 , 但 早 在 1841 年 起 
就 开始 在 《剑桥 数学 杂志 》(Cambridoe Mathematical Journal) 上 发 表 论 文 . 他 从 一 
开始 就 与 射影 几何 学 打交道 , 对 于 英国 , 当时 那 还 是 一 个 新 研究 方向 , 所 以 他 的 工作 
当时 在 剑桥 是 被 见 外 的 , 与 占 优 势 的 逻辑 学 家 们 (如 德 摩 根 (Augustus De Morgan， 
1806 一 1871, 英国 逻辑 学 家 ) 等 人 成 对 照 : 1846 年 , 我 们 看 到 , 他 把 自己 的 “ 论 超 行 
列 式 ” (Mémoire sur les hyperdéterminants) 一 文 投 交 Crelle 琳 志 (Bd.33) . 用 超 
行列 式 (hyperdeterminant) 一 词 来 表示 我 们 现在 说 的 不 变 式 ， 很 清楚 地 表明 了 这 个 
理论 发 展 历 史 的 痕迹 , 说 明 它 来 自行 列 式 理论 . 凯 莱 领导 了 这 个 理论 的 发 展 , 通过 
不 断 的 组 织 工 作 和 创造 , 它 也 占领 了 德国 . 他 的 9 篇 论文 “ 论 guantics” (Memoirs 
on Quantics) 是 很 有 名 的 , 先后 发 表 在 《哲学 汇 刊 》(Philosophical Transactions) 上 
(1854 一 1878 年 ). 它们 全 都 表现 了 作者 的 巨大 才能 , 以 及 他 的 不 知 疲倦 的 勤劳 和 坚 
韦 的 能 力 . 

与 遍 莱 的 平和 而 连续 的 性 格 成 对 照 的 , 是 他 的 略微 年 长 的 战友 西 尔 维 斯 特 , 那 
是 我 们 迄今 见 到 的 最 为 活跃 最 为 多 变 的 人 物 . 他 1814 年 生 于 伦敦 , 也 是 很 早 就 开始 
了 数学 工作 , 但 是 后 来 , 老 是 变换 住处 和 职业 . 1842 一 1845 年 , 他 在 美国 弗吉尼亚 大 
学 任教 , 1845 一 1855 年 , 在 伦敦 做 保险 业 , 而 且 和 饥 莱 一 样 , 又 是 律师 , 然后 又 在 伍 
利 奇 (Woolwich, 在 伦敦 郊区 泰晤士 河 边 ) 的 军事 学 院 当 教 授 . 以 后 的 几 年 里 , 他 没 
有 职业 , 直到 1871 年 , 他 受聘 于 美国 巴尔 的 摩 的 约翰 霍 普 金 斯 大 学 . 他 在 这 个 职 
位 上 通过 大 量 的 教学 工作 (完全 是 教 不 变 式 理论 ) 为 纯粹 数学 问题 说 得 了 美国 . 他 
又 创办 了 《美国 数学 杂志 》(American Journal of Mathematics), 至 今 仍 是 最 有 名 的 
数学 刊物 之 一 . 1884 年 , 西 尔 维 斯 特 回 到 英国 , 并 以 70 高 龄 担任 了 牛津 大 学 新 设立 
的 教授 职位 , 直到 1897 年 去 世 为 止 . 

西 尔 维 斯 特 在 伦敦 被 遍 莱 引 到 了 这 个 新 学 科 中 , 而 且 很 快 就 成 了 其 领导 者 之 
一 . 这 个 理论 中 有 许多 名 词 都 是 他 拟定 的 , 如 : 不 变 式 , 协 变 式 , 判别 式 等 等 . 而 且 
这 还 只 是 他 建议 的 名 词 的 一 部 分 . 他 开玩笑 地 说 他 自己 是 新 亚当 , 因为 他 像 我 们 最 
古老 的 父 华 亚当 R09 一 样 , 给 一 切 东 西 定 了 新 名 字 . 


29 这 里 借用 了 和 圣经 创世纪 中 上 帝 创 造 的 第 一 个 人 〈 即 我 们 最 古老 的 父辈 ) 就 是 亚当 的 故事 . 
一 一 中 译本 注 
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西 尔 维 斯 特 是 一 个 极为 活跃 和 多 才 多 艺 的 人 物 , 他 能 以 最 大 的 深度 透视 他 所 见 
到 的 每 一 件 事物 , 把 它们 连接 起 来 ; 但 是 就 他 把 所 研究 的 东西 作 详 细 的 阐述 , 并 且 
系统 地 表现 为 一 个 完成 了 的 具有 宏大 风格 的 工作 而 言 , 则 他 的 生性 在 此 稍 有 从 缺 . 
他 的 专门 领域 是 这 门 科学 的 完全 抽象 的 、 组合 的 侧面 . 而 且 他 还 从 这 个 观点 出 发 ， 
把 最 不 相近 的 数学 领域 , 例如 力学 问题 , 都 以 光辉 的 方式 改造 得 从 属于 不 变 式 理论 . 
他 的 这 种 思维 方式 的 一 个 典型 , 如 他 对 我 说 过 的 那样 , 就 是 如 何 理解 化 学 公式 . 在 
那 时 , 这 是 数学 家 感 兴趣 的 问题 , 而 且 他 还 在 《美国 数学 杂志 》 上 , 用 一 种 与 二 元 形 
式 的 不 变 式 理论 的 符号 过 程 相 平行 的 方式 , 来 讲述 化 学 . 他 想 把 化 学 公式 看 成 两 个 
概念 的 逻辑 关系 , 而 对 具体 的 原子 的 联结 , 则 付 诸 一 笑 . 现在 这 当然 不 是 自然 科学 
取得 进展 的 思想 基础 .1 

西 尔 维 斯 特 的 性 格 极 能 使 人 兴奋 , 他 极为 机 智 , 光彩 照 人 . 他 是 一 个 才华 横 溢 
的 演说 家 , 而 且 常 用 动人 的 敏捷 的 诗句 把 自己 包装 起 来 , 使 得 大 家 都 很 高 兴 . 就 才 
华 和 人 敏捷 而 言 , 他 可 以 说 是 自己 的 种 族 的 代表 : 他 来 自 一 个 纯粹 的 犹太 家 庭 , 到 他 
这 一 代 , 才 “ 取 ” 西 尔 维 斯 特 为 姓 , 在 那 以 前 , 他 的 家 族 本 是 没有 姓 的 . 吧 


21 外 尔 (Hermann Klaus Hugo Weyl, 1885—1955, 德国 数学 家 ) 在 他 的 名 著 《 数学 与 自然 科学 的 
哲学 》 (Philosophy of Mathematics and Natural Science, 中 译本 , 2007,， 上 海 科技 教育 出 版 社 ) 的 
“附录 DD: 化 学 价 与 结构 的 等 级 ”中 认为 分 子 的 化 学 结构 理论 的 发 展 有 3 个 阶段 . 首先 是 凯 库 勒 
的 分 子 结构 式 (包括 立体 结构 ), 其 次 则 是 西 尔 维 斯 特 利用 不 变 式 理论 对 它 的 组 合 学 处 理 , 然后 才 
有 量子 论 的 分 子 理论 . 外 尔 为 此 写 了 一 个 很 长 的 脚注 ( 原 书 中 译本 379 页 ), 与 本 书 克 莱 因 的 说 法 
对 照 起 来 很 有 兴趣 , 所 以 抄录 于 下 . 不 过 对 于 文字 稍 作 修改 使 与 本 书 一 致 

西 尔 维 斯 特 的 文章 发 表 在 American Journal of Mathematics 第 一 卷 ， 这 个 刊物 正 是 他 本 人 在 
幼 翰 ， 霍 普 金 斯 (John Hopkins) 大 学 创办 的 , 论文 标题 是 : On an application of the new atomic 
theory to the graphical representation of the invariants and covariaonts of binary guantics ( 论 新 
原子 论 对 二 元 齐 次 式 的 不 变 式 与 协 变 式 的 图 示 的 一 个 应 用 ). 这 篇 论文 开始 的 一 段 , 首先 是 对 19 
世纪 自然 哲学 一 个 特有 的 表述 , 其 次 又 是 一 篇 西 尔 维 斯 特 式 的 如 此 动人 的 散文 , 所 以 值得 引述 如 
下 :“ 所 谓 新 原子 论 , 我 是 指 山 库 勒 的 尝 高 的 发 明 , 它 与 日 原 子 论 的 对 比 , 多 少 类 似 于 开 普 勒 的 天 
文学 与 托 蔓 密 的 天 文学 的 对 比 ， 或 达尔 文 的 自然 体系 与 林 耐 (Carl Linnaeus, 1707—1778, 瑞典 生 
物 学 家 ， 公认 为 分 类 学 的 鼻祖 ， 时 常 拼 作 Carl von Linné) 的 目 然 体系 的 对 比 ;- 一 和 旧 理 论 一 样 ， 
它 在 动能 学 的 直接 影响 之 外 , 其 定律 基于 纯粹 的 形式 之 间 的 关系 , 又 像 新 的 由 牛顿 完善 了 的 理论 
一 样 , 这 些 定律 有 精确 的 算术 定义 .一 我 想方设法 , 终于 有 一 夜 在 梦 中 醒 来 , 发 现 一 种 方法 可 以 
把 现代 代数 学 的 对 和 象 的 很 明白 的 概念 , 传授 给 一 个 混杂 的 群体 , 这 个 群体 主要 由 物理 学 家 、 化 学 
家 和 生物 学 家 组 成 , 也 有 少数 数学 家 散居 其 内 . 我 坚持 要 把 我 自己 在 我 所 偏好 的 这 个 学 科 里 的 新 
近 的 研究 介绍 给 这 个 群体 ， 而 且 我 一 直 感 到 ， 对 于 化 合 物 的 基因 的 研究 和 对 ‘Grundformen’, 即 既 
约 的 不 变 式 之 研究 有 一 种 亲 和 性 , 甚至 在 我 的 心智 的 视网膜 上 , 出 现 了 一 个 化 学 一 一 图 式 的 影像 ， 
它 可 以 体现 和 说 明 导 出 的 代数 式 与 原来 的 代数 式 之 间 的 关系 , 以 及 它们 自己 之 何 的 关系 , 从 而 完 
全 地 完成 了 我 心目 中 的 目标 , 这 就 是 我 将 在 下 面 解 释 的 ." 一 一 中 译本 注 

23 从 其 他 文献 看 到 ,“ 取 ” 姓 的 是 他 的 父亲 . 那 时 他 父亲 想 要 移民 美国 . 但 在 办 理 出 国文 件 时 , 发 
现 美国 人 规定 姓名 必须 有 3 个 字 ， 中 除了 first name 和 last name 之 外 ， 还 要 有 一 个 middle name. 
他 父亲 的 犹太 名字 是 Abraham Joseph, 即 以 Joseph 为 姓 (last name), Abraham 为 名 , 而 只 有 了 两 
个 字 . 他 父亲 情急 之 下 , 就 给 自己 “ 取 ” 了 一 个 姓 : Sylvester. 所 以 是 我 们 这 位 数学 家 的 上 一 代 才 
以 西 尔 维 斯 特 为 姓 的 .一 一 中 译本 注 
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在 西 尔 维 斯 特 的 数学 成 就 中 , 我 只 想 提出 一 项 , 即 两 个 二 次 形式 的 初等 因子 理 
论 . 它 关系 到 怎样 把 一 个 已 给 的 代数 簇 最 简单 地 写 出 来 , 或 者 换 一 个 完全 相同 的 说 
法 , 就 是 要 找 出 一 个 齐 次 坐标 系 , 使 一 个 已 给 的 代数 徐 能 用 最 简单 的 方程 来 表示 . 
例如 对 于 一 个 三 阶 曲 面 , 西 尔 维 斯 特 发 现 了 一 个 以 他 命名 的 五 面体 . 这 个 五 面体 包 
含 了 5 个 平面 zy=z=t= 二 w==0， 而 由 方程 Zz 十 Y 十 ZZ 十 t 十 二 0 确定 . 在 这 个 
五 面体 中 , 三 阶 曲 面 的 方程 成 为 


ar + ht+css+dt i+ew=0. 


利用 此 式 , 这 个 曲面 的 许多 几何 性 质 都 可 以 轻而易举 地 做 出 来 . 

在 这 方面 , 我 还 要 提 一 件 事 : 年 老 的 斯 坦 纳 曾 经 突然 不 加 证 明 地 给 出 许多 结果 ， 
并 且 宣 布 这 些 都 是 他 的 发 现 . 上 述 结果 也 是 其 中 之 一 . 事实 上 , 施 雷 夫 里 已 经 使 得 
斯 坦 纳 可 以 见 到 这 些 结果 . ( 见 Graf 在 1806 年 编辑 的 二 人 的 来 往 信 件 .) 

现在 又 有 第 三 个 人 跟 上 了 凯 莱 和 西 尔 维 斯 特 , 此 人 则 是 另 一 个 性 格 完全 不 同 的 
人 物 , 他 就 是 爱尔兰 的 都 柏林 的 神学 家 萨 尔 蒙 . 他 几乎 终身 都 属 于 古老 的 令 人 起 敬 
的 新 教 的 爱尔兰 三 一 学 院 (Trinity College) "331, 哈密 顿 也 出 身 于 这 个 学 院 . 它 长 期 
以 来 一 直 是 比较 沉思 的 心智 活动 之 家 , 至 今 仍 是 爱尔兰 的 新 教 的 学 术 中 心 . 神学 、 
古典 文献 学 和 数学 三 门 学 问 一 直 携 手 同行 , 而 一 个 有 力 的 传统 (来 自 例 如 贝克 莱 主 
教 等 人 5 ) 给 这 三 门 学 问 以 固定 的 形式 ， 当 我 1899 年 访问 都 柏林 时 , 那里 的 人 们 
对 我 说 , “剑桥 是 如 此 地 有 雄心 大 志 ”, 恰到好处 地 说 明 , 现代 的 科学 趋势 在 那里 占 
了 优势 . 1892 年 学 院 300 周年 纪念 是 这 个 学 院 展 示 其 全 部 对 严 和 文化 的 机 会 , 当时 
格 丁 根 参加 了 这 个 庆典 , 发 出 了 我 们 已 故 的 同事 雷 欧 用 动人 的 拉丁 文 对 仗 诗句 号 的 
颂 词 .当时 我 请 求 在 估计 学 院 的 功绩 时 , 给 数学 以 适当 的 地 位 , 雷 欧 回答 说 :“ 由 加 
索 斯 25 也 会 跨 过 这 个 栅栏 , ”于 是 在 他 的 颁 词 的 定稿 里 就 有 这 样 一 句 : 哈密 顿 发 出 
了 数学 的 光芒 ! (大 意 ) 

萨 尔 蒙 就 生长 在 这 样 的 气氛 中 . 他 于 1819 年 出 生 于 都 柏林 , 就 读 于 三 一 学 院 ， 
而 且 1840 年 以 后 就 在 这 里 任教 ，1860 年 以 后 , 他 对 神学 的 兴趣 越 来 越 进 到 前 列 ， 

23] 请 勿 与 剑桥 大 学 的 三 一 学 院 相 混淆 . 这 两 个 三 一 学 院 各 出 了 一 大 批 思想 家 和 科学 家 .一 一 中 

到 . 贝克 莱 (George Berkeley, 1685 一 1753) 贝克 菜 (Berkeley) 正确 的 读音 应 为 "ba:kli ( 巴 
克 菜 ), 是 著名 的 主观 唯心 论 哲 学 家 . 他 于 1734 年 被 任命 为 爱尔兰 克 罗 因 (Cioyne) 地 方 的 主教 
(Bishop), 但 许多 人 说 顺 了 口 就 称 他 为 “贝克 莱 大 主教 ", 这 是 错误 的 ， 因 为 作为 一 个 教 职 , 大 主 
教 是 Archbishop, 而 贝克 莱 只 担任 了 主教 (Bishop) . 虽然 他 是 克 罗 因 地 方 的 主教 , 却 一 直 在 都 柏 
林 的 三 一 学 院 教 书 . 就 他 与 数学 的 关系 而 言 , 数学 界 的 人 们 更 多 地 是 因为 他 的 一 本 书 《 分 析 学 家 ， 
致 一 位 不 信和 神 的 数学 家 的 信 》(The Analyst, A Discourse Addressed to om Infidel Mathematician, 


1734) 而 知道 他 . 这 本 书 虽 然 是 站 在 为 宗教 辩护 的 立场 上 , 却 尖锐 地 , 一针见血 地 指出 了 当时 的 微 
积分 学 的 基础 中 存在 的 问题 . 这 里 说 的 “一 位 不 信 神 的 数学 家 ”, 一 般 认 为 是 指 哈雷 .一 一 中 译本 


i 二 
25 Pegasus, 希腊 神话 中 的 飞 马 一 一 中 译本 注 
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所 以 1866 年 又 成 了 神学 教授 . 1888 年 他 又 当 上 了 都 柏林 三 一 学 院 的 助理 副 校长 
(provost), 以 后 一 直 与 学 院 保持 最 密切 的 联系 , 直到 1904 年 去 世 ， 

艾 尔 蒙 生性 温和 , 但 是 在 行政 事务 上 又 保守 到 顽固 的 地 步 . 当 我 1899 年 去 访 
问 他 时 , 他 在 一 处 避暑 胜地 过 着 舒适 而 平静 的 生活 . 他 不 和 我 谈 数学 , 而 是 以 一 种 
最 使 人 愉快 的 方式 让 我 分 享 种 种 无 害 的 、 在 每 个 省 城 里 都 有 的 趣闻 逸事 

凯 莱 、 西 尔 维 斯 特 和 萨 尔 蒙 这 三 个 人 都 享有 了 少见 的 长 寿 , 但 他 们 在 我 们 所 知 
道 的 通常 的 学 术 生 涯 之 外 的 生活 方式 是 完全 不 同 的 . 

作为 萨 尔 蒙特 有 的 成 就 , 我 愿 在 此 举 出 他 写 的 著名 的 教科 书 , 通过 它们 , 陕 尔 
蒙 为 射影 几何 学 的 现代 分 析 处 理 和 不 变 式 理 论 找到 了 最 广大 的 听众 ， 这 些 教科 书 
就 是 ; 

1848: 《圆锥 截 线 》(Conic Sections) . 

1852: 《高 等 平面 曲线 》 (Higher Plane Curves) . 

1859: 《现代 高 等 代数 》(Modern Higher Algebra) . 

1862: 《三 维 解 析 几 何 》 (Analytic Geometry in Three Dimensions) ， 


这 些 书 都 出 了 许多 版 , 有 种 种 译本 和 编译 本 ( 德 文本 编译 者 是 菲 德 勒 ), 在 很 长 
的 时 间 里 , 它们 颇 为 流行 , 而 这 是 很 公正 的 . 它们 并 不 是 系统 的 陈述 和 严格 的 展开 ， 
而 宁可 说 是 对 于 代数 几何 的 许多 美丽 结果 的 平静 而 流畅 的 、 轻 松 的 、 交 谈 式 的 谈 
话 , 总 是 把 最 新 的 结果 收入 新 版 ; 原 书 松散 的 形式 使 得 这 样 做 仍 可 以 不 扰乱 整个 结 
构 . 读 这 些 书 犹如 在 和 森林、 田野 和 花园 里 瘟 步 , 导游 时 而 指点 这 个 美景 , 时 而 告诉 
您 那个 奇异 的 现象 , 而 不 去 费劲 把 每 一 件 东西 都 归结 为 一 个 僵硬 的 、 没 有 漏洞 的 完 
成 了 的 作品 一 一 这 种 趋势 在 非 德 勒 的 编译 本 里 很 快 就 可 以 感受 到 一 -这 些 书 也 不 
按照 合理 的 农艺 学 的 原理 , 深 挖 出 最 有 利 可 图 的 植物 , 并 且 把 它们 种 到 事先 准备 好 
了 的 土地 上 . 我 们 都 是 在 这 样 的 花园 里 长 大 的 ; 我 们 在 这 里 获得 了 基本 的 知识 , 以 
后 再 在 此 基础 上 去 建筑 . 

现在 我 愿 举 一 些 例子 , 简短 地 描绘 这 些 人 把 我 们 的 理论 带 到 了 什么 状况 . 

在 比较 抽象 的 数学 方面 , 有 一 个 问题 , 就 是 如 何 求 出 一 个 给 定 的 形式 的 完全 不 
变 式 组 ; 也 就 是 求 出 尽 可 能 少 , 尽 可 能 简单 的 不 变 式 与 协 变 式 , 而 使 得 所 有 其 他 不 
变 式 与 协 变 式 都 可 以 写成 它们 的 多 项 式 , 艾 森 斯 坦 已 经 知道 了 二 元 三 次 形式 


f = az 十 3bz37za 十 3czlz2 十 dz3 


最 简单 的 协 变 式 是 二 次 多 项 式 : 
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而 最 简单 的 不 变 式 则 是 
3b2c2 十 6abcd — 4b3d — 4ac3 — a?d’, 


它 是 二 次 形式 H 的 行列 式 ; 它 也 是 形式 f 的 判别 式 , 通常 记 为 A. 然后 则 有 f 和 
FH 的 函数 行列 式 , 记 为 Q, 它 也 是 一 个 三 次 式 . 凯 莱 证 明了 , f, 矿 , A, @ 就 是 一 个 
完全 的 不 变 式 组 . 这 以 后 就 开始 了 对 于 其 他 形式 求 完全 不 变 式 组 的 工作 . 

在 二 元 四 次 形式 


azZ4 十 452372 + 6cz1z2 十 4dz172 十 ex2 


的 情况 下 ， 遍 莱 发 现 了 ， 除了 量 ft, Ha) 和 f 4); Hia) 的 函数 行列 式 QW (6) 以 外 ， 还 
有 两 个 不 变 式 . 它们 后 来 用 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 记号 就 写作 


ga = Qe — 4bd 十 3c2， 
a b cec 
03 一 |b ce dl. 


CQ e 


另 一 方面 , 在 现在 的 情况 下 , 又 有 A = 9 一 2793, 所 以 A 现在 不 再 属于 完全 的 不 
变 式 组 . 这 个 情况 的 不 变性 的 证 明 , 在 计算 上 的 要 求 超出 了 通常 行列 式 的 可 能 , 所 
以 需要 引入 符号 式 的 记号 , 用 它们 来 发 展 一 个 计算 系统 , 而 这 个 系统 又 有 其 目 身 独 
立 的 意义 , 可 以 用 于 掌握 更 高 次 形式 提出 的 问题 , 这 些 问 题 很 快 就 变 得 无 比 地 复杂 . 
这 一 发 展 后 来 由 凯 莱 、 阿 隆 霍 德 和 克 莱 布 什 实现 了 , 这 标志 了 下 一 个 时 期 极为 广泛 
的 文献 . 


在 结束 这 一 部 分 时 , 我 愿 给 出 哲学 科学 家 所 处 理 的 所 谓 等 式 问题 的 代数 几何 便 
面 的 几 个 例子 . 


1. 我 们 已 经 说 过 平面 曲线 Cs 的 9 个 扭转 点 问题 是 普 昌 元 发 
现 的 . 海 赛 也 研究 过 它 , 而 最 终 是 由 阿 隆 霍 德 完成 的 . 普 吕 元 注意 
到 , 这 9 个 扭转 点 是 三 个 一 组 地 分 布 在 12 条 直线 上 . 海 赛 则 发 现 
了 这 12 条 直线 可 以 排 成 4 个 三 角形 , 而 每 一 个 三 角形 的 边 上 都 包 
含 了 全 部 9 个 扭转 点 ( 见 图 14). 所 以 线束 f+ 和 AH = 0 中 包含 了 4 
个 赔 化 为 直线 的 Ca. 所 以 , 从 这 个 以 12 扭转 线 为 解 的 12 次 方程 必定 可 以 做 出 具 
有 不 变 系 数 的 四 次 方程 . 海 赛 想 要 求 出 的 这 个 四 次 方程 后 来 由 阿 隆 霍 德 显 式 地 给 
出 了 . 一 旦 解 出 了 这 个 四 次 方程 , 只 需 初等 运算 就 可 以 求 出 这 些 扭转 点 . 

类 似 的 研究 指出 , 对 于 平面 C4 的 28 条 二 重 切线 的 构 形 , 也 需要 作 类 似 的 研 
究 . 在 这 里 , 也 是 普 昌 克 开 了 头 , 但 是 前 面 已 经 说 过 , 普 如 克 最 后 还 是 搞 错 了 .这 个 


图 14 
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问题 是 由 斯 坦 纳 和 海 赛 同时 解决 的 ( 见 Crelle 杂志 , Bd. 49 (1853), 亦 见 克 菜 因 《 文 
集 3》2: 110 页 以 下 ). 

2. 在 同一 方向 上 , 高 次 曲面 现在 也 引起 了 兴趣 . 1849 年 , 陕 尔 蒙 和 凯 莱 发 现 
了 在 也 上 存在 27 条 直线 , 其 构 形 很 值得 注意 : 它们 的 每 一 条 都 被 其 他 10 条 相交 
(Cambridge and Dublin Journal Vol. 4). 它们 可 以 都 是 实 的 , 而 且 可 以 极为 直观 地 
表现 在 克 某 布什 1872 年 发 现 的 对 角 曲 面 上 ( 见 Mathematische Anmalen 4: 331 页 
以 下 , 或 克 莱 因 《文集 》2: 29 页 以 下 ) . 在 西 尔 维 斯 特 五 面体 中 , 它 有 一 个 简单 的 方 
程 

妈 3 十 鲍 寸 妈 十 好 十 让 一 0. 


此 外 , a 和 这 些 直 线 的 构 形 以 一 种 很 特殊 的 方式 与 一 个 平面 Ca 的 28 条 二 重 切线 
相关 . 这 件 事 是 由 Geiser 首先 发 现 的 ( 见 Mathematische Annalen, Bd. 1 (1868)), 这 
个 关系 就 是 : 若 将 请 从 其 上 一 点 O 投影 到 任意 平面 上 , 则 其 轮廓 将 成 为 一 个 平面 
C4, 它 有 28 条 二 重 切 线 , 分 别 由 以 下 的 经 过 O 的 平面 与 此 平面 相交 而 成 : 加 在 0 
点 的 切 平面 , 以 及 27 个 由 O 和 互 上 的 直线 所 张 的 平面 


3. 最 后 我 还 想 提 一 下 由 库 默 尔 (Ernst Eduard Kummer, 1810 一 1893, 德国 数学 
家 ) 在 1864 年 发 现 的 一 个 曲面 ( 见 Berliner Monatsberichte), 以 后 我 还 会 更 深入 地 
讲 到 它 . 这 是 一 个 阶 数 和 类 数 均 为 4 的 一 一 因而 是 自 反 的 一- 曲面. 它 有 16 个 二 
重点 , 而 且 6 个 一 组 地 共 16 次 落 在 此 曲面 的 二 重 切 平面 ( 即 沿 一 圆锥 截 线 与 该 曲 
面相 切 的 平面 ) 上 . 这 些 二 重 元 素 所 满足 的 16 次 方程 可 以 化 为 一 个 六 次 方程 和 几 
个 二 次 方程 . 这 件 事 是 奉 尔 当 (Marie Ennemond Camille Jordan, 1838 一 1922, 法 国 
数学 家 ) 在 1868 年 发 现 的 ( 见 Crelle 杂志 , Bd. 7), 而 我 则 用 几何 的 考虑 证 实 了 它 
( 见 G6tt. Nachr., 1869, Mathematische Annalen, Bd. 2 即 《 文 集 》1: 53 页 ), 这 是 我 
的 第 一 项 工作 , 我 由 它 顾 得 了 我 的 名 声 (就 是 我 1868 年 学 位 论文 的 继续 ). 


N 维 空间 和 广义 复数 


现在 我 要 简短 地 讨论 一 下 , 在 我 们 所 考虑 的 这 个 时 期 中 代数 几何 学 的 发 展 的 第 
三 个 本 质 的 特点 : 这 就 是 几何 概念 被 推广 到 ” 维 空 间 中 , 以 及 更 广义 的 复数 (不 只 
含有 实 部 虚 部 两 项 ) 的 使 用 . 

我 们 所 有 考虑 过 的 几何 学 一 一 射影 几何 学 、 仿 射 儿 何 学 和 度量 几何 学 一 一 只 
要 搞 清 楚 能 够 使 得 它 所 涉及 的 关系 不 变 的 变换 群 是 什么 , 就 可 以 刻画 出 来 ( 见 1872 
年 我 的 《 埃 尔 朗 根 纲 领 》(EBrlanger program】, 即 《文集 》1: 460 页 ) . 这 些 变换 是 : 


1， 对 于 射影 几何 学 , 它 就 是 最 一 般 的 线性 分 式 变换 之 群 ， 用 非 齐 次 坐标 来 表 
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示 , 线性 分 式 变换 就 是 : 
， az 十 By 十 7YZz 十 0 
CA 十 By 十 yz 十 OM 


, QZ 十 BT 二 TYz 十 0 
QZ 十 BA 十 Tt 十 8 


Qa’T+O y+y zt+o" 
一 Ox 十 By ee 十 BA 


2. 对 于 仿 射 几何 学 , 仍 是 以 上 的 变换 , 但 是 去 挥 分母: 


7’ 一 aZ 十 By 十 yz 十 6， 
Vy =aZ 二 DY 二 TYZz 十 0 ， 
Zz! 一 allz 十 BO 二 TY z+o. 


3. 对 于 度量 几何 学 , 则 在 上 述 变换 上 还 要 加 上 以 下 条 件 : 


a 0 7 
Ce/ B’ 了 
a’ BO" 了 


是 所 谓 正 交 行列 式 ; 从 这 个 条 件 , 可 以 导出 以 下 的 不 变性 关系 : 
dz + dy +dz? = dr’+dy 十 dz 


这 里 还 可 以 作 进 一 步 的 区 别 , 即 限制 这 些 正 交 变 换 的 行列 式 为 +1 或 者 也 把 行列 式 
为 -1 的 正 交 变换 也 包括 到 这 里 的 群 内 . 


由 于 有 了 这 些 公式 ， 进一步 的 推广 似乎 是 显然 的 了 : 即 把 3 个 变 元 z， YZ 代 之 
以 任意 多 nn 个 变 元 , 从 而 相应 地 研究 n 维 空间 的 几何 学 . 这 个 想法 是 太 目 然 了 , 所 
以 , 如 果 希 望 真 有 进展 , 就 必须 对 于 这 个 推广 了 的 领域 有 更 透彻 的 兴趣 , 而 且 精 确 
地 构建 起 所 需要 的 理论 才 行 . 

对 于 我 们 这 一 代 人 的 思维 方式 , 这 个 进展 是 如 此 自然 一 一 现在 看 来 , 如 果 只 是 
满足 于 推广 到 变量 个 数 ”为 有 限 的 情况 , 似乎 是 太 谦虚 了 一 一 所 以 我 想 比 较 详细 
地 谈 一 谈 , 当 这 个 思想 初出 现时 , 在 很 长 一 段 时 间 里 所 遇 到 的 困难 ,和 那些 看 着 有 
子 的 反对 意见 . 

这 里 又 要 怪 那 些 哲 学 家 造成 了 进展 的 困难 , 他 们 对 数学 理论 的 内 在 的 意义 和 它 
的 真正 力量 的 所 在 , 缺少 了 解 , 而 数学 理论 并 不 是 一 开始 就 触及 一 时 的 实际 应 用 的 . 
似乎 数学 的 每 一 个 真正 的 进展 都 有 这 样 的 奇怪 的 命运 : 它 首 先 要 颠覆 已 经 建立 起 
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来 的 正统 . 而 进展 的 真正 的 秘密 正在 于 那 种 朴素 的 创新 性 中 , 创新 始 于 对 茶 个 主题 
引起 了 纯粹 的 欢 恰 , 人 的 精神 驱使 它 到 哪里 , 它 就 创造 出 什么 . 

但 是 除了 哲学 家 的 拒绝 一 一 一 种 可 以 想得到 的 反对 意见 是 : n 维 空间 就 是 胡说 
八道 一 一 我 们 还 从 恰好 相反 的 方向 遇 到 令 人 吃惊 的 困难 . 因为 还 出 现 了 一 些 对 于 哲 
学 热心 的 人 , 硬是 要 从 数学 的 存在 性 (Ezistenz) 和 数学 理论 的 丰富 成 果 , 推论 出 有 
某 个 实在 的 四 维 空间 的 现实 的 存在 性 (Dasein), 假设 这 个 四 维 空间 存在 于 大 自然 之 
中 , 而 且 可 以 用 实验 去 证 明 . 

在 这 方面 , 我 必须 谈 到 莱比锡 的 天 体 物 理学 家 和 哲学 家 措 尔 纳 (Johann Karl 
Friedrich Z5llner, 1834 一 1882). 措 尔 纳 出 生 于 1834 年 , 在 自然 科学 中 , 因 许 多 有 价值 
的 探索 和 建议 而 知名 , 特别 是 他 1878--1881 年 写 的 《科学 论文 集 》 ( Wissenschaftlis- 
che Abhandlungen). 他 有 不 少 关 于 物质 的 电动 力学 的 物理 思想 今 天 又 复活 了 : 极 小 
的 粒子 的 连续 发 射 , 引力 作为 不 可 补偿 的 电 吸 引力 等 等 都 是 . 实验 物理 也 有 许多 
有 价值 的 进展 要 归功 于 他 : 他 第 一 个 用 辐射 计 (radiometer) 作 定 量 的 测量 , 他 观测 
到 日 表 (solar protuberance) 等 等 ， 措 尔 纳 对 于 自然 科学 的 才能 是 无 可 置疑 的 ; 但 
对 此 还 要 加 上 他 自己 深 为 得 意 的 神秘 主义 和 玄 想 , 这 一 些 , 出 现在 他 这 样 一 个 强 有 
力 的 人 格 号 上 , 就 注定 了 他 的 厄运 . 他 甚至 还 热情 地 认为 自己 是 站 在 受到 传统 和 时 
尚 的 压制 和 威胁 的 目 由 思想 一 边 , 越 来 越 沉 请 于 幻想 , 越 来 越 被 专横 和 偏见 所 激怒 ， 
这 样 , 他 就 陷入 唯 灵 论 的 泥沼 里 去 了 , 睹 不 令 人 惊奇 , 他 在 那里 被 人 肆 无 已 恒 地利 
用 了 了. 


可 能 看 起 来 奇怪 的 是 : 正 是 我 推动 了 措 尔 纳 决定 性 地 转向 唯 灵 论 一 一 当然 我 
丝毫 也 没有 想到 其 后 果 . 那 是 在 1870 年 年 中 ， 著名 的 美国 唯 灵 论 者 斯 雷 德 (Henry 
Slade, 1835 一 1905), 一 个 极 有 本 事 的 神 媒 一 一 多 年 后 也 被 揭穿 了 一 一 举行 他 的 有 名 
的 降 灵 大 会 (séance), 引起 了 极 大 的 关注 .在 此 前 不 久 , 我 曾 颇 不 经 意 地 对 措 尔 纳 
谈 到 过 我 的 一 个 关于 有 结 的 封闭 曲线 的 结果 (发 表 在 《数学 年 刊 》 第 9 卷 上 , 亦 即 
《文集 》2: 63 页 ), 这 只 是 一 次 纯粹 科学 的 谈话 . 这 个 结果 就 是 : 只 有 当 限 制 在 三 维 
空间 中 运动 时 , 结 的 出 现 才 可 以 认为 是 封闭 曲线 的 一 个 本 质 的 现象 ( 即 在 变形 下 不 
变 ); 而 在 四 维 空间 里 , 封闭 曲线 上 打 的 结 可 以 通过 变形 来 解 开 ， 所 以 , 只 要 我 们 的 
思考 越 出 了 通常 的 空间 , 打 结 就 不 再 是 一 个 拓扑 (analysis situs) 性 质 . 

措 尔 纳 对 这 个 说 明 表 现 出 了 我 无 法 理解 的 热情 . 他 以 为 , 现在 他 有 了 一 个 以 实 
验证 明 “第 四 维 的 存在 ”的 手段 了 , 并 且 建 议 斯 雷 德 试 着 去 解 开 一 条 闭合 的 绳子 上 
的 结 . 斯 雷 德 如 他 通常 的 习惯 那样 回答 说 “让 我 试 一 试 ", 就 这 样 接受 了 这 个 建议 . 
不 久 以 后 他 就 作出 了 这 个 实验 , 使 措 尔 纳 大 为 满意 . 可 以 在 此 提 一 下 , 这 个 实验 用 
的 是 一 根 用 胶 或 者 蜡 来 封口 的 绳子 : 措 尔 纳 要 用 他 的 两 个 大 拇指 担 住 胶 或 者 旦 的 
封口 , 而 斯 电 德 再 把 自己 的 手 放 在 上 面 . 措 尔 纳 由 此 实验 得 出 结论, 说 存在 一 个 “ 媒 
介 者 ”与 第 四 维 空间 有 密切 关系 , 而 且 有 把 我 们 的 物质 世界 的 东西 在 这 个 第 四 个 维 
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数 里 移 来 移 去 的 本 事 ， 所 以 -在 我 们 的 感觉 中 一 一 这 些 东西 一 下 子 不 见 了 ， 一 下 
子 又 重新 出 现 了 . 

这 样 就 出 现 了 一 种 非常 普遍 的 神秘 活动 ， 它 与 催眠 术 、 暗示 、 各 种 牙 教 和 通俗 
的 自然 哲学 等 等 合 在 一 起 , 很 快 就 统治 了 许多 人 的 思想 这 种 统治 延续 了 很 长 时 间 ， 
直到 今天 , 在 各 种 杂 要 、 电 影 和 魔术 表演 还 有 各 种 通俗 讲演 一 一 里 , 无 不 可 以 
找到 它 的 踪迹 . 

由 这 些 事情 和 各 种 反对 意见 造成 的 兴奋 , 加 速 了 措 尔 纳 的 终结 . 他 被 狂热 的 活 
动 俘虏 了 . 1882 年 , 还 不 满 50 岁 , 就 在 工作 中 中 风 而 谍 ， 

尽管 有 这 些 误 解 、 争 辩 和 烦恼 , ” 维 空间 最 终 在 科学 思想 的 领域 中 站 住 了 脚 , 而 
使 我 们 数学 家 感到 满意 的 是 , 在 理论 物理 学 中 也 站 住 了 脚 . 在 力学 中 , n 维 空间 作为 
.不 受 欢迎 的 资源 被 接纳 了 (例如 可 以 用 它 来 数学 地 处 理 月 由 度 为 n 的 刚体 系统 ). 
在 气体 运动 论 中 , 需要 处 理 6N 维 空间 , 这 里 入 是 1 殉 : 摩尔 (gram-mole) 气体 所 
含 的 分 子 数 : 对 每 一 个 分 子 需 要 6 个 坐标 来 决定 其 位 置 和 速度 . 因为 N = 6.10”， 
所 以 我 们 处 理 的 是 36 . 1023 维 空间 . 这 个 思想 的 提示 的 力量 ， 和 问题 在 此 基础 上 能 
够 得 到 的 简化 , 是 每 个 做 过 这 方面 工作 的 人 都 不 会 否认 的 . 

但 是 四 维 空间 在 力学 中 找到 了 最 富有 成 果 的 解释 : 除了 3 个 空间 坐标 z,y 2， 
还 要 加 上 第 4 个 “ 维 数 ”来 表示 时 间 变 量 4 而 这 个 维 数 在 任意 力学 问题 中 都 会 出 
现 . 这 个 思想 是 拉 格 朗 日 引入 的 , 但 是 他 并 没有 深入 下 去 ， 而 在 今天 的 物理 学 , 在 所 
谓 相 对 论 中 , 其 意义 是 人 们 十 分 熟悉 的 了 . 

高 维 空 间 理论 的 历史 发 展 是 从 拉 格 朗 日 开始 的 . 柯 西 等 人 扩展 了 其 纯粹 形式 
的 应 用 . 1844 年 凯 莱 在 《剑桥 数学 杂志 》(Cambridge Mathematical Journal) 的 第 4 
卷 ( 见 凯 莱 《 全 集 》1: 55 页 以 下 ) 就 写 过 ‘mn 维 解析 几何 的 章节 ”, 当时 他 还 只 有 22 
岁 . 但 是 把 这 个 理论 作为 一 个 独立 的 数学 学 科 , 并 对 它 给 出 了 非常 独特 的 、 前 后 连 
贯 的 陈述 的 是 格拉 斯 曼 (Hermann Giinther Grassmann,， 1809 一 1977, 德国 数学 家 )， 
斯 特 丁 (Stettin) 的 Gymnasium 的 教师 .2a 他 在 1844 年 写 了 一 本 书 《 延 伸 理 论 》 
(Ausdehnungslehre). 关于 此 书 我 们 下 面 还 会 详细 介绍 ， 而 现在 我 们 必须 提 到 两 位 
作者 , 他 们 各 以 不 同形 式 走 到 同一 的 思想 , 而 且 都 非 党 本 质地 对 于 下 面 的 情况 做 出 
了 贡献 , 那 就 是 , 到 了 1870 年 左右 , n 维 空间 Rn 已 经 成 了 进步 的 年 轻 一 代 的 共同 
财富 . 

第 一 个 需要 提 到 的 是 普 虽 克 . 他 在 《空间 解析 几何 的 系统 》(System der ana- 
lytischen Geometrie des liaumes, 1846) 一 书 中 ， 特别 是 在 其 著名 的 第 158 市 (322 页 
以 下 ) 中 , 从 一 个 全 新 的 角度 触及 四 维 空间 问题 , 即 以 直线 为 空间 几何 的 元 素 . 一 条 


(29) 斯 特 丁 是 德国 波 美 天 尼 亚 (Pomerania) 地 区 的 城市 , 二 次 大 战 后 划 归 波兰 ， 而 且 改 用 了 它 在 
波兰 语 中 的 名 字 “和 什 切 青 ”(Szczecin). 中 译本 注 
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直线 是 由 两 个 线性 方程 来 表示 的 , 即 


Z 一 72 十] 
2 一 3SZ 十 0G. 


所 以 是 用 了 4 个 参数 +,p,s,o. 所 以 , 若 以 直线 为 空间 的 基本 元 素 , 则 可 以 说 : 空间 
是 四 维 的 .而 普 吕 克 赋 予 n 维 空间 的 意义 也 就 是 : 用 含有 n 个 参数 的 元 素来 构建 
起 通常 空间 中 的 几何 学 , 然而 , 他 在 有 时 的 谈话 中 , 又 认为 这 样 捏 造 出 来 的 n 维 点 
空间 , 是 “ 太 形 而 上 学 ”了 , 因而 又 拒绝 了 这 个 概念 . 

于 是 , 在 这 个 基础 上 发 展 出 了 一 个 新 学 科 一 一 直线 几何 学 : 即 用 7,p,s,o 的 1 
个 、2 个 或 多 个 方程 所 确定 的 直线 之 集合 的 理论 . 普 昌 克 称 由 f(r,p, so) 给 出 的 簇 
为 线 从 (complez), 两 个 这 样 的 从 的 交集 为 线 汇 (congruence). 库 默 尔 在 1866 年 研 
究 的 “直线 射线 系 ”(geradlinige Strahlensysteme) 也 就 是 这 一 类 线 汇 . 详情 可 见 普 
昌 克 1869 一 1870 年 所 写 的 《基于 以 直线 作为 空间 的 元 素 的 新 空间 几何 学 》(Neve 
Geometrie des Raumes, gegriindet au die Betrachtung der Linie als Raumelement) 

第 二 个 必须 提 到 的 是 黎 曼 和 他 的 意义 深远 的 就 职 演说 (Habilitationsvortrag): 
“ 论 作 为 几何 基础 的 假设 ”(Uber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde 
liegen)， 这 个 演说 于 1854 年 6 月 10 日 在 格 丁 根 发 表 . (请 不 要 把 它 与 黎 曼 关于 三 
角 级 数 的 就 职 论 文 (Habilitationsschrift) 混淆 起 来 , 该 文 在 另 一 个 方向 上 同样 得 到 
了 突破 性 的 效果 .) 

黎 曼 在 这 里 和 在 许多 其 他 数学 领域 中 一 样 , 是 高 斯 提出 的 思想 的 真正 后 继 者 . 
高 斯 在 1827 年 写 的 《曲面 论 》( 见 高 斯 《全 集 》4: 217 页 以 下 ) 追求 曲面 上 所 谓 的 
“内 冀 几 何 学 ”. 他 从 张 长 元 素 


0s2 = Edp? + 2Fdpdg + Fdq’ 
开始 , 来 寻找 曲面 的 那些 不 随 曲 面 坐标 p,q 的 选择 而 改变 的 性 质 . 他 找到 了 以 关系 
式 5 1/ ds 二 0 来 定义 的 测 地 线 : 他 由 EE, 五 G 及 其 对 于 p,g 的 一 阶 和 二 阶 导数 构成 
的 一 个 不 变量 “曲率 ”( 见 高 斯 《全 集 》4:249 页 ), 等 等 . 


这 样 , 黎 曼 假设 了 有 一 个 空间 一 -但 是 为 了 避免 空间 二 字 引 起 反对 , 他 使 用 了 
‘mn 维 流 形 ” 一 词 , 其 中 绝 长 元 素 是 由 一 个 正定 二 次 形式 


ds* 一 2》, Qikpdridrr 


?天 一 


给 出 的 . 然后 , 歼 曼 就 来 寻求 那些 与 zj,z2,… ,zn 的 选择 无 关 的 性 质 . 这 里 , 他 特 
别 关 注 到 弧 长 的 法 式 为 


ds 一 dz 二 az 十 :十 dz 
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的 那些 流 形 , 并 且 用 系数 ix 所 应 满足 的 条 件 来 刻画 这 类 流 形 ; 他 同样 也 特别 关注 
到 绝 长 元 素 可 以 化 为 


ds* = =- (> 加 
1 十 (a/ 27 zt \il 

的 流 形 . 前 者 是 欧 几 里 得 空间 的 直接 推广 ; 后 者 则 包含 了 非 欧 几 里 得 空间 . 类 比 于 
Rs 中 的 初等 的 曲面 理论 , 黎 曼 称 前 一 种 流 形 为 “平坦 的 ”, 而 把 后 一 种 描述 为 “具有 
常 曲率 的 ” 流 形 . 虽然 这 种 类 比 非常 吸引 人 , 却 很 暧昧 不 清 . 因为 “平坦 的 ” 和 “ 具 
有 常 曲率 的 ”这 些 性 质 之 可 以 用 于 二 维 复 , 只 是 因为 它们 都 位 于 三 维 空间 内 ; 而 对 
于 黎 曼 流 形 R,, 就 谈 不 到 是 否 有 包含 空间 所 ,+41 的 问题 . 

当 黎 曼 早 逝 (1866 年 ) 后 , 戴 德 金 把 这 个 讲演 发 表 在 Gottinger Abhandlungen 
第 13 卷 上 (1868 年 ), 引起 了 极 大 的 注意 . 因为 在 这 里 , 黎 曙 不仅 开始 了 深刻 的 数 
学 研究 一 一 由 此 开创 了 一 门 新 的 数学 分 支 : 微分 形式 yaikdzidzk 的 性 质 和 分 类 理 
论 一 一 而 且 还 触及 我 们 关于 空间 的 直觉 的 内 蕴 的 成 分 , 以 及 他 的 思想 可 否 用 于 揭示 
自然 界 的 问题 

非常 值得 注意 的 是 , 最 新 的 自然 科学 也 擒 起 了 歼 曼 的 思想 . 爱 因 斯 坦 的 相对 论 
是 基于 这 样 一 个 ds? 的 : 它 在 最 简单 的 坐标 下 形 为 


dr’ + dy’* + dz* — dt*. 


这 也 是 黎 曼 研究 过 的 形式 之 一 , 区 别 在 于 , 这 个 形式 不 再 是 正定 的 . 


我 们 现在 转 到 格拉 斯 曼 , 对 于 他 , 我 们 要 比较 详细 地 谈 一 下 . 

由 于 莱比锡 科学 会 在 1894 一 1911 年 编辑 了 格拉 斯 曼 的 著作 集 , 共 3 卷 , 每 卷 两 
册 , 所 以 我 们 可 以 借 此 很 真实 地 介绍 他 的 人 格 和 工作 . 第 3 卷 中 有 恩格尔 (Friedrich 
Engel, 1861 一 1941, 德国 数学 家 , 克 莱 因 和 李 的 学 生 ) 写 得 很 彻底 的 传记 , 值得 一 读 . 
特别 是 由 于 这 篇 传记 没有 格拉 斯 曼 那 个 帮派 的 坏 习 惯 , 没有 把 一 切 荣 兆 都 归 之 于 他 
们 的 主子 , 所 以 更 可 一 读 . 

赫 尔 曼 . 格拉 斯 曼 于 1809 年 生 于 斯 特 丁 . 他 来 自 一 个 古老 的 新 教 牧师 家 庭 , 家 
风 历 来 注重 科学 和 艺术 . 这 样 的 家 庭 背 景 对 于 格拉 斯 曼 有 重大 意义 . 在 它 的 长 期 项 
陶 下 , 他 的 平静 而 和 组 的 天 性 , 就 沿 着 自己 的 路 径 , 按 自己 的 规律 发 展 . 格拉 斯 曼 的 
生涯 很 典型 地 始 自 对 神学 和 语言 学 的 研究 . 1827 一 1830 年 间 , 他 在 柏林 从 事 的 就 是 
这 些 方面 的 学 习 , 虽然 部 分 地 受到 施 莱 尔 马 赫 (Friedrich Daniel Ernst Schleierma- 
cher, 1768 一 1834, 德国 神学 家 和 哲学 家 , 人 称 现代 新 教 神 学 之 父 ) 的 影响 , 但 主要 是 
靠 自 学 . 格拉 斯 曼 从 来 没有 听 过 数学 课 , 但 是 在 1832 年 左右 却 开始 读 起 数学 来 了 . 
直到 1839 一 1840 年 才 通 过 一 次 附加 的 考试 ( 写 了 一 篇 关于 退潮 和 水 流 的 论文 ) 获 
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得 了 人 允许 教授 数学 的 职位 . 自 1836 年 起 他 就 在 斯 特 丁 教 数学 (这 以 前 还 在 相 林 教 
过 数学 ). 1842 年 受聘 到 斯 特 丁 的 Gymnasium, 他 在 这 个 岗位 上 工作 直到 1877 年 
去 世 . 


尽管 格拉 斯 曼 的 工作 如 此 有 具有 独创 性 和 如 此 重要 , 他 却 从 未 担任 过 大 学 教师 . 
说 真 的 , 由 于 他 的 特殊 的 发 展 道路 , 他 在 自己 数学 生涯 的 大 部 分 时 间 里 没有 得 到 公 
正 的 承认 . 可 以 理解 , 格拉 斯 曼 常 因 命运 对 自己 的 不 公 而 悲叹 2 ; 但 是 这 对 他 也 有 
好 处 , 这 一 点 在 他 的 工作 和 人 格 上 都 有 表现 .我 们 这 些 学 者 生活 在 激烈 的 芝 争 中 ， 
好 像 树林 里 的 树 , 一 定 要 又 细 又 长 , 只 是 为 了 要 高 出 别 的 树 , 才能 获得 自己 那 一 份 
阳光 和 空气 , 才能 生存 . 但 是 如 格拉 斯 曼 这 样 孤 独子 立 的 人 , 却 可 以 向 各 个 方面 生 
长 , 和 谐 地 发 展 , 尽 其 天 性 , 完成 自己 的 工作 . 但 是 多 才 多 艺 如 格拉 斯 曼 , 也 难免 浅 
尝 辐 止 ; 很 清楚 , 这 一 点 损害 了 格拉 斯 曼 晚年 的 工作 . 

要 想 列举 格拉 斯 曼 曾 经 涉足 而 且 有 所 建树 的 领域 , 是 太 困难 了 .他 不 仅 是 一 
个 对 哲学 有 很 强 兴趣 的 最 独创 的 数学 家 , 也 是 一 个 物理 学 家 (实验 物理 和 理论 物理 
两 方面 ), 在 电流 理论 、 色 彩 理论 和 元 音 理论 等 各 方面 都 做 了 极 出 色 的 工作 ; 在 最 
后 这 个 方面 , 他 的 工作 与 亥 姆 霍 兹 的 工作 是 平行 的 , 而 且 得 到 了 交 姆 瞧 兹 极 大 的 苯 
重 一 一 格拉 斯 曼 对 音乐 有 特别 精微 的 听力 ， 他 对 艺术 和 音乐 一 般 地 说 有 很 大 的 爱 
好 和 特殊 的 品味 . 除 此 而 外 , 还 有 他 对 于 语言 学 的 倾心 . 他 特别 有 兴趣 于 语言 的 比 
较 , 对 于 比较 语言 学 做 了 许多 有 用 的 工作 : 其 中 包括 关于 梨 俱 员 陀 的 一 本 字典 , 一 
本 德国 民歌 集 和 德 文 植物 名 称 的 研究 . 除了 这 些 , 格拉 斯 曼 还 有 大 量 时 间 积 极 参 与 
当时 的 公众 生活 . 政治 、 社 会 和 宗教 问题 都 使 他 大 为 感动 . 有 好 几 年 他 是 一 家 报纸 
的 编辑 ; 他 是 共 谤 会 会 员 , 而 且 是 他 那个 基层 组 织 的 头 ; 他 对 于 在 中 国 传教 有 特别 
积极 的 兴趣 Pa . 


(27 他 在 目 己 的 名 落 人 《延伸 理论 第 2 版 (出 版 时 间距 第 一 版 已 有 17 年 ) 的 序言 里 写 了 下 面 一 
段 感人 的 话 , 而 历史 终于 证 明 格 拉 斯 曼 是 正确 的 . 下 面 是 这 段 话 的 译文 ; “我 仍然 完全 确信 ， 我 花 
在 这 本 书 上 的 劳力 , 占据 了 我 的 一 生 的 很 大 一 部 分 , 消耗 了 我 极为 艰辛 的 努力 , 这 不 会 是 白费 的 . 
我 确实 知道 , 我 所 贡献 给 科学 的 东西 , 形式 尚 不 完全 , 也 不 可 能 完全 . 但 是 我 知道 ,而且 感到 有 必 
要 申明 (虽然 这 有 过 二 傲慢 的 危险 ), 即 令 这 本 书 再 等 十 七 年 甚至 更 长 时 间 , 不 为 人 们 所 用 , 未 曾 
进入 科学 的 实际 发 展 , 然而 这 样 的 时 刻 终 会 到 来 : 那 时 它 会 脱离 尘封 , 那些 沉睡 的 思想 也 会 结 出 
果实 . 我 知道 , 如 果 我 仍然 未 能 在 我 身边 聚集 起 一 群 学 者 (直到 现在 我 在 这 方面 只 是 徒劳 ), 与 他 
们 共享 这 些 思 想 的 成 果 ， 激励 他 们 把 这 些 思想 进一步 发 展 与 丰富 起 来 , 然而 这 样 的 时 刻 终 会 到 来 ， 
那 时 , 这 些 思想 , 说 不 定 会 以 新 的 形式 重新 出 现 , 进入 与 当代 的 发 展 的 互相 交流 之 中 . 因为 真理 
是 永恒 神圣 的 , 它 的 任何 一 个 阶段 都 不 会 不 留 踪迹 ; 哪怕 我 们 这 些 生 人 所 穿 的 衣服 已 经 化 为 尘土 ， 
真理 仍然 是 永存 的 .* 一 中 译本 注 

[28] 共 济 会 (freemasonry) 是 16 一 17 世纪 在 欧洲 很 多 地 方 都 存在 的 一 个 兄弟 会 性 质 的 组 织 , 有 原 
始 基督 教 色 彩 , 至 今 在 许多 国家 , 它 还 存在 . 它 的 基层 组 织 叫做 lodge, 头头 叫 Master. 格拉 斯 曼 
就 是 一 个 lodge 的 Master. 大 家 知道 从 15 世纪 起 就 有 许多 天 主教 士 来 中 国 传教 , 利 玛 罕 是 其 著 
名 的 代表 . 这 批 传 教士 多 是 耶稣 会 士 . 到 了 格拉 斯 曼 的 19 世纪 , 新 教 (路 德 教会 ) 也 大 量 派 人 到 
中 国 传教 . 格拉 斯 曼 虽 然 没 有 来 过 中 国 , 但 对 此 特别 积极 .一 一 中 译本 注 
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活动 的 方面 过 于 多 样 , 所 以 至 少 在 一 个 方面 格拉 斯 曼 并 不 成 功 也 就 不 足 为 奇 
了 : 他 是 一 个 糟糕 的 教师 . 尽管 他 对 自己 的 职业 有 着 他 所 特有 的 责任 心 , 但 是 他 的 
仁慈 , 谦逊 和 一 贯 友善 的 天 性 , 并 不 适宜 于 让 学 生 尊 重 他 . 只 要 能 使 少数 学 生 对 他 
教 的 课程 有 兴趣 , 哪怕 多 数学 生 完 全 不 懂 , 爱 怎 么 玩 就 怎么 玩 , 有 时 全 然 不 顾 老 师 ， 
格拉 斯 曼 也 就 满足 了 一 一 精 于 教学 和 科学 上 的 重要 性 和 多 产 性 未 必 能 够 得 兼 , 这 正 

我 们 现在 转 到 格拉 斯 曼 在 数学 上 的 成 就 . 这 表现 为 他 的 巨著 《 延伸 理论 》(Aus- 
dehnungslehre). 第 一 版 只 涉及 仿 射 几何 学 , 出 版 于 1844 年 ; 第 二 版 (1861 年 ) 包含 
的 是 同样 的 理论 , 但 是 讲法 完全 不 同 , 而 旦 也 包含 了 度量 几何 学 . 两 本 书 都 极为 难 
读 ; 说 真 的 , 几乎 无 法 卒 读 . 第 一 版 是 从 最 一 般 的 哲学 概念 开始 推演 , 完全 没有 公式 
第 二 版 倒是 使 用 了 ” 个 坐标 , 但 是 也 使 用 了 许多 新 名 词 和 新 算法 , 其 陈述 是 彻底 严 
格 、 系 统 和 欧 几 里 得 式 的 .2 为 了 给 出 其 内 容 的 一 个 图 景 , 我 试图 用 我 们 的 语言 

本 书 研究 对 象 是 nn 个 变 元 z1,7z2,:… ,zn ( 非 齐 次 的 ) 的 连续 统 , 即 一 个 R。.《 延 
伸 理 论 》 的 第 一 版 是 从 仿 射 几何 学 的 角度 来 考虑 这 个 RR, 的 ; 所 以 格拉 斯 受 称 它 为 
“线性 ”(lineale) 的 延伸 理论 . 第 二 版 中 则 加 进 了 量 


好 十 划 十 … 十 2， 


所 以 也 就 带 进 了 度量 的 考虑 . 目的 是 把 通常 的 欧 几 里 得 几何 学 推广 到 Rn. 首先 注 
意 到 的 是 线性 艇 : 点 , 直线 , 平面 ……: , 或 者 因为 这 些 名 词 不 能 用 于 记 ,, 就 说 是 
和 s0,51 ,sn 而 因为 有 对 偶 法 则 , 也 可 以 倒 过 来 排列 成 sw, sm-1，…… ,s0. 

今 我们 得 到 的 还 只 是 斯 坦 纳 的 基本 簇 , 或 称 基本 构造 (Gebilde), 只 不 过 是 
推广 到 了 RR 上 . 但 是 现在 , 格拉 斯 曼 走 出 了 重要 的 一 步 . 对 于 这 些 构造 , 格拉 斯 曼 
还 附加 上 了 “内 容 ”(Inhalt) 的 概念 , 而 且 把 无 界 构造 与 从 它 上 面 切 下 来 的 “ 片 、 段 、 
块 ”(Stiicke) 区 别 开 来 , 并 把 它们 作为 特殊 的 对 象 加 以 处 理 . 这 样 , 格拉 斯 曼 就 会 讲 
到 “直线 段 ”(Strecken)、“ 平 面 量 ”(Plangr6ssen)、 空 间 块 等 等 . (请 参看 我 写 的 《 高 
观点 下 的 初等 数学 .第 2 卷 .几何 》(Blementarmathematik vom hoheren Standpunkt 
aus,，Bd. 2，Geometrie)s , 现在 我 要 列举 格拉 斯 曼 的 基本 构造 , 并 与 斯 坦 纳 的 基本 
构造 做 一 个 比较 , 根据 的 是 格拉 斯 曼 本 人 在 Grunert 的 4rchive (Bd，6,1845, 即 格 
拉 斯 曼 《 全 集 》(Werke) 1 1: 197-312 页 ) 上 的 报告 . 我 们 将 看 到 , 按 格拉 斯 曼 本 
91 现在 把 两 版 的 书 的 全 名 录 下 . 第 一 版 全 名 是 《 线性 延伸 理论 , 一 个 新 数学 分 支 》(Die lineale 
Ausdehnungslehre，ein neure Zweig der Mathematik). 德 文中 的 lineale 就 是 英文 的 linear, 书 名 叫 
做 “线性 延伸 ”自然 是 指 它 只 涉及 仿 射 几何 学 . 此 书 出 版 以 后 , 大 家 都 不 懂 , 默 比 乌 斯 甚至 拒绝 为 
之 写 评 论 . 于 是 , 经 过 17 年 苦 苦 加 工 , 改写 为 第 二 版 , 书 名 也 改 成 了 《延伸 理论 : 完全 的 和 严格 的 


改写 本 少 (Die Ausdehnungslehre: Vollstandig und in strenger Form bearbeteit). 中 译本 注 
9 请 看 中 译本 3-46 页 , 即 第 10 一 12 章 . 一 一 中 译本 注 
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”人 的 说 法 , 有 七 个 (或 六 个 ) 基本 构造 (Grundgebilde), 而 斯 坦 纳 的 则 只 有 四 个 ,， 即 : 
点 , 直线 , 平面 , 空间 . 在 列举 它们 时 , 格拉 斯 曼 严格 而 系统 地 使 用 了 行列 式 及 其 矩 
阵 , 虽然 形式 与 我 现在 讲 的 我 们 所 熟悉 的 不 义 相 同 . 

他 的 第 一 个 重要 步骤 是 对 每 一 个 点 赋予 一 个 “权重 ”(Gewicht) m [下 文 常 称 
为 “质量 "一 一 中 译本 注 ] 点 很 明显 是 与 默 比 乌 斯 相同 的 , 他 们 二 人 还 有 更 
多 的 共同 点 .， 这样 他 就 得 到 了 一 个 含有 4 项 的 齐 次 坐标 ， 即 对 一 个 点 给 出 坐标 
mz,my,mz,m, 他 用 这 个 坐标 , 就 能 够 把 两 个 点 


TT YL TRI ZL1, M1 


Mor2, ModY2, Ti2z2, TL2 
的 重心 用 其 分 量 之 和 来 表示 为 : 
MT 二 m2T2, MIYi + Moy2, 770121 M222, M1 + m2. 


特别 是 , 若 此 点 的 权重 mj + m2 变 为 零 ( 即 此 点 退 向 无 穷 远 处 ), 则 得 到 由 两 个 权重 
相同 的 点 坐标 之 差 表 示 的 一 组 值 , 它 表 示 一 个 线段 . 这 组 值 就 是 


21 — T2,Y1 — Y2,21 一 22)0 或 写作 入, 了 ,LA,0， 


它 表示 一 个 线段 ; 它 有 一 定 的 方向 , 但 此 外 在 空间 里 可 以 目 由 运动 . 因为 有 这 样 的 
性 质 , 我 们 将 很 清楚 地 称 它 为 一 个 “自由 线段 ”, 也 就 是 力学 中 的 “自由 向 量 ”， 

以 上 是 格拉 斯 曼 的 第 1 层次 的 基本 构造 . 我 们 现在 来 讲 第 2 层次 的 基本 构造. 
它 是 由 两 个 权重 相同 的 点 构成 的 : 


(因为 设 权重 不 同 并 非 本 质 的 推广 , 所 以 我 们 设 它们 均 为 1, 然后 再 作为 一 个 特例 ， 
设 它们 为 0.) 这 个 二 阶 和 矩阵 的 有 三 个 81 二 阶 子 行列 式 确定 了 一 个 只 能 沿 一 固定 直 
线 运 动 的 “有 限 线 段 ”(Linienteil) . 刚体 内 的 力 (这 是 我 们 熟悉 的 ) 就 是 这 样 一 个 
量 . 如 果 我 们 作为 一 个 特例 , 把 两 个 质量 为 0 的 点 (也 就 是 两 个 “自由 线段 ”) 合 起 


31 “三 个 ”二 字 是 译 者 加 的 . 因为 这 个 二 阶 和 矩阵 有 六 个 二 阶 子 行列 式 . 其 中 的 三 个 是 人 ') 


vy 1 


三 个 是 我 们 熟知 的 力 , 后 三 个 是 我 们 熟知 的 力 偶 . 在 克 菜 因 的 《高 观点 下 的 初等 数学 . 第 二 卷 》 
中 有 详细 论述 .一 一 中 译本 注 


(5 和 ( | , 就 是 上 面 讲 的 “自由 向 量 "另外 三 个 就 是 下 面 讲 的 “自由 平面 量 * 前 
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来 , 得 到 


它 是 所 谓 的 “自由 平面 量 ", 也 就 是 , 它 位 于 一 个 平面 上 , 此 平面 具有 确定 方向 , 而 且 
在 空间 里 可 以 自由 运动 , 所 以 , 它 是 一 个 具有 确定 内 容 和 定向 (orientation) 的 “ 平 
面 片 ”. 这 就 是 在 力学 中 熟知 的 “ 力 偶 ”(couple). 第 3 层次 的 构造 有 : 


这 是 一 个 具有 确定 内 容 和 确定 定 问 的 空间 块 . 
最 后 , 第 4 层次 的 构造 又 是 具有 确定 内 容 和 确定 定 癌 的 空间 块 , 用 行列 式 来 表 
示 就 是 : 


多 之 1 


y 

Z 2 2 1 
2 

it Hi it 1 


因为 从 各 行 中 减 去 某 一 行 , 就 又 得 到 上 面 的 形式 , 所 以 它 仍 是 上 述 空间 块 . 以 上 共 
有 6 个 基本 构造 . 但 是 还 可 以 加 上 和 零 层 次 的 基本 构造 : 纯粹 的 数 , 这 样 就 有 了 7 个 
基本 构造 . 

我 们 已 经 看 到 , 这 些 构 造 与 刚体 力学 有 密切 的 关系 : 事实 上 , 它们 后 来 到 英国 
绕 了 一 个 圈子 , 而 以 向 量 理论 的 名 目 又 回 到 了 德国 , 其 实在 德国 的 土地 上 它们 早 就 
存在 了 , 不 过 没有 被 我 们 认 出 来 罢了 . 这 里 所 取 的 研究 途径 在 品 体 学 里 也 很 有 用 . 

格拉 斯 曼 不 仅 给 了 我 们 研究 的 全 新 对 象 , 他 还 努力 追求 一 种 非常 独特 非常 深刻 
的 方法 , 所 以 , 他 不 仅 是 有 基本 的 概念 , 还 有 非常 聪明 的 实现 它们 的 算法 . 

延伸 理论 的 基本 概念 对 于 有 几何 才能 的 人 是 一 再 出 现 的 , 这 个 一 般 概 念 就 是 : 
连续 的 量 一 一 如 延伸 , 如 空间 一 一 对 于 人 类 的 心智 , 是 和 数 同样 原始 的 概念 ; 前 者 只 
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是 通过 了 量度 才 与 后 者 有 了 关系 , 量度 则 是 一 个 第 二 位 的 概念 ; 所 以 , 把 量度 放 在 
几何 学 的 基础 里 , 如 欧 几 里 得 之 所 为 , 既 不 自然 也 不 必要 . 但 欧 几 里 得 就 以 量度 为 
基础 , 例如 建立 起 了 比例 理论 , 再 通过 引入 无 理 数 , 使 得 连续 统 看 起 来 是 由 离 敌 性 
生成 的 . 用 承袭 自 欧 几 里 得 的 这 个 途径 来 建立 几何 基础 , 其 实 是 走 了 弯路 , 而 旦 没 
有 达到 理解 和 掌握 连续 统 的 目的 , 这 个 思想 一 再 出 现 , 而 与 今天 占 统治 地 位 的 数学 
的 算术 化 的 趋势 , 正好 相反 (可 见 Zacharias 在 Enz，Vol. III, AB9 中 写 的 关于 初 
等 几何 的 总 结 ). 例如 和 希 尔 伯 特 在 《几何 基础 》 (Grundlagen der Geometrie) B2 中 ， 
也 是 这 样 , 对 于 边缘 的 概念 只 在 最 后 才 加 以 考虑 , 在 他 已 经 建立 了 关于 线段 的 纯粹 
的 计算 方法 以 后 才 出 现 , 但 是 也 没有 派 上 用 场 . 格拉 斯 曼 也 同样 保证 了 避免 把 几何 
学 看 成 算术 的 应 用 . 他 宣称 延伸 理论 具有 一 门 独立 的 科学 的 地 位 . 由 此 他 也 对 “ 量 
度 ”(Messkunde) 给 予 了 独立 的 地 位 .33 : 

量度 是 建立 在 算术 的 基础 上 的 , 所 以 , 格拉 斯 曼 进 一 步 来 研究 算术 的 基础 , 就 
是 很 自然 的 了 . 这 样 , 他 就 成 了 德国 第 一 个 研究 空间 的 本 性 的 人 . 在 德国 , 和 他 一 
起 从 事 与 这 个 计划 的 还 有 马丁 . 欧姆 (Martin Ohm, 1792 一 1872, 德国 数学 家 , 长 期 


3 其 第 2 版 的 中 译本 由 科学 出 版 社 在 1987 年 出 版 .一 一 中 译本 注 

33] 为 了 理解 本 书 对 格拉 斯 曼 原 始 思想 的 介绍 , 我 们 再 译 出 《延伸 理论 》 第 1 版 序言 的 一 段 话 如 
下 : < 不 能 把 几何 学 像 算术 或 组 合理 论 那样 看 成 数学 的 一 个 分 支 ; 相反 地 , 几何 学 研究 的 是 
某 个 在 自然 界 里 已 经 存在 的 事物 , 即 是 空间 . 我 已 经 看 到 了 , 应 该 有 一 个 数学 分 支 , 以 纯粹 抽象 的 
方式 , 给 出 关于 空间 的 一 些 法 则 , 如 同 几 何 学 的 法 则 一 样 . 通过 这 种 新 的 分 析 , 有 可 能 形成 一 个 纯 
粹 抽象 的 数学 分 支 ; 事实 上 , 这 个 新 的 分 析 , 不 需要 借助 任何 外 加 的 原理 就 可 以 发 展 起 来 , 而 且 是 
纯粹 抽象 地 进展 , 它 本 身 就 是 这 门 新 科学 . 最 初 的 动机 来 自考 虑 几何 中 的 负 的 东西 ; 我 习惯 于 把 
位 移 4B 和 B4 看 成 相反 的 量 . 由 此 可 以 得 到 : 知 4, B,C 是 直线 上 的 三 个 点 , 则 4B + BC = 
4C 总 是 成 立 的 , 而 不 问 4B, BC 的 方向 是 相同 还 是 相反 , 就 是 说 , 即 令 C 位 于 h,B 之 间 时 , 它 
仍然 成 立 . 就 是 不 能 把 48B 和 BC 简单 地 看 成 长 度 , 它们 的 方向 也 应 同时 考虑 进来 , 这 时 它们 的 
定向 恰好 相反 . 这 样 , 就 把 长 度 之 和 与 这 种 同时 考虑 了 方向 的 位 移 之 和 区 别 开 来 了 . 由 此 就 看 到 
了 一 个 需要 : 不 只 是 在 这 两 个 位 移 同 向 或 反问 时 建立 这 样 一 个 和 的 概念 , 而 且 要 在 一 切 情况 下 建 
立 这 样 一 个 和 的 概念 . 如 果 假 设 了 法 则 4B + BC = 4C 甚至 当 4, B,C 不 在 同一 直线 上 时 也 成 
立 , 就 可 以 最 容易 地 做 到 了 这 一 点 . 

这 就 是 这 个 新 分 析 的 第 一 步 , 而 后 来 就 引导 到 了 这 里 陈述 的 新 数学 分 支 . 然而 , 我 当时 还 没 
有 认识 到 我 已 经 达到 了 这 个 全 新 而 又 内 容 丰 富 的 领域 ; 宁可 说 这 个 结果 如 果 不 与 一 个 相关 的 结 
果 联 系 起 来 , 就 没有 什么 价值 . 

当 我 在 探讨 我 的 父亲 所 提出 的 几何 学 中 的 积 的 概念 时 , 我 断定 , 不 仅 是 矩形, 而 且 还 有 一 般 
的 平行 四 边 形 都 可 以 看 成 其 一 对 邻 边 的 积 , 但 是 不 能 把 它们 解释 为 长 度 的 乘积 , 而 要 看 成 两 个 有 
方向 的 位 移 的 乘积 . 当 我 把 这 个 积 的 概念 与 上 面 讲 的 和 的 概念 联结 起 来 以 后 , 就 达到 了 最 惊人 的 
和 谐 ; 不 论 我 是 把 两 个 位 移 (在 上 述 意 义 下 的 ) 之 和 , 用 同一 个 平面 上 的 第 三 个 位 移 去 乘 , 还 是 用 
同一 个 位 移 去 乘 各 项 , 并 且 适 当地 考虑 它们 的 值 之 正 或 负 , 再 来 求 和 , 都 得 到 相同 的 结果 , 而 且 结 
果 非 相同 不 可 . 

这 种 和 谐 确实 使 我 看 到 , 一 个 全 新 的 领域 已 经 揭 开 了 , 它 会 引出 重要 的 结果 . 然而 这 个 思想 
沉睡 了 一 些 时 间 , 因为 我 的 职务 还 要 求 我 做 别 的 事 ; 还 有 , 我 开始 也 为 一 件 事 感到 烦恼 , 那 就 是 ， 
虽然 这 些 关于 乘积 的 法 则 , 包括 它 与 加 法 的 关系 , 都 很 平常 , 但 是 对 于 这 种 新 乘积 , 在 对 换 因 子 次 
序 时 , 同时 也 须 改变 乘积 的 符号 ( 即 变 + 为 -, 或 者 相反 ) 才 行 .” 一 一 中 译本 注 
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担任 柏林 大 学 的 数学 教授 . 提出 “欧姆 定律 ”的 那 位 著名 的 物理 学 家 格 奥 尔格 . 西 
蒙 . 欧姆 (Georg Simon Ohm, 1789 一 1854, 德国 物理 学 家 ) 就 是 他 的 哥哥 .). 这 位 欧 
姆 从 其 他 方面 来 看 , 并 不 是 一 位 深刻 的 数学 家 , 但 是 他 也 建立 了 一 个 “完全 相 容 的 ” 
算术 基础 的 体系 .84 

的 特征 性 质 . 对 于 加 法 , 它们 就 是 交换 性 和 结合 性 : 


a+b=b+a, a+ (b+ce)= (4+b)+ce. 
对 于 乘法 则 有 交换 性 , 结合 性 以 及 相对 于 加 法 的 分 配 性 : 
a:b=b:a, a:(b:c)= (a.:b).:ce.; a. (b+e)=a:b+i+a:c. 


我 在 这 里 使 用 的 名 词 来 日 法 国 和 关 国 的 著作 , 其 字 根 是 拉丁 文 , 所 以 是 国际 性 的 , 从 
而 也 就 是 通用 的 ; 格拉 斯 曼 当 然 为 所有 这 些 概 念 创造 了 自己 的 德 文 名 词 . 

他 特别 关心 的 是 把 这 些 规 则 推广 到 更 高 级 的 算法 . 他 引入 了 超 复 数 (higher 
compler number 或 称 hyper-complezr numober), 这 时 就 必须 放弃 乘法 的 交换 性 . 他 提 
出 来 研究 的 多 种 乘法 系统 中 发 表 在 Crelle 杂志 的 一 篇 文章 里 ( 见 Bd. 49, 1855, 10 
页 以 下 , 123 页 以 下 ), 其 中 竟然 研究 了 不 下 16 种 乘法 ! 我 在 这 里 只 提出 他 在 线性 
延伸 理论 中 提出 的 所 谓 “组合 积 ” (Kombinatorische Produkt®5] ) . 在 线性 延伸 理论 ， 
即 《 延 伸 理 论 》 第 1 版 中 , 把 它 用 作 行列 式 的 确切 的 等 价 物 . 

他 对 R 中 的 一 点 给 出 了 下 面 的 表达 式 


Zlel 十 X262 + .+ Tnen = 》 piei, 
4 一 工 

4 格拉 斯 曼 的 工作 与 算术 和 几何 学 的 公理 化 研究 , 以 及 数理 逻辑 的 研究 均 有 密切 关系 . 正文 中 
说 他 与 马丁 . 欧姆 一 起 从 事 了 算术 基础 的 研究 , 其 实 , 格拉 斯 曼 在 1861 年 就 写 过 一 本 《高 等 数学 
教程 》 (Lehrebuch der Mathematik fur hohere Lehrenstalten), 其 中 就 已 经 有 了 上 自 然 数 的 公理 化 处 理 
的 初步 (甚至 包含 数学 归纳 法 公理 ). 当然 还 没有 后 来 佩 亚 诺 {Giuseppe Peano, 1858— 1932, 意大利 
数学 家 ) 那样 清晰 的 表述 和 和 名词 . 另 一 方面 , 佩 亚 诺 也 非常 注意 格拉 斯 曼 的 工作 . 1888 年 , 他 写 了 
一 本 《 以 格拉 斯 曼 的 延伸 理论 为 基础 的 几何 演算 》 (Calcolo geometrico secondo 1 4usdehnagstehre 
di H. Glassman), 其 中 清楚 地 给 出 了 格拉 斯 曼 理 论 的 公理 处 理 . 线性 空间 一 词 也 首先 出 现 于 此 
(一 般 人 多 以 为 是 外 尔 等 人 在 1920 年 代 才 给 出 了 线性 空间 的 正式 定义 , 其 实 , 佩 亚 诺 给 出 线性 空 
间 的 正式 定义 至 少 要 早 30 年 !). 遗憾 的 是 , 这 本 书 几 乎 失传 , 直到 不 久 以 前 才 有 了 全 书 的 英 译本 
(Lloyd C. Kannenberg 译 ，G. Peano, Geometric Caliculus, Birkhausser, 2000). 这 是 一 本 关于 数理 
逻辑 的 著作 , 书 名 中 的 “演算 ” (意大利 文 为 calcolo, 即 英 文中 的 calculus), 并 不 是 微 积 分 意义 的 
那 种 calculus, 而 是 逻辑 学 中 谓词 演算 那 种 意义 的 calculus, 不 过 是 出 自 几 何 学 . 所 以 此 书 第 一 章 
就 是 讲 的 演绎 逻辑 . 可 以 说 它 是 佩 亚 诺 的 经 典 之 作 《 算术 原理 的 新 方法 » (Arithmetices principia, 
nova methodos expositas) 的 预备 篇 ， 自然数 的 公理 化 处 理 就 出 现在 这 本 经 典 之 作 里 . 中 译 
本 注 

35] 格拉 斯 曼 也 称 这 种 乘积 为 awsserer Produkt (外 乘积 ). 这 是 现在 流行 的 名 词 . 除了 组 合 积 以 
外 , 格拉 斯 曼 也 考察 了 例如 现在 我 们 所 说 的 内 积 、 叉 积 等 等 , 所 以 多 达 16 种 .一 一 中 译本 注 


150 各 第 4 章 默 比 乌 斯 、 普 吕 克 和 斯 坦 纳 以 后 的 代数 几何 


其 中 e; 是 不 同类 型 的 单位 元 . 这 样 马上 就 可 以 得 到 两 个 点 的 和 , 只 要 把 与 相同 单 
位 相关 的 数 加 起 来 就 行 了 : 


TE 入 
》， 356i 十 >》， Yi€ti 一 >》 (i 十 yi) Ci. 
4 一 工 %=] 


其 实 , 我 们 在 讲 Rs 中 两 个 质点 的 重心 时 , 就 已 经 用 过 这 个 公式 了 . 关于 乘积 也 给 
出 了 确定 的 法 则 , 即 有 : Ba 


> Ti€i > Yies 三 > >》， (Xiyk)eieEk, 
这 里 CiEk 一 EkEi) 所 以 e4 二 0. 这 样 ， 如 果 把 Nn 个 单位 元 es; 两 两 相 乘 ， 就 会 得 
到 =n(n -1) 个 新 类 型 的 单位 元 , 称 为 二 阶 的 单位 元 . 用 类 似 的 方法 , 还 可 以 得 出 
3,… ,n 阶 的 单位 元 . 如 果 在 一 个 乘积 中 有 多 于 n 个 单位 元 作为 因子 出 现 , 则 此 乘 
积 必定 为 零 , 因为 至 少 有 一 个 单位 元 会 出 现 多 于 一 次 . m 个 点 


>》, YiCi， >》 YiCiy' 
的 乘积 必定 等 于 行列 式 
由 1 9 Tn 


乘 以 n 阶 单位 元 elez …en, 而 n 阶 单位 元 就 只 有 这 一 种 , 其 他 的 ” 阶 单位 元 无 非 
将 它 改 变 符号 而 已 .乘法 过 程 于 是 终结 于 此 ; 这 个 过 程 与 行列 式 的 形成 完全 平行 . 
两 个 单位 元 的 乘积 变 成 一 个 新 的 实体 , 即 一 个 高 一 阶 的 单位 元 , 这 一 点 也 反映 在 以 
下 事实 上 : 两 点 定义 一 条 线段 , 等 等 

这 就 是 格拉 斯 曼 在 《延伸 理论 》 第 二 版 里 所 遵循 的 表述 方法 .我 之 所 以 要 更 
加 强调 它 , 是 因为 , 自 那 时 起 , 介绍 超 复 数 一 一 我 们 按照 确定 的 规则 对 它们 进行 运 
算 一 一 时 , 总 是 以 构造 必须 遵从 的 高 级 的 算法 为 其 成 分 ， 这 一 点 一 再 地 引起 人 们 

除了 这 些 算法 上 的 发 展 外 , 格拉 斯 曼 还 做 了 许多 有 趣 的 特殊 的 研究 , 下 面 我 以 
提示 的 方式 介绍 少数 几 个 . 


1.《 延 伸 理 论 》 的 第 二 版 包含 完全 地 列举 所 谓 首 法 夫 问 题 的 各 种 可 能 性 , 而 这 
在 历史 上 是 首次 . 1814 年 , 高 斯 的 老师 普法 夫 提 出 了 如 何 简 化 表达 式 


Xid7zxi 二 Xodr2 二 :十 ndzxn 一 
136] 现在 这 种 超 复数 (实际 上 就 是 n 维 向 量 ) 的 积 , 通称 外 积 , 通用 的 记号 是 和 , 但 是 本 书 仍然 使 


用 普通 的 乘积 记号 ., 或 者 不 用 任何 记号 . 此 外 , 格拉 斯 曼 又 把 两 个 三 维 向 量 的 向 量 积 (如 又 积 ) 
称 为 外 积 ( 见 157 页 ). 所 有 这 些 地 方 都 请 读者 注意 , 不 要 混淆 .一 中 译本 注 
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的 问题 . 这 里 X; 按 当 时 通行 的 说 法 是 “任意 ”函数 , 也 就 是 现在 的 没有 更 高 级 奇 点 
的 可 微 函数 . 这 个 表达 式 中 可 以 含有 极 不 相同 的 种 种 特例 . X; 既 可 以 是 彼此 独立 
的 , 也 可 以 是 互相 有 关 的 . 最 特殊 的 情况 是 此 式 为 一 个 全 微分 , 稍微 广 一 点 的 情况 
是 : 在 用 一 个 乘 子 遍 乘 各 项 以 后 得 到 一 个 全 微分 . 格拉 斯 曼 的 功绩 就 是 认识 到 所 有 
的 可 能 性 , 并 且 加 以 分 类 . 


2. 代数 簇 的 所 请“ 线性 构造 法 ”(lineale Konstruktionen), 或 称 为 用 “平面 度量 
来 积 ” (planimetrische Produkte) 来 生成 代数 能 , 值得 特别 提 一 下 . 不 幸 的 是 , 这 个 
理论 太 不 为 人 所 知 , 尽管 它 很 容易 懂 . 


我 只 限于 二 或 三 阶 的 平面 曲线 . 圆锥 截 线 的 所 谓 麦 克 劳 林 生 成 法 是 众所周知 
的 , 这 个 程序 目 然 地 起 源 于 射影 生成 法 , 但 是 麦克 劳 林 生 成 法 以 特别 容易 总 结 的 方 
式 整 理 了 射影 生成 法 . 

在 > 是 所 求 的 圆锥 截 线 上 的 一 点 , 则 由 任意 3 点 co 六 c 和 任意 直线 4, B 所 决 
定 的 一 串 直 线 (Geradenzug) 必 汇 聚 于 此 点 ( 见 图 15) . 所 以 , 可 以 以 5 个 已 给 的 资 
料 即 3 个 点 wbc 和 两 条 直线 4, B 为 基础 , 构造 出 圆锥 截 线 上 的 任意 多 个 点 来 . 


TS 


格拉 斯 曼 把 这 件 事 用 符号 表示 为 一 个 方程 
raAbBcezr = 0, 


并 称 左 式 为 平面 度量 积 . 我 们 可 以 这 样 来 定义 每 一 个 代数 曲线 , 甚至 机 械 地 把 这 条 
代数 曲线 构造 出 来 . 当 z 在 此 乘积 中 恰好 出 现 n 次 时 , 就 会 得 到 一 个 n 阶 曲线 . 例 
如 

TaAbBrCcDadrz =0 


就 给 出 了 一 条 三 阶 曲线 , 而 且 可 以 如 图 16 那样 作出 这 条 曲线 . 如 果 我 们 按照 这 个 
格式 作 一 个 仪器 , 并 令 它 从 zo 处 开始 , 它 就 会 自动 描 出 Cs 的 含有 zo 的 成 分 ; 要 
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想得到 Cs 的 其 他 成 分 (如 果 有 这 样 的 成 分 存在 的 话 ), 可 以 调节 这 个 仪器 从 一 个 新 
点 开始 . 

这 个 理论 的 最 重要 的 特点 是 : 格拉 斯 曼 证 明了 , 每 一 个 Cn 都 可 以 用 一 个 充分 
复杂 的 平面 度量 乘积 , 按 这 种 线性 的 , 从 而 是 纯粹 几何 的 方法 做 出 来 . 这 就 为 代数 
曲线 理论 提供 了 一 个 基础 , 很 难 想象 还 会 有 更 简单 的 基础 

至 此 我 本 想 停止 对 格拉 斯 曼 的 成 就 的 说 明 . 但 在 完全 离开 之 前 , 我 还 必须 回忆 
一 下 他 所 产生 的 特别 的 影响 , 而 这 种 影响 至 今 还 可 以 感觉 到 . 在 格拉 斯 曼 的 天 性 和 
命运 里 有 两 个 特点 , 随 着 时 间 的 流逝 , 越 来 越 有 效 地 使 他 成 为 一 个 学 派 的 首领 . 说 
是 学 派 , 其 实 更 恰当 地 应 该 说 是 一 个 小 派别 , 在 这 种 情况 下 , 这 种 派别 常 有 某 种 狂 
热 性 . 第 一 个 特点 是 , 这 个 派别 的 人 们 明显 地 强调 一 种 特殊 算法 , 这 样 , 模仿 者 对 此 
熟悉 到 不 用 这 种 算法 就 不 行 的 地 步 , 这 种 算法 成 了 这 些 能 手 狭隘 地 聚集 的 标志 . 因 
为 他 们 的 利益 在 于 保持 其 风格 之 正宗 ， 这样 来 标新立异 就 脱离 了 数学 发 展 的 轨道 
忽略 了 在 数学 上 真正 本 质地 重要 的 是 : 透彻 地 研究 问题 . 这 种 出 轨 的 现象 是 这 些 格 
拉 斯 曼 派 的 人 自然 的 趋势 , 他 们 一 般 地 也 不 去 避免 这 种 趋势 . 第 二 个 特点 是 , 格拉 
斯 曼 在 一 生 中 从 未 得 到 应 有 的 承认 , 于 是 他 的 门人 把 他 看 成 殉道 者 , 把 各 种 荣光 的 
光环 都 披 在 他 的 身上 , 使 他 能 够 辉煌 起 来 . 为 此 , 他 们 自然 地 会 用 一 切 语言 的 手段 
和 特别 的 计算 形式 , 使 他 们 自己 和 掌 门人 尽 可 能 地 与 一 切 通常 的 东西 划 清 界限 , 从 
而 也 就 有 效 地 脱离 了 比较 和 竞争 . 

作为 这 种 精神 的 一 个 例子 , 我 可 以 举 出 小 格拉 斯 曼 em 的 《射影 几何 学 》(Pro- 


i37] Hermann Ernst Grassmann，1857 一 1922， 即 本 文 讲 的 这 位 老 格 拉 斯 曼 Hermann Gunther 
Grassmann 的 三 儿子 ， 他 在 1893 年 的 博士 学 位 论文 也 是 以 万 父 的 《延伸 理论 》 为 题 的 : “ 论 
延伸 理论 在 空间 曲线 和 曲面 的 一 般 理 论 中 的 应 用 ” (Anwendung der Ausdehnungsiehre auf die al- 
legemeine Theorie der Raumkurven und krummern, Flachen). 后 来 他 在 哈雷 大 学 和 吉森 大 学 任 数 
学 教授 . 正文 中 讲 到 的 《 射影 几何 学 》 共 两 卷 , 就 是 他 的 主要 著作 .一 中 译本 注 
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jektive Geometrie, Bd. 2, part 1, 1913) 一 书 . 这 套 书 1909 年 开始 出 版 , 本 来 还 有 
点 意思 . 它 为 格拉 斯 曼 的 6 个 基本 构造 取 的 名 字 是 : 点 (Punkt), 线段 (Strecke), 杆 
(Stab), 场 (Feld), 叶 (Blatt) 和 块 (Block). 这 些 用 词 乍 一 看 还 有 点 吸引 人 , 因为 它 
们 是 德 文 , 而 且 很 简明 . 但 是 , 再 细 看 , 对 于 这 种 “改进 ”就 不 免 生 疑 了 . 例如 , 为 什 
么 一 个 线段 就 可 以 在 空间 自由 运动 , 而 一 个 杆 就 只 能 沿 一 直线 运动 呢 ? 使 一 个 场 可 
以 自由 运动 , 而 叶 就 一 定 要 贴 在 某 个 平面 上 , 同样 没有 根据 . 再 说 ,“ 场 ”这 个 词 在 
力学 中 已 经 使 用 得 很 久 了 , 但 是 意义 完全 不 同 . 所 以 这 种 用 词 并 不 如 作者 宣称 的 那 
样 有 直观 性 , 而 是 从 一 开始 起 , 就 引起 怀疑 . 因为 它们 并 没有 展示 出 是 怎样 构造 的 ， 
所 以 实际 上 就 成 为 一 种 只 能 死记 硬 背 的 格式 , 要 想 牢固 地 掌握 , 也 还 要 花 点 时 间 . 

这 种 虑 信 的 小 派别 的 上 述 特 征 , 在 四 元 数 派 , 即 哈密 顿 的 弟子 们 的 号 上 也 表现 
出 来 了 . 我 们 现在 就 转 来 讲 哈密 顿 相关 的 研究 . 不 言 而 喻 , 格拉 斯 曼 派 和 四 元 数 派 
激烈 地 互相 攻 计 , 而 且 每 一 个 派别 又 都 分 裂 成 狂 野地 争战 的 集团 . 

威廉 . 罗 恩 . 哈密 顿 (Sir William Rowan Hamilton, 1805 一 1865, 爱尔兰 数学 家 
和 物理 学 家 ) 1805 年 生 于 都 柏林 . 和 萨 尔 蒙 一 样 , 他 也 进 了 都 柏林 的 三 一 学 院 , 而 且 
在 非常 年 幼 时 就 出 色 地 完成 了 学 业 . 1827 年 他 得 到 了 都 柏林 顿 新 到 天 文 台 (Dunsink 
Observatory) 台 长 这 个 荣誉 很 高 而 且 很 重要 的 职务 ， 得 到 爱尔兰 皇家 天 文学 家 的 称 
号 , 而 且 保 持 这 个 称号 直至 1865 年 去 世 . [1835 年 他 被 册封 为 事 士 , 所 以 他 的 称呼 
时 常 是 Sir W. R. Hamilton. 这 段 话 是 中 译本 加 的 .] 

哈密 顿 的 聪慧 过 人 又 多 才 多 艺 是 极为 罕见 的 , 而 且 很 早 就 令 人 吃惊 地 表现 出 
来 了 . 他 10 岁 时 就 能 背诵 荷 马 的 史诗 , 并 开始 学 习 阿 拉 但 文 和 焚 文 : 不 几 年 就 学 
会 了 13 种 文字 . 他 的 艺术 倾向 同样 强烈 , 直到 晚年 , 他 都 是 一 个 多 产 的 诗人, 终 映 
是 诗人 华北 沃 斯 (William Wordsworth, 1770 一 1850, 最 重要 的 英国 浪漫 主义 诗人 之 
一 ) 的 密友 . 每 一 个 对 他 的 才能 与 发 展 的 细节 有 兴趣 的 人 , 一 定 会 高 兴 地 读 到 格雷 
夫 斯 (Robert Perceval Graves) 写 的 三 大 本 的 哈密 顿 传记 (1882 一 1889). 这 位 作者 
不 是 数学 家 , 所 以 更 加 着 重 的 是 哈密 顿 作为 一 个 人 而 不 是 作为 一 个 科学 家 . 对 他 的 
晚年 , 精确 的 材料 不 多 . 我 在 都 柏林 时 , 人 们 告诉 我 , 不 说 他 是 神经 错乱 , 至 少 也 是 
行径 古怪 . 很 明显 , 他 的 智慧 由 于 过 于 早熟 地 发 展 , 至 此 已 经 耗 尽 , 所 以 最 后 也 就 崩 
溃 了 . 哈密 顿 的 全 部 成 就 , 也 使 我 们 推断 出 关于 发 展 的 一 个 规律 : 我 们 一 而 再 地 看 
到 , 一 个 新 的 天 才 的 开始 , 终于 迷失 于 细节 之 中 , 而 未 能 成 熟 为 完备 的 大 需 . 

哈密 顿 在 数学 上 也 和 在 其 他 方面 一 样 ， 很 早 就 轨 圳 头角， 大约 从 1824 年 到 
1835 年 , 他 从 事 与 几 何 光 学 和 解析 力学 问题 的 研究 . 他 在 这 些 方 面 的 成 就 , 我 们 在 
以 后 再 说 . 

1833 年 以 后 , 他 越 来 越 专 注 于 研究 算法 的 代数 本 质 ， 他 在 这 方面 的 思想 首先 
发 表 在 1833 年 和 1835 年 的 《爱尔兰 皇家 学 会 汇 刊 》 (Transactions of the Rovyal 
Irish Academy) 第 17 期 (293 页 以 下 ), 文章 题 为 “ 共 轿 函数 或 代数 偶 的 理论 ; 并 附 
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有 对 于 代数 作为 一 门 关 于 纯粹 时 间 的 科学 的 初步 的 初等 论文 ”(Theory of conjugate 
functions or Algebraic Couples; with a preliminary and elementary essay on Algebra 
as the Science of pure time). 

正如 本 文 标题 所 指出 的 , 是 时 间 , 而 非 空间 , 对 于 数 的 概念 起 了 重要 作用 , 数 的 
概念 主要 处 理 的 仅仅 是 相继 的 概念 .一 一 这 个 思想 可 以 回溯 到 康德 , 但 是 哈密 顿 走 
得 更 远 .在 哈密 顿 看 来 , 只 有 对 主体 一 一 视觉 的 资料 作 了 分 化 以 后 , 量度 的 运算 才 
是 可 能 的 , 这 时 定量 的 空间 的 东西 才 得 以 进入 . 此 外 , 这 篇 论文 还 对 复数 作 了 分 析 ; 
复数 的 计算 被 论证 为 对 于 实数 对 (x,y) 的 有 一 定 规则 的 运算 一 一 今天 我 们 仍 是 这 
样 看 的 . 以 后 接着 就 是 对 通常 的 数 的 计算 的 一 般 的 公理 化 的 考虑 , 其 方式 与 早 前 格 
拉 斯 曼 的 方法 差不多 . 

自 此 以 后 , 就 有 了 一 个 问题 , 就 是 可 否 以 什么 办 法 创造 一 种 新 的 复数 , 把 关于 
通常 的 复数 z 十 记 在 平面 中 的 几何 解释 移入 空间 (中 我 们 通常 的 Rs), 哈密 顿 对 这 
个 问题 有 极 大 的 兴趣 .1843 年 , 他 的 不 知 疫 倦 的 努力 引导 他 发 现 了 四 元 数 , 这 是 一 
种 适当 的 含有 4 项 的 数 . 以 后 , 他 就 倾 毕生 之 力 来 研究 和 普及 这 种 四 元 数 , 并 把 他 


《 四 元 数 讲义 》(Lectures on Quaternions)， 都 柏林 ,1853; 
《 四 元 数 初 步 》(Biements of Quaternions), 伦敦 , 1866 ( 遗 著 ). 


在 都 柏林 , 人 们 对 四 元 数理 论 的 兴趣 很 快 就 超过 其 他 的 数学 分 文 ; 它 甚 至 成 了 
官方 考试 的 主题 , 不 懂得 它 , 想 要 完成 大 学 学 业 就 没门 . 哈密 顿 本 人 把 它 变 成 了 数 
学 信条 的 某 种 正统 教义 , 他 把 所 有 关于 几何 和 其 他 一 切 的 兴趣 都 放 在 这 里 面 了 , 到 
了 晚年 就 更 加 如 此 , 那 时 , 他 变 得 更 加 片面 , 他 的 头脑 也 因 酒 精 中 毒 而 变 糊涂 了 . 

我 已 经 说 到 , 跟随 着 哈密 顿 出 现 一 个 小 派别 , 其 思想 之 僵化 与 不 能 容 人 , 甚至 
超过 了 它 的 掌 门 人 . 这 个 派别 自然 就 引起 了 反对 的 潮流 . 例如 在 德国 , 四 元 数 被 大 
多 数 数学 家 强烈 反对 , 直到 最 后 , 四 元 数 迁 回 地 通过 物理 学 , 渗入 到 德国 , 成 为 对 于 
动力 学 必 不 可 少 的 向 量 分 析 , 这 才 为 人 接受 . 人 们 今天 对 于 四 元 数 的 评价 大 致 如 下 : 
它们 在 自己 的 地 方 很 好 , 很 有 用 , 但 是 其 意义 绝对 比 不 上 通常 的 复数 . 

对 于 四 元 数 , 我 意识 到 , 如 果 按 照 我 多 年 来 讲授 它 的 方法 作 一 个 更 详细 的 介绍 ， 
并 且 参 照 流行 的 概念 ， 就 会 与 哈密 顿 派 的 讲法 尖锐 对 立 ， 其 实 他 们 的 掌 门 人 就 已 
经 给 它 穿 上 全 然 不 同 的 衣衫 , 我 还 知道 , 今天 这 一 派 人 已 经 刊 千 了 我 把 自己 讲 的 东 
西 称 为 “四 元 数 ” 的 权利 (我 在 与 索 末 非 (Arnold Johannes Wilhelm Sommerfeld， 
1868 一 -1951, 德国 理论 物理 学 家 ) 合 写 的 《陀螺 理论 (Kreiseltheorie) 》 一 书 的 第 1 
册 , 即 Klein-Sommerfeld: Uber die Theorie des Kreisels, Heft 1, Kap. I, section 7) 
中 讲 得 比较 详细 )， 我 曾 多 次 试 着 去 理解 这 些 反 对 意见 , 以 便 考 虑 它们 , 但 是 毫 无 
结果 . 
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我 要 从 平面 上 的 数 z 十 记 的 几何 解释 开始 . 众所周知 , z 十 亡 既 可 表示 把 (7, 久 )， 
又 可 表示 连接 原点 与 此 点 的 线段 . 加 法 


(z+iy)+ (g++ibd)= (+a)+i(y+d) 


表示 两 个 具有 相应 长 度 和 方向 的 线段 相 加 , 也 就 是 把 整个 平面 按 线段 十 记 作 平 
移 . 

乘法 

(z+iy): (at+ib) = (z+iy). pe 

使 得 平面 绕 原点 旋转 一 个 角度 $, 同时 所 有 线段 均 按 比值 1 : p 放大 . 就 是 同时 作 一 
个 相似 变换 ( 伸 长 ) 与 一 个 旋转 (扭转 ), 而 我 简称 为 一 个 “ 伸 扭 ”( Drehstreckung)t3 . 
所 以 , 加 法 与 乘法 合 起 来 包括 了 所 有 可 能 发 生 的 平面 运动 的 整体 , 事实 上 , 由 于 它 
还 包含 了 放大 , 所 以 比 平面 运动 还 要 多 些 . 我 们 从 这 些 考虑 可 以 得 到 通常 的 复数 的 
代数 计算 对 于 度量 几何 学 的 应 用 . 

现在 出 现 了 一 个 问题 , 即 空间 的 相应 变换 能 否 用 更 高 级 的 复数 的 计算 来 表示 . 
我 从 一 个 3 项 的 表达 式 开始 : iz 十 jy 十 kz 既 表 示 空 间 中 的 一 点 (zx,y,2z), 又 表示 连 
接 原点 0 到 此 点 的 线段 一 一 我 们 称 它 为 向 量 .“ 癌 量 ” 一 词 第 一 次 是 出 现在 哈密 顿 发 
表 在 《季刊 的 一 篇 文章 里 的 (Quarterly Journal, Vol. 1, 1845, 56 页 ). 

和 平面 情况 一 样 , 两 个 这 种 向 量 的 加 法 表示 空间 的 平移 . 但 是 对 于 乘法 , 情况 
就 不 同 了 . 对 于 绕 空间 的 原点 的 旋转 , 还 需要 一 个 固定 轴 . 所 以 平面 上 的 伸 扭 由 两 
个 参数 (p,$) 决定 , 而 在 三 维 空间 中 则 需要 4 个 参数 : 


决定 坐标 轴 需 要 2 个 , 即 方向 余弦 cos a, cos g, cosy. 但 是 
cos“ a 十 cos 8 二 cos y= 1; 


还 一 个 参数 WwW 决定 旋转 角 ; 
最 后 还 有 一 个 参数 决定 放大 率 : p. 


把 它们 整合 为 一 个 含有 4 项 的 总 体 , 并 称 这 个 总 体 为 一 个 四 元 数 : 


WwW ,0 ,WU ,WW 
rco8 tirsin3 cosQ+jrsins cosh + kr sin 3 cosy 
二 t+ 十 217 十 IY 十 kz. 


38] 这 个 词 是 克 莱 因 创造 的 . T. Needham 在 他 写 的 《 复 分 
Analysis) 一 书 (中 译本 由 我 译 出 , 由 人 民 邮 电 出 版 社 出 版 ) 中 指出 , 这 个 词 是 由 德 文 的 drehen (所 
转 ) 和 strecken ( 伸 长 ) 合成 的 , 所 以 在 译 为 英文 时 , T. Needham 也 就 把 amplify ( 伸 长 ) 和 twist ( 扭 
转 ) 各 取 一 节 得 出 新 字 amplitwist“ 仲 捏 ". 工 . Needham 在 书 中 详细 说 明了 为 什么 其 几何 意义 更 好 
地 说 明了 解析 项 数 的 共 形 性 . 下 文 的 Klappsirekung 也 是 由 两 个 德 文字 klappe( 翻 转 ) 与 strecken 
合成 的 , 所 以 拟 译 为 “ 伸 翻 ". 一 一 中 译本 注 
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他 把 这 个 四 元 数 的 纯 数 值 部 分 t 称 为 其 标量 部 分 , 而 把 有 方向 的 部 分 iz + jy 十 kz 
称 为 其 向 量 部 分 . 要 求 一 个 四 元 数 给 出 一 个 纯 向 量 , 就 要 


w 
rcos 一 一 0， 
2 


所 以 , 纯 回 量 在 四 元 数理 论 中 有 双重 意义 ;: 1) 它 代 表 一 个 线段 ; 2) 它 代表 一 -个 旋转 
角 为 w = 180。 的 伸 扭 , 我 们 称 之 为 一 个 “ 伸 翻 ” (Klappstreckung) . 

第 二 个 意义 再 次 说 明 为 什么 纯 向 量 这 个 3 项 的 表达 式 不 足以 表示 三 维 空间 的 
任意 伸 捏 , 因为 它 只 能 生成 一 个 180° 的 旋转 , 即 翻 一 个 个 儿 . 要 想 表示 具有 任意 角 
的 旋转 , 含有 标量 部 分 的 四 元 数 是 不 可 少 的 . 

很 值得 注意 的 是 , 空间 的 伸 捏 的 一 般 问题 , 即 两 个 伸 捏 如 何 组 合 的 问题 , 几乎 在 
同时 (1840 年 ) 就 解决 了 , 但 是 是 由 罗 德 里 格 斯 (Benjamin Olinde Rodrigues, 1795— 
1851, 法 国 数学 家 , 通常 称 为 Olinde Rodrigues) 从 完全 不 同 的 出 发 点 解决 的 , 发 表 
在 刘 维 尔 的 Journal 的 第 3 卷 里 . 更 加 令 人 吃惊 的 是 高 斯 早 在 1819 年 就 已 经 完全 
地 得 到 了 这 个 复合 的 公式 , 这 件 事 可 以 从 高 斯 的 “ 踪 著 ”里 看 到 , 而 高 斯 把 这 个 变 
换 称 为 “空间 的 突变 ”，( 这 件 事 发 表 在 高 斯 《全 集 》 的 第 8 卷 357 页 以 下 el ) . 

这 些 作者 是 在 几何 思考 的 基础 上 得 出 两 个 伸 捏 的 复合 公式 的 , 而 哈密 顿 则 从 四 
元 数 的 形式 乘法 开始 , 而 这 种 乘法 需要 适合 一 定 的 规则 : 


i =) = k=—l, 
3k = 1, ki 一 了 ij 一天， 
/7 一 一 人 ik=-), ji=—kh. 
他 再 用 乘法 的 分 配 律 , 得 出 


(d+iat+ jb kc). (t+ir+t jy + kz) 
= dt—ar—by—cztilati+dzt+bz— cy) 
+j(bt+adyt+cer—az)t+k(ctti+dztay— br). 


39] 德 文 版 编者 注 : 请 参看 P. Stickel 在 高 斯 《 全集 》, 第 10.2 卷 , Abh. IV, 68 页 和 下. Study 在 
Enz.1A4,173 页 上 说 的 话 , 在 311 页 上 还 有 Stackel 1917 年 4 月 28 日 给 克 莱 因 的 信 , 其 中 说 :“ 欧 
拉 在 研究 一 个 整数 如 何 表示 为 4 个 平方 数 这 个 费 马 问题 时 , 也 得 到 了 这 个 公式 , 并 日 于 1748 年 5 
月 4 日 写 信 给 哥 德 巴赫 通告 了 这 件 事 ( 见 欧 拉 通信 集 第 1 卷 452 页 ). 这 些 公式 见于 欧 拉 的 论文 
“Demonstratio theorematis Fermatiani omnem numerum esse summam guatuor quadratorum, Novi 
Comment. Petrop. 5 (1754/5) 1760, §93, Opera 12, 369 页 ”; 又 见于 “Nouae demonstrationes circa 
resolutionem numerorum in quadrata, Nova Acta Petrop. 1777, II 1780, Opera, 229 页 (89)” 中 ,但 
是 , 必须 特别 提 到 欧 拉 的 论文 “Problema algebraicurm ob affectiones prorsus singulares mermorabile, 
Novi Comment. Petrop. 15 (1770)1771, 欧 拉 在 其 中 决定 了 3, 4, 5 个 变 元 的 正 交 变换 ， 也 发 展 了 
上 面 的 关系 式 . 您 肯定 能 猜 到 我 是 怎样 得 到 这 一 点 的 : 那 是 在 我 关于 复数 ( 见 上 书 ) 的 一 章 里 , 处 
理 高 斯 的 突变 指标 时 得 到 的 . 我 现在 正在 做 这 件 事 . 我 对 欧 拉 的 这 些 公式 给 予 了 相当 的 地 位 , 因 
为 它 再 次 说 明 高 斯 是 多 么 理解 他 的 欧 拉 ……. ” 
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特别 是 , 对 于 两 个 纯 向 量 的 乘法 , 他 得 出 


(ia 十 入 十 Fe) (iz + jy kz) 
一 一 (az 十 由 十 cz) 二 iiz 一 co) 十 Jez — az) + k(ay— bx), 


用 来 自 格拉 斯 曼 的 名 词 来 说 , 我 们 就 称 这 两 个 纯 向 量 的 乘积 的 标量 部 分 为 其 “内 
积 ”, 而 向 量 部 分 为 其 “外 积 ”. 所 以 内 积 是 标量 , 而 外 积 为 器 量 . 

在 此 , 我 愿 提请 大 家 注意 格拉 斯 曼 原 来 的 组 合 积 与 哈密 顿 的 处 理 有 3 个 重要 
区 别 : 


1. 对 于 格拉 斯 曼 , 两 个 单位 元 之 积 e;. es 并 不 转 回 成 为 一 个 单位 元 ei: 而 在 哈 
密 顿 这 里 ， 却 总 是 原来 的 各 个 单位 元 的 线 隆 组 合 . 不 会 出 现 更 高 级 的 单位 元 . 所 以 
在 列 出 高 级 的 超 复数 时 , 问题 就 改变 了 . 对 于 四 元 数 , 可 以 累 次 地 进行 加 法 和 乘法 
任意 多 次 , 而 在 格拉 斯 曼 的 系统 中 , 这 是 做 不 到 的 . 

2. 格拉 斯 曼 从 一 开始 就 受到 对 于 n 维 空间 的 兴趣 的 引导 , 而 哈密 顿 完全 没有 
这 个 思想 ， 

3. 但 是 哈密 顿 天 于 场 的 思想 优 于 格拉 斯 曼 , 而 正 是 这 一 点 决定 了 四 元 数 对 于 
物理 学 的 全 部 意义 .上 


哈密 顿 把 一 个 四 元 数 的 各 分 量 看 成 位 置 的 函数 : 即 对 空间 的 每 一 点 均 附 着 一 
个 四 元 数 , 从 而 附着 一 个 标量 和 一 个 向 量 . 他 再 对 于 这 样 一 个 四 元 数 场 


t(x,Yy, 2) + iu (Tz, YZ) + jv (x,Y,2) + kw (x, 2 2) 


进行 各 种 运算 以 得 出 新 的 场 来 . 哈密 顿 用 在 剑桥 专门 培育 出 来 的 方法 , 即 所 谓 “ 符 
号 记 法 ”, 就 是 一 种 纯粹 形式 的 简写 方法 , 来 表示 这 些 运 算 . 在 这 个 方法 中 , 所 有 的 
符号 , 甚至 如 微分 符号 , 都 被 写成 并 看 成 代数 量 . 这 样 , 在 剑桥 学 派 里 , 例如 泰勒 定 
理 也 被 号 成 


Flz 二 月 一 en 这 .Hz) 
这 里 的 ep 立 要 看 做 是 用 震级 数 展 开 式 来 定义 的 ,而 在 此 级 数 中 出 现 的 (元 ) f(g) 
就 表示 导数 于 二 En 


ro 严格 说 起 来 , 在 格拉 斯 曼 那里 也 可 以 找到 这 个 概念 (他称 之 为 “函数 ”或 延伸 量 ), 然而 是 在 
一 个 更 广泛 因此 也 更 难 接受 的 形式 下 面 . 哈密 顿 的 思想 从 一 开始 就 是 度量 的 , 而 格拉 斯 曼 则 是 仿 


射 的 . 
41 这 种 符号 记 法 可 以 回溯 到 拉 格 朗 日 .请 参看 他 的 文章 : Sur une nouvelle espece de calcul relativ 


6 Ja différentiation et Lintégration des guantités variables, (1772, (Buvres, t. III, 441-476 页 ) 
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哈密 顿 也 用 对 于 场 点 的 坐标 的 偏 导 数 造 出 一 些 “ 算 子 ”来 . 其 中 最 重要 的 一 个 ， 
他 记 作 Vv, 并 且 取 其 形似 一 种 古 犹 太 乐 器 而 命名 为 nablal 和 9 
.0 .0 O 
VY 一 az 十 /By 十 Ro 
这 个 nabla 也 要 形式 地 看 成 一 个 向 量 : 把 它 作 用 于 一 个 四 元 数 场 , 承 会 给 出 我 们 在 
问 量 分 析 中 熟知 的 最 重要 的 概念 . 若 t 是 一 个 四 元 数 的 标量 部 分 , 则 


.Ot .0t Ot 
Vt = 1 二 了 机 十 一 gradt, 


这 是 一 个 向 量 , 称 为 t 的 “梯度 ”, 它 给 出 t 在 场 中 每 一 点 处 , 增长 最 快 的 方向 和 增 
长 率 . 
将 nabla 作用 于 此 四 元 数 的 向 量 部 分 i 十 jv 十 kw， 将 得 出 另 一 四 元 数 


Ou Ou Ow (Do on 
V (Gu 十 Ju 十 Ri 一 一 BI 十 2 本 可 


它 的 标量 部 分 称 为 此 场 的 散 度 , 而 回 量 部 分 称 为 其 旋 度 . 想 在 这 里 解释 这 些 概念 的 
非常 的 物理 意义 将 是 离 题 太 远 了 . 对 一 个 标量 两 次 作用 以 V, 会 给 出 通常 记 为 -人 
的 算 子 . 在 与 位 势 理论 相关 的 问题 中 , 我 们 时 常 遇 到 它 : 

Ot O02t 2 


2 A (1 
vt C2 Oy 0z? 


一 些 意义 最 为 深远 的 定理 , 推导 起 来 如 此 容易 与 优美 , 实在 令 人 惊奇 . 我 们 也 
就 可 以 理解 四 元 数 派 何以 对 目 己 的 系统 如 此 热情 , 而 对 其 他 一 切 都 噬 之 以 鼻 一 一 这 
种 热情 很 快 就 超出 合理 的 限度 , 我 们 说 过 , 这 无 论 对 于 数学 作为 一 个 整体 , 还 是 对 
于 四 元 数理 论 , 都 没有 促进 作用 .一 个 完美 的 形式 化 , 如 果 对 之 既 有 保留 , 又 有 尊 
敬 , 又 受到 符号 记 法 的 丰富 的 营养 , 本 来 是 会 推进 它 的 发 展 的 . 人 们 曾经 对 这 个 理 
论 的 进展 寄 以 厚望 ; 希望 以 普通 数学 为 例 , 来 系统 地 探讨 过 它 ; 对 于 四 元 数 的 合理 
的 运算 , 还 曾经 附加 过 一 个 代数 理论 , 希望 通过 系统 研究 四 元 数 多 项 式 的 零点 , 得 
到 一 个 完全 的 方程 式 理论 . 最 终 目 标 过 去 是 一 -现在 也 是 一 一 建立 一 个 四 元 数 函 数 
理论 , 并 由 此 得 到 有 益 于 整个 数学 的 强 有 力 的 新 结果 . 为 了 促进 这 个 尚 不 完全 清楚 
就 被 轻信 地 接受 了 的 目标 , 在 1895 年 还 成 立 了 一 个 促进 四 元 数 的 国际 学 会 ! 对 于 
拒 苗 助长 地 扶植 这 样 一 个 科学 分 支 , 采取 怀疑 的 立场 一 般 说 来 是 比较 妥当 的 , 即 令 

43 这 种 乐器 是 古 犹太 的 一 种 竖琴 , 形似 倒立 的 三 角形 , 其 名 在 希腊 语 中 为 nabla. 哈密 顿 就 以 此 


为 数学 符号 Y 的 名 字 和 读音. 所 以 不 妨 说 这 是 一 个 “ 祭 形 字 ”. 一 个 不 那么 流行 的 名 称 为 atled， 
即 daelta 的 反 写 .一 一 中 译本 注 . 


上 六 维 空间 和 广义 复数 159 


撤 开 这 一 点 不 说 , 我 们 现在 也 能 说 , 这 项 宏图 的 结果 必须 说 是 令 人 灰心 的 , 甚至 是 
毫 无 结果 的 . 追随 一 条 事先 预定 的 途径 一 一 这 条 途径 自称 是 新 的 , 但 实际 上 只 是 把 
久 已 为 人 熟知 的 思想 , 不 辞 辛劳 地 加 以 翻译 , 用 于 新 的 对 象 , 所 以 实际 上 没有 真正 
给 出 出 色 的 概念 一 最 后 引 到 把 熟知 的 定理 作 各 种 各 样 的 推广 , 在 一 般 性 之 中 失去 
了 主要 之 点 而 没有 目的 , 最 多 也 只 是 给 出 了 一 些 好 玩 的 新 玩意 儿 . 举例 来 说 , 代数 
的 基本 定理 是 没有 的 , 但 却 找到 了 一 个 三 次 方程 , 使 所 有 的 四 元 数 都 满足 它 . 

四 元 数 派 顽固 地 跋涉 于 这 条 事先 划 定 的 小 道上 , 忽视 了 真正 有 意义 的 深刻 问 
题 . 由 于 他 们 的 门户 之 见 , 一 项 真知 灼 见 就 擦 肩 而 过 , 而 这 个 真知 灼 见 本 来 是 会 对 
这 个 理论 的 应 用 是 否 富有 成 果 , 提供 一 个 判 据 , 对 自己 略 加 限制 , 本 会 是 通 向 成 功 
的 真正 道路 的 指 路 牌 . 

这 个 深刻 的 洞察 来 自 凯 莱 . 他 在 自己 的 论文 “关于 给 阵 理论 的 一 篇 论文 ”( PRi 
Trans., 1858) 里 发 展 了 一 种 矩阵 计算 , 可 以 用 于 讨论 含 4,9,16,… (总 之 是 及, 而 
是 一 个 正 整数 ) 个 分 量 的 超 复数 , 四 元 数 也 只 是 其 一 个 特例 . 所 有 的 计算 都 是 基于 
把 计算 线性 变换 的 规则 移 到 和 矩阵 上 去 这 样 一 个 简单 思想 . 所 以 两 个 矩阵 只 要 把 对 应 
元 加 起 来 就 可 以 相 加 : 


f f f i 
Ql i Qn Ql1 *'* Qin Q11 十 Q11 Qln 十 Q1n 
+ : |=| : 
7 f i 
nl ”0 nn Qn 1 “7? Cn Qn1 十 Cn 1 "7? Cnn, 十 Onn 


它们 的 乘积 则 相应 于 它们 所 表示 的 线性 变换 的 复合 , 所 以 是 由 我 们 熟悉 的 行列 式 笠 
法 定理 给 出 的 . 在 n = 2 的 特例 下 , 我 们 有 


« BY 1 BY_ /or+hy a +po 
Y 6) \Y 5 ye +toy YP +60 人 
有 了 这 个 乘法 规则 , 现在 我 们 就 可 以 明白 四 元 数 何以 是 它 的 特例 了 ， 
事实 上 , 如 果 ; 表示 通常 的 VT, 且 令 


a 0 /d+tia 总 十 和 
y 6) \-botric d-ia) 


其 行列 式 a6 - 67 = 吗 十 刀 十 吧 二 到. 相应 地 令 


a BY /titiz 2 十 ?1z 
7 6’ 一 十 和 z 二 一 这 


并 按 上 面 的 乘法 规则 把 这 两 个 矩阵 相 乘 , 就 会 得 到 一 个 形状 如 下 的 新 矩阵 : 


ao” BB"\ /D+iA B+iC 
y” 6 -了 BHi D-iA) 
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其 中 


有 一 dz 十 中 十 bz 一 cy 
召 一 dy 一 az 十 下 十 c0， 
CC 一 dz 十 ay 一 br 十 ct 
D= adt—ax— by— cz. 


若 4d 二 ia 二 说 十 kc 和 tt 十 iz 十 j9 十 kz 是 两 个 四 元 数 , 我 们 上 面 就 得 到 了 一 个 新 四 
元 数 DD 十 i4 十 jB 十 kCO, 与 按照 哈密 顿 的 乘法 规则 得 出 的 是 一 样 的 . 

这 个 结果 初 看 有 点 惊人 , 但 若 细 看 一 下 它 所 涉及 的 几何 关系 , 又 很 易 懂 . 四 元 
数 的 计算 相当 于 实行 这 些 线性 变换 . 在 此 基础 上 看 来 , 四 元 数 无 非 是 很 适用 于 实现 
空间 的 伸 扭 . 这 样 一 个 变换 保持 虚 的 球面 圆 不 变 . 球面 圆 上 的 点 可 以 有 理 地 用 一 个 
参数 入 来 表示 . 把 这 个 参数 齐 次 化 写 为 = 和 1/X2, 当 在 空间 中 作 伸 扭 时 , Xi, X2 就 
会 经 过 一 个 二 元 的 线性 变换 . 

我 们 可 以 类 似 地 理解 , 何以 四 元 数 可 以 光辉 地 应 用 于 相对 论 . 这 时 , 不 变 艇 是 
Rs 里 的 一 个 二 次 曲面 zz 十 小 十 z2 一 臣 二 0, 其 上 有 两 个 直线 束 , 它们 的 元 可 以 分 
别 用 参数 入 = 和 /Xo 和 = 后/ 来 表示 . 在 伸 捏 之 下 ， 每 一 个 参数 都 会 经 历 一 个 
二 元 的 线性 变换 [31 . 


3] 见 克 莱 因 《文集 》 Vol. 1, No. XXX, 533 页 以 下 . 


德国 和 英国 1880 年 前 后 的 
力学 和 数学 物理 


力学 


在 讨论 延伸 理论 和 四 元 数 时 , 我 们 已 经 接触 到 刚体 力学 的 基本 几何 概念 的 发 
展 . 本 章 第 一 部 分 , 我 们 将 要 讨论 拉 格 妆 日 形式 的 解析 力学 的 进一步 发 展 , 也 就 是 
讨论 微分 方程 理论 和 一 般 动 力 系统 的 轨道 理 论 . 

为 了 确定 一 下 参照 点 , 我 要 简短 地 列举 一 下 目 拉 格 明日 以 来 已 经 发 展 起 来 了 的 
最 一 般 的 原理 , 我 将 限于 具有 适当 的 一 般 性 的 情况 , 并 且 使 用 现代 的 名 词 . 

设 有 一 个 自由 度 为 ”的 系统 : 即 它 的 点 的 位 置 在 每 一 时 刻 都 可 由 ”个 独立 的 
参数 q1, gq2,… ,qn 完全 确定 . 于 是 它 的 运动 将 由 两 个 重要 的 量 来 描述 : 


1. 动能 了 = yaaopsdade. 式 中 的 9 = dq/dt 表示 9 对 时 间 的 变 率 ; aup 则 是 g 
的 因数 ; 

2. 力 函数 或 称 位 能 U. 我 注意 到 今天 我 们 党 称 为 力 函 数 的 , 与 早 前 所 谓 力图 数 
差 一 个 符号 , 所 以 , 现在 的 力图 数 就 是 位 能 . 


对 于 没有 外 力作 用 的 封闭 系统 , 和 这 两 个 量 都 不 显 含 时 间 t. 这 时 , 运动 
可 以 用 所 谓 的 拉 格 朗 目 方程 来 刻画 如 下 : 引信 动 量 
_ 6T 
Pa 一 60 


则 拉 格 明日 方程 就 是 
dpa 867 BU 


dt Og Bg 
在 有 外 力作 用 时 , 上 式 右 方 还 要 添上 一 个 时 间 的 已 知 郊 数 已 . 如 果 再 引 人 和 人 所谓 的 
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拉 格 朗 日 函数 工 = 工 一 U, 这 个 方程 将 要 取 稍 微 不 同 的 形状 : 


07 _ ,6L 
Oda Fe; Oqa 


d /aL\Y 8 
(8) 下 
这 里 我 们 用 到 了 U0 不 依赖 于 4 这 个 事实 . 解析 力学 的 要 点 之 一 , 就 是 要 理解 这 些 


方程 的 全 部 意义 与 丰富 内 涵 , 以 便 能 用 于 具体 的 特例 . 
能 量 守 恒定 理 


一 Da 


尔 印 


T+U=h= const. 


是 拉 格 天 日 方程 

a oT _ oT _ OU 
dt Odo Ogqa Oqa 
的 一 个 首次 积分 ; 而 当 有 外 力 时 , 能 量 守 恒定 理 可 以 写 为 


Pa = 


TrU=ht | Padt 


这 个 定理 由 于 其 一 般 性 , 统治 了 整个 力学 . 

这 些 关 系 式 及 其 推广 (我 在 此 无 法 细 说 ) 时 党 是 由 所 谓 的 变 分 原理 导出 的 . 这 
些 原 理 从 某 个 积分 (而 非 微分 方程 ) 开始 , 并 设 它 达到 某 个 最 小 值 , 或 “ 驻 定 值 ”, 这 
里 最 小 性 或 “ 驻 定性 ”条 件 则 由 其 一 阶 变 分 为 零 来 表示 . 我 在 此 要 提 到 三 个 这 样 的 
变 分 原理 , 它们 以 后 会 时 常 出 现 . 


1. 拉 格 明日 方程 可 以 直接 由 以 下 变 分 问题 得 出 : 


91，- .197 ;ti 
6 [ Ldat = 
qo ,- ',g9， to 


(积分 上 下 限 都 是 固定 的 ). 值得 注意 的 是 , 在 拉 格 明日 的 著作 里 , 这 个 方程 只 是 写 
在 正文 的 两 行 之 间 的 ， 所 以 就 出 现 了 一 个 奇怪 现象 , 就 是 : 这 个 关系 式 , 主要 由 于 
雅 可 比 的 影响 , 在 德国 , 也 在 法 国 , 一 般 被 称 为 哈密 顿 原理 . 在 身 国 束 没 有 人 懂 这 术 
语 , 他 们 把 这 个 方程 正确 地 , 虽然 不 其 直观 地 , 称 为 驻 定 作 用 量 原 理 . 


2 广为人知 的 “最 小 作用 原理 ”是 拉 格 天 月 很 喜爱 的 另 一 个 概念 . 他 是 在 目 
己 的 研究 之 始 的 1759 年 得 到 这 个 原理 的 . 这 个 原理 在 18 世纪 曾 引 起 过 极 大 的 兴 
趣 , 特别 是 来 自 哲 学 界 的 兴趣 , 因为 他 们 认为 它 证 明了 目 然 界 有 着 一 种 有 目的 的 秩 
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序 . 这 里 应 该 特别 提 到 莫 培 督 (Pierre-Louis Moreau de Maupertuis，1698 一 1759， 法 
国 数学 家 , 哲学 家 和 作家 )， 


“最 小 作用 原理 ”可 以 从 前 一 个 原理 , 再 加 上 方程 式 


了 一 了 一 也 
2 了 一 元 十 见 ， 


h=T+U 
而 得 出 . 因此 
| r= | 2Tat h(t1 — to), 
从 而 变 分 问题 变 成 
5 / 2Tdt = 0, 


但 是 现在 要 把 T+U = 作为 一 个 附加 的 条 件 来 对 待 , 所 以 qo,… ,qo 和 gi,:… , 
是 固定 的 , 而 如 和 则 不 是 固定 的 了 . 积分 | 2Tat 很 久 以 来 就 被 称 为 “作用 ”( 或 


作用 量 ), 而 “最 小 作用 原理 ”一 词 即 由 此 而 来 , 这 个 名 词 很 好 地 解释 了 大 目 然 有 一 
种 力求 经 济 的 本 性 . 


3. 最 近 , 雅 可 比 给 这 个 原理 以 另 一 个 很 值得 注意 的 形式 , 其 中 完全 消除 了 时 间 


t. 他 写 出 
T=h-U= VT(h-U), 


q1 ,qn 
0 h—U a8dqadga = 0. 
[Vee 


当然 , 变 分 原理 的 这 个 形式 只 能 用 来 确定 轨道 , 而 不 能 确定 质点 何 时 达到 轨道 上 的 
哪 一 点. 


如 果 在 “和 雅 可 比 原理 ”中 令 
》 aapdqudqe = Vds? = ds, 
即 为 轨道 所 在 的 ” 维 空间 的 黎 曼 意义 下 的 弧 长 , 我 们 最 后 就 得 到 了 
5 | Va Das =5 | vis —0 


于 是 得 出 了 


现在 的 v 表示 质点 的 n 维 空间 的 速度 , 它 是 力学 问题 的 一 目 了 然 的 几何 对 应 物 . 变 
分 原理 的 最 后 的 这 个 形式 对 我 们 今后 很 方便 . 

现在 我 们 转 到 哈密 顿 和 他 在 力学 中 的 成 就 . 令 人 了 吃 惊 的 是 ， 他 在 这 个 方向 上 的 
成 就 都 是 他 在 另 一 个 不 同 的 而 且 特 殊 得 多 的 领域 中 的 工作 中 得 到 的 , 即 几 何 光学 ， 
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而 哈密 顿 本 人 则 称 之 为 “光线 理论 ”. 这 个 理论 处 理 的 是 光线 在 透明 介质 中 的 传播 
问题 , 而 不 考虑 到 光 的 强度 、 波 长 、 偏振 等 等 ,哈密 顿 对 这 个 理论 页 献 了 4 篇 基本 
的 论文 , 它们 发 表 在 爱尔兰 皇家 科学 院 的 汇 刊 中 , 其 年 份 如 下 : 


第 15 卷 :“ 论 光线 系统 ”(On systems of rays), (写作 于 1824 年 , 发 表 于 1828 
年 ) ; 
第 16 卷 : “补充 工 与 IT (Swupplement I and IT), (号 作 于 1830 年 , 发 表 于 1833 
年 ) ; 
第 17 卷 : “补充 IT (Supplement ITD，( 写 作 于 1832 年 , 发 表 于 1837 年 ). 


这 些 论文 形式 上 肯定 不 是 完美 无 缺 的 : 它们 并 非 一 目 了 然 , 次 序 很 乱 , 其 中 有 
许多 重复 以 及 未 详细 做 出 来 的 提示 , 但 是 , 它们 仍然 是 巨大 的 思想 财富 . 

哈密 顿 的 目标 是 理解 光学 仪器 并 加 以 完善 . 所 以 , 当 他 说 到 光学 介质 时 , 主要 
是 指 的 一 层 一 层 的 不 同 的 均匀 而 各 向 同性 的 物体 ,这些 物体 沿 着 反射 曲面 互相 邻 
接 , 其 次 也 可 以 是 密度 连续 变化 的 介质 , 如 大 气 . 

为 了 理解 光线 在 这 种 介质 中 的 路 径 问 题 为 何 与 力学 有 关 , 关系 又 密切 到 何 种 程 
度 , 我 们 的 出 发 点 必须 是 光 的 发 射 理 论 , 即 粒 子 理论 . 把 发 射出 的 光 粒 子 当 作 普 通 的 
质点 来 处 理 . 如 果 我 们 把 这 个 运动 安置 在 具有 和 常 值 力 天 数 UV 的 均匀 介质 里 , 而 且 介 
质 越 稠密 , 力 函 数 之 值 就 越 小 , 就 会 得 到 均匀 介质 中 的 直线 光线 , 它们 在 边界 上 改变 
方向 , 而 精确 地 符合 由 经 验 导 出 的 斯 涅 尔 (Willebrord van Royen Snell, 1580--1626,， 
荷兰 数学 家 ) 折射 定律 . 这 就 是 牛顿 的 光 的 粒子 说 的 现代 版 本 . 

对 于 光线 的 速度 v (请 勿 与 波动 理论 中 惯用 的 vw 混淆 ), 有 以 下 关系 式 


Y=C.:Nn, 


其 中 c 是 真空 中 的 光速 , 而 n 为 折射 率 (折射 指数 ). 
最 小 作用 原理 , 正 是 从 这 个 特殊 的 运动 情况 被 认识 出 来 , 并 加 以 陈述 的 , 其 实 
是 用 雅 可 比 的 形式 来 陈述 的 , 即 : 


5 {vas =0 


它 首先 是 由 费 马 提出 的 , 所 以 就 以 他 命名 . 当然 费 马 提出 的 形式 不 同 : 他 不 是 用 v， 
而 是 用 的 折射 率 n, 他 没有 用 积分 而 是 用 的 和 , 变 分 条 件 则 被 代 以 要 求 这 个 和 在 固 
定 的 边 值 条 件 下 达到 最 小 . 
哈密 顿 就 是 以 此 为 出 发 点 的 . 但 是 在 讲 他 的 主要 成 就 以 前 , 我 要 提前 一 步 讲 到 
另 一 件 事 . 这 件 事 他 只 是 在 “补充 IT 里 一 带 而 过 , 但 他 正 是 由 此 而 名 品 一 时 . 
哈密 顿 把 费 马 原理 推广 到 晶体 介质 , 即 v 不 仅 依赖 于 位 置 坐 标 z, my z 以 及 一 个 
有 关 彩 色 的 指标 , 即 所 请 “彩色 指数 ”(chromatic index) x, 而 且 还 依赖 于 相对 于 品 
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体 的 特有 的 坐标 轴 的 方向 余弦 a,B,7Y (这 里 w2+B82 上 +72 = 1). 这 就 使 他 能 够 把 目 已 
的 研究 与 光 在 双 轴 晶体 中 的 传播 的 研究 联系 起 来 , 而 菲 涅 耳 (Augustin-Jean Fresnel， 
1788 一 1827, 法 国 物理 学 家 , 光 的 波动 说 的 创始 人 之 一 ) 当时 正 热 囊 于 人 研究 这 个 问 
题 . 1832 年 , 哈密 顿 开始 对 双 轴 晶体 中 的 非 涅 耳 曲 面 进行 深刻 研究 . 他 首先 得 到 了 
其 几何 形状 的 清晰 的 概念 , 发 现 了 这 个 曲面 有 4 个 实 二 重点 存在 , 还 有 4 个 平面 
与 此 曲面 沿 完整 的 圆锥 截 线 (实际 是 圆 ) 相 切 . 在 这 些 知 识 引 时 下 , 哈密 顿 宜 布 , 双 
轴 品 体 有 两 个 一 一 即 内 和 外 一 一 锥 折射 ; 这 件 事 , 他 的 物理 同事 劳 埃 德 (Humphrey 
Lloyd, 当时 是 都 柏林 大 学 的 物理 学 教授 ) 用 文 石 (arragonite 或 aragonite) 在 实验 
中 证 实 了 . 理论 和 实验 合 蔡 符 节 到 这 样 的 地 步 , 类 似 的 伟大 胜利 还 只 在 天 文学 里 见 
到 过 . 

对 于 现代 的 几何 学 家 , 菲 涅 耳 曲 面 并 不 是 一 个 很 不 平常 的 艇 : 它 是 库 默 尔 曲 面 
的 一 个 特例 , 这 个 曲面 具有 16 个 二 重点 和 16 个 二 重 切面 , 而 以 它 的 实 构造 与 某 种 
对 称 性 为 特征 ; 我 们 已 经 一 般 地 谈 过 了 库 默 尔 曲面 ( 见 第 4 章 , 138 页 ). 

哈密 顿 的 这 些 发 现 不 论 其 本 喘 如 何 重要 , 都 还 与 他 引入 解析 力学 的 真正 基本 的 
思想 没有 关系 . 如 果 我 们 把 费 马 原理 6 | vds = 0 用 光 的 波动 说 的 概念 来 表示 , 并 
且 研 究 由 此 得 出 的 公式 的 物理 意义 , 就 会 比较 接近 这 个 真正 基本 的 思想 了 . 为 简单 
起 见 , 我 们 的 前 述 限 于 均匀 介质 . 

光 的 粒子 说 认为 v = cm 其 中 中 是 折射 率 , 而 光 的 波动 说 则 认为 , 速度 v 应 
由 vw/ = cfn 给 出 . 所 以 wv = c2 /ww 而 积 


1 1 1 
/ vds = 上 cds/u' = / cdt’ = c(t —#t) 
0 0 0 


除了 多 一 个 因子 c” 外, 表示 光波 由 下 标 0 表示 的 点 xo, yo, zo 走 到 以 下 标 1 表示 

的 点 zt, ,2 所 需 的 时 间 . 这 样 , 费 马 的 最 小 作用 原理 就 简单 得 令 人 吃惊 地 变 成 了 

“ 耗 时 最 少 原理 ” (或 称 “ 最 速 到 达 原 理 ”) (Prinzip der schnellsten Ankunft). 
哈密 顿 的 基本 思想 在 于 把 费 马 的 作用 量 积分 


1 
/ vads = W 
0 


看 做 兹 点 的 区 数 W (zo, yo,z0; x1; 加 ;21), 即 在 固定 端点 条 件 下 , 利用 5W = 0 算出 
积分 之 值 以 后 , 再 把 W 写成 端点 坐标 的 函数 . 他 称 这 个 函数 为 “特征 函数 ?” 在 
物理 教 本 中 , (1/c) W, 即 c(t1 一 妇 ), 称 为 “光学 路 程 " 一 一 并 且 被 取 为 所 有 几何 光 
学 问题 (包括 光学 仪器 的 制造 和 使 用 ) 的 出 发 点 . 

这 样 就 有 可 能 取得 某 些 形式 的 进展 . 具体 说 来 , 大 no 是 zo,yo, zo 处 介质 的 折 
射 率 , ao, bo, Yo 是 光线 在 发 出 点 zo, yo, zo 处 的 方向 余 弱 , 而 ni, zt;ziyal; B1, Yi 


166 国 第 5 章 德国 和 英国 1880 年 前 后 的 力学 和 数学 物理 


则 是 在 终点 处 的 相应 值 , 这 时 , 哈密 顿 证 明了 


我 们 首先 可 以 说 , 它 解 决 了 光线 的 指向 是 和 否 有 目的 的 问题 : 它 使 我 们 知道 了 , 对 于 
从 Xo, Yo, <0 发 出 的 光线 ， 要 怎样 选取 (人 0， Bo, Yo， 才能 使 它 通过 YT: Yl,Z1 点 ， 并 有 旦 入 
射 角 的 方向 余弦 就 是 由 ai, Bi1, Yi 给 出 的 . 此 外 , 由 于 有 


ad 十 于 十 说 =1 of+B+yY=1 


这 样 两 个 关系 式 , 所 以 6 个 方程 就 化 成 了 4 个 . 这 两 个 式 子 就 成 了 W 所 应 满足 的 


81\” /ew\” /ewN\’ 
(的 -的 (的 


的 :的 的)-， 
DZ /1 Ov /0 Oz Jo 

但 是 我 们 也 可 以 说 , 借助 于 量 W ( 它 是 由 具有 固定 端点 的 费 马 原理 得 出 的 ), 我 们 对 
于 光线 在 整个 光学 仪器 内 的 全 进程 有 了 一 个 极为 漂亮 而 且 一 目 了 然 的 表示 .因为 
我 们 有 足够 多 的 方程 来 从 已 经 给 出 的 zo,yo, zo; ao, 6o,7o 得 出 轨道 上 任意 多 个 其 他 
点 TZ1, M1 21 以 及 相应 的 Q1, 1, 

这 才 是 哈密 顿 的 真正 的 成 就 . 他 称 之 为 “变动 的 作用 量 原理 ”. 其 实 , 称 为 “ 作 
用 量 函 数 原 理 ” 可 能 更 说 明 问 题 , 

应 该 理解 , 这 个 方程 组 其 实 没 有 给 出 真正 新 的 东西 , 例如 没有 给 出 如 何 计算 光 
线 的 路 程 , 而 需要 先知 道 这 个 路 程 才能 得 出 W. 这 里 的 进展 首先 还 是 形式 方面 的 ， 
就 是 给 出 了 问题 的 敏捷 而 且 漂 亮 的 解 : 不 需要 任何 中 间 的 步骤 , 不 需要 考虑 在 光学 
仪器 内 的 整个 过 程 . 哈密 顿 解释 说 , 他 的 发 现 也 许 不 是 “有 用 的 ”, 但 是 它 给 出 了 一 
种 “心智 上 的 满足”. 

但 是 , 哈密 顿 的 自我 批评 是 太 谦 虚 了 . 因为 这 个 原理 超越 了 自身 , 而 在 另 一 个 
方向 上 , 由 于 W 的 函数 的 性 质 , 给 出 了 正面 的 新 知识 , 这 些 知 识 使 我 们 能 立即 认识 
到 一 些 极 有 意义 的 物理 法 则 . 这 样 , 从 偏 导 数 的 可 交换 性 , 例如 

OW OW 
OTiOT0 Ozxo0ril 


bm 
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等 等 就 可 以 得 到 一 般 的 光学 互 反 律 : 对 于 一 个 固定 的 光学 仪器 , 如 果 把 眼睛 和 实物 
对 调 . 其 放大 率 不 变 . 我 想 , 这 样 少 少 的 说 明 , 就 已 足够 说 明 哈 密 顿 的 结果 的 丰富 与 
优美 . 认识 到 这 一 点 , 这 些 发 现 的 历史 就 显得 很 奇怪 了 : 在 欧洲 大 陆 上 , 它们 从 未 
按照 它们 的 真正 价值 被 人 接受 . 一 方面 (我 们 上 面 已 经 提 到 过 ) 在 欧洲 大 陆 上 , 哈 
密 顿 的 名 字 是 被 放 在 最 小 作用 原理 6W = 0 上 的 一 一 其 实 最 小 作用 原理 的 历史 要 
比 哈 密 顿 早 得 多 一 但 是 在 德国 和 法 国 , 变动 的 作用 量 原 理 却 从 来 未 被 吸收 ; 只 不 
过 因为 理论 的 发 展 需要 它 , 所 以 它 就 被 人 以 不 同 的 , 但 又 总 是 差 得 多 的 形式 重新 发 
现 . 伟大 的 仪器 制造 者 , 如 阿 贝 (Ernest Karl Abbe, 1840 一 -1905, 德国 物理 学 家 中 ) 
就 不 知道 这 个 原理 , 所 以 总 是 采取 一 种 “特殊 情况 特殊 处 理 ”的 特 设 (ad hoc) 计算 
方法 ; 天 文学 家 布 隆 斯 (Ernst Heinrich Bruns, 1848 一 1919, 德国 数学 家 和 天 文学 家 ， 
豪 斯 多 夫 就 是 他 的 学 生 ) 也 不 知道 哈密 顿 的 工作 , 他 建立 了 一 个 较 长 的 理论 , W 也 
以 “ 光 程 ” (eiconal, 德 文 是 Eikonal) 之 名 出 现 其 中 . 光 程 的 理论 现在 还 在 使 用 ; 类 
似 情况 还 有 . 

但 是 哈密 顿 在 英国 却 是 家 喻 户 晓 的 人 物 . 英国 的 作品 也 流入 了 德国 . 我 这 里 指 
的 是 麦克 斯 书 的 许多 文章 , 其 中 给 出 了 许多 特殊 情况 下 的 W; 特别 还 有 汤姆 耻 和 泰 
特 合 写 的 《 自然 哲学 原理 》(W. Thomson and Tait, Treatise on Natural Philosophy, 
1867), 此 书 第 一 次 出 版 于 1867 年 , 包含 了 哈密 顿 关 于 一 般 力 学 的 发 展 及 其 意义 的 
完整 的 讲述 . 在 净 姆 霍 效 的 建议 下 , 本 书 于 1871 年 译 为 德 文 . 

哈密 顿 在 力学 中 的 发 现 ,看 起 来 只 是 他 关于 光学 的 基本 思想 的 推论 . 但 是 因 
为 雅 可 比 吸 收 了 哈密 顿 力学 的 结果 并 加 以 发 展 , 而 雅 可 比 又 时 常 使 用 哈密 顿 的 名 
字 , 所 以 在 这 个 新 方向 一 一 雅 可 比 的 方向 一 一 上 , 在 雅 可 比 的 学 生 和 读者 中 ,就 产 
生 了 一 个 印象 , 即 在 力学 中 , 雅 可 比 才 是 主将 , 而 哈密 顿 则 只 是 他 的 先行 者 ， 我 在 
访问 都 柏林 时 得 知 了 这 一 情况 以 后 , 就 花 了 很 大 的 力气 (其 实 是 白费 力 ), 使 得 在 德 
国 , 人 们 也 能 熟知 哈密 顿 关于 光学 和 力学 的 结果 . 特别 在 1891 年 夏 , 我 很 高 兴 能 
以 哈密 顿 为 基础 ,把 力学 仅 只 看 做 n 维 空间 中 的 一 种 光学 , 并 且 在 这 个 框 染 下 做 
出 了 雅 可 比 的 发 展 . 同年 , 我 用 这 些 材 料 在 哈雷 的 一 次 科学 会 议 上 作 过 讲演 外; 有 
一 份 讲稿 就 放 在 格 丁 根 的 阅览 室 里 达 20 年 之 久 . 福 斯 (Voss) 在 Enz. 第 4 着 的 


0 阿 岁 的 生平 几乎 是 传奇 性 的 ， 他 在 格 丁 根 大 学 毕业 以 后 , 先 在 许多 大 学 如 耶 拿 大 学 教 物 
理 .1866 年 , 在 一 次 工业 博览 会 上 , 他 遇见 了 卡尔 . 棕 斯 (Karl Zeiss, 1816 一 1888, 德国 工业 家 ). 
这 人 没有 什么 高 学 历 , 从 一 个 一 般 的 高 中 (德国 人 称 为 grammar school, 而 非 gymnazium) 毕业 后 
先是 当 学 徒 , 后 来 自己 开 了 一 个 制造 显微镜 的 作坊 , 但 是 生意 并 不 兴旺 . 蔡 斯 对 于 那 种 “做 了 不 
行 就 斌 试 改 改 ” (try and erro7) 而 没有 理论 指导 的 方法 感到 厌烦 , 见 到 阿 贝 如 鱼 得 水 . 二 人 团结 
合作 , 葵 斯 的 小 作坊 就 成 了 后 来 闻名 遐 途 的 蒙 斯 公司 . 阿 贝 也 当然 成 了 一 位 伟大 的 “高 科技 创新 
型 产业 家 ”, 这 在 今天 当然 已 经 是 见 惯 不 惊 的 事 , 但 是 在 当时 , 实在 是 重要 的 首创 . 可 是 , 阿 贝 仍然 
是 一 个 物理 学 家 . 在 光学 仪器 的 制造 上 , 所 谓 阿 贝 正 弦 定律 仍然 起 着 基本 的 作用 . 但 是 , 阿 贝 不 
知道 哈密 顿 理论 对 于 光学 的 贡献 及 其 在 仪器 制造 上 的 意义 .一 一 中 译本 注 

5 册 克 莱 因 《文集 2》 第 2 卷 , 60 页 以 下 . 
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第 一 篇 文章 里 , 对 这 些 问 题 给 出 了 正确 的 处 理 . 但 是 所 有 这 些 努 力 全 是 日 费 ， 对 
于 圈子 里 的 人 , 哈密 顿 的 思想 的 真正 形式 仍然 不 为 人 知 . 只 是 到 了 不 久 前 , 斯 图 第 
(Eduard Study, 1962 一 1930, 德国 数学 家 ) 才 在 “ 论 哈密 顿 的 几何 光学 及 其 与 接触 
变换 的 关系 ”( Uber Hamiltons geometrische Optik und deren Beziehung zur Theorie 
der Bertihrungtransformationen, Jahresbericht der D. M.V., Bd. 14 1905, S424 在 ) 一 
文中 以 新 形式 对 这 些 事实 作出 了 正确 的 解说 .可 

这 些 著作 何以 遭 到 如 此 令 人 关切 的 命运 , 可 以 从 它们 的 发 表 地 点 上 找到 一 个 原 
因 . 爱尔兰 皇家 科学 院 的 汇 刊 在 德国 和 法 国 很 少见 , 很 难 找到 . 事实 上 , 哈密 顿 发 
表 在 伦敦 皇家 学 会 的 汇 刊 上 的 关于 力学 的 工作 , 知道 的 人 就 多 一 些 . 还 有 , 哈密 上 顿 
年 轻 时 的 著作 的 笨拙 混乱 的 表述 , 当然 也 不 会 有 助 于 别人 接受 . 

最 后 , 在 众多 起 了 抑制 作用 的 影响 中 , 有 一 个 趋势 必须 考虑 到 , 我 也 愿 借 此 机 
会 来 反 驱 它 . 这 就 是 思春 的 理性 主义 者 掀起 的 一 种 争论 , 它 不 仅 是 针对 哈密 顿 , 其 
至 针对 所 有 应 用 变 分 原理 的 力学 家 . 哲学 家 们 对 这 个 原理 确 有 偏好 , 因为 这 个 原理 
中 出 现 了 关于 目的 的 观念 . 出 于 此 , 这 些 理性 主义 者 就 反 其 道 而 行 : 只 要 一 项 科学 
成 果 受 到 目的 论 的 沾染 , 他 们 都 十 分 厌恶 . 对 于 这 种 误解 , 还 要 加 上 对 于 数学 科学 
的 一 种 基本 上 错误 的 观念 , 而 纯粹 的 理论 家 们 时 常 持 有 这 种 观念 . 这 就 是 这 样 一 种 
意见 : 科学 , 特别 是 解析 力学 , 只 需要 “解释 ”自然 界 . (在 此 , 我 愿 引述 普天 克 在 文 
集 《 现 时 的 文化 》(Kwltur der Gegenwart) 中 的 文章 “最 小 作用 原理 ”.) 与 此 不 同 ， 
我 认为 必须 这 样 来 表述 这 个 观点 : 不 论 目 的 论 的 趋势 对 于 科学 的 发 展 曾 经 如 何 重 
要 , 科学 的 日 标 终究 不 是 去 揭露 自然 界 中 的 超自然 的 “目的 ”, 甚至 也 不 是 引用 “ 目 
的 ”来 解释 自然 现象 . 但 是 对 于 凡人 为 自己 树立 的 “目的 ”, 科学 却 与 之 有 密切 的 联 
系 , 可 以 是 十 分 有 用 的 . 科学 的 真正 的 目标 不 是 去 解释 上 自然界 一 -最 终 的 解释 也 是 
不 可 能 的 一 一 而 是 控制 自然 界 . 决 不 要 忘记 , 一 种 创造 性 的 实践 是 会 改变 理论 科学 
的 命题 的 . 

于 是 , 在 前 述 的 情况 下 , 哈密 顿 的 变动 的 作用 量 原理 的 作用 , 并 不 在 于 回答 目 
然 界 是 否 在 追 索 光学 过 程 中 内 在 的 目的 , 而 是 要 回应 仪器 制造 者 的 完全 有 根据 的 日 
的 , 即 怎样 巧妙 地 把 这 些 光 学 过 程 用 于 制造 尽 可 能 有 用 的 仪器 ! 

在 转 到 哈密 顿 的 力学 论文 之 前 , 我 必须 提 到 另 一 个 数学 领域 , 在 那里 也 常 提 到 
哈密 顿 的 名 字 , 然而 又 只 是 作为 另 一 项 成 就 的 先驱 者 : 这 些 成 就 终于 在 那个 领域 中 
掩盖 了 哈密 顿 自己 的 成 就 . 哈密 顿 对 于 光线 系统 的 研究 刺激 了 柏林 的 库 默 尔 , 使 他 
对 之 作 纯 粹 代数 以 及 相关 几何 问题 的 研究 , 这 些 问 题 的 出 现 , 与 光学 宣 无 关系 , 事 
实 上 与 一 切 物 理 问题 都 上 毫 无 关系 . 库 上 默 尔 在 Crelle 杂志 上 发 表 了 关于 射线 (光线 ) 
”Hg 其 后 还 有 G. Prange 的 两 篇 文章 : W. R, Hamiltons Bedeutung Fr die geometrische Optik, 
Jahresbericht der D. M. V., Bd. 30 (1921), 69 页 以 下 和 W. R. Hamiltons Arbeiten der Strahlenoptik 


und analytischen Mechanik, Nova Acta, Abh. d. Leop. Carol. Deustschen Akad. d. Naturforscher, 
Bd. 107, Nr. 1, Halle 1923. 
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系统 的 一 般 理论 的 文章 (Crelle 杂志 , Bd. 57) 时 , 还 多 少 以 哈密 顿 为 基础 , 后 来 他 
又 成 功 地 研究 和 列举 了 阶 数 为 1 或 2 的 代数 射线 系统 ( 见 Abhandl. der Berliner 
Akademie, 1866). 他 在 做 这 个 工作 时 , 找到 了 以 他 命名 的 具有 16 个 二 重点 和 16 个 
二 重 平面 的 四 阶 曲面 , 关于 这 个 曲面 我 们 已 经 讲 过 多 次 ; 他 发 现 , 这 个 曲面 是 一 个 
阶 数 和 类 数 均 为 2 的 射线 系统 的 焦 曲 面 ( 即 过 每 点 都 有 2 条 射线 , 每 个 平面 上 也 都 
有 2 条 射线 .) 

库 默 尔 的 这 个 非常 重要 非常 深刻 的 工作 为 普 吕 克 的 线 几 何 学 准备 了 道路 , 至 于 
它 与 哈密 顿 的 工作 的 联系 , 却 只 是 纯粹 外 在 的 . 库 默 尔 的 目标 与 方法 , 实际 上 他 优 
游 于 其 中 的 思想 世界 , 与 哈密 顿 的 思想 世界 如 此 远离 , 所 以 一 个 人 如 果 人 研究 这 两 位 
科学 家 之 一 的 问题 , 要 想 拿 起 男 一 位 科学 家 的 工作 , 那 是 十 分 困难 的 . 这 样 一 种 传 
承 关 系 自然 使 得 哈密 顿 在 欧洲 大 陆 上 的 形象 更 加 模糊 了 . 

讲 完了 这 些 插话 以 后 , 我 现在 要 对 哈密 顿 在 解析 力学 中 的 工作 做 一 个 简短 的 介 
绍 , 我 对 于 介绍 的 一 般 性 与 我 以 前 所 容许 的 相 一 致 . 

正如 前 面 说 到 的 , 我 在 这 里 考虑 的 是 哈密 顿 1834 年 至 1835 年 在 伦敦 皇家 学 
会 汇 刊 上 发 表 的 两 篇 文章 . 二 者 都 遵循 哈密 顿 的 思想 , 就 是 把 出 现在 最 小 作用 原理 
中 的 积分 , 在 估计 其 值 以 后 , 看 成 其 端点 的 函数 . 

第 一 篇 文章 从 变 分 原理 的 以 下 的 形式 开始 : 


qi 97 
6W = 6 /2(h — U)YS auadgadqgg =0, 
人 ) > a Aadqadq8 = 0 
其 中 


T= >», Qa6dad9， 了 +U = const. 


在 把 问题 5W = 0 所 产生 的 微分 方程 积分 以 后 , 就 把 其 积分 W(ql,…… ,gi; gq9,.…， 
go;h) 看 做 这 个 力学 问题 的 “特征 函数 ”. 令 qi, go 变动 , 就 会 给 出 


aW  ， aW  ， 


50 一 Poa; Bqgo 二 一 Da， 
这 里 pa = 67V/6d。 是 相应 于 da 的 动量 坐标 . 此 外 , 我 们 还 有 
oOW 加 1 ,0 
Bp = t t+. 


所 以 , 如 果 能 用 已 知 的 决定 力学 问题 轨道 的 方法 求 出 W (g!;q?), 则 不 但 轨道 本 身 ， 
还 有 质点 在 各 个 时 刻 在 轨道 上 的 位 置 , 都 可 以 得 出 , 而 且 其 形式 会 在 许多 问题 中 有 
用 . 

T+U =h 还 有 一 个 附带 的 推论 , 即 ps, 以 及 由 此 可 知 9W/0go, 会 满足 某 些 偏 
微分 方程 ， 为 了 把 了 一 > Qa da G8 用 Da 二 OT /Odo 表示 出 来 ， 我 们 恰好 必须 使 用 
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把 方程 对 偶 化 ( 即 把 点 坐标 和 线 坐 标 互 换 ) 时 所 用 的 那 一 种 变换 . 于 是 ,人 可 以 表示 
为 两 个 行列 式 之 商 , 其 中 一 个 是 用 pa “加 边 ”的 行列 式 : 


加 Qa Pa 
lpse 0 


|aaa| 


现在 , 由 于 ps = 9W/6qs 以 及 T+U =h, 所 以 可 得 W 在 两 个 端点 上 所 满足 的 偏 
微分 方程 : 


| QaB OW/Op,, 


|ew/Bp? 0 
/ pp FU=h, 
laag| 
QapB OW/Opd 
OW /Opd 0 
4: +U=h 
[aap | 


第 二 篇 文章 则 从 作用 量 积分 的 为 一 种 形式 开始 ; 


ar,: ,2, 三 
S= | (T — UV)at, 
q9,: ， qd 


,0 


其 中 T 一 上 U 是 拉 格 朗 日 函数 , 而 条 件 65 = 0 仍 是 在 固定 端点 情况 下 取 的 . 只 要 g 
是 按照 条 件 65 = 0 决定 的 t 的 函数 , 则 可 以 引入 函数 


S (g1,*…: , qn; 9 ,g7; t,t ), 


称 为 力学 问题 的 所 谓 “ 主 函数 ", 并 用 它 来 表示 积分 . 这 里 有 关系 式 


8S  ， 83 _ 
Ogl 一 Po 0g = po, 
OS D9 
一 而 = 


和 “特征 函数 ”"W 的 情况 一 样 ,“ 主 函数 ”8 也 满足 两 个 一 阶 偏 微 分 方程 组 , 每 个 方 
程 组 均 包 含 ”个 方程 . 

在 上 面 讲 的 这 一 切中 , 主要 兴趣 都 在 于 一 种 优美 的 表示 所 引起 的 “心智 的 满 
足 ”, 而 不 是 如 何 去 求 积 力学 的 微分 方程 . 

除了 应 用 了 “变动 的 作用 量 原理 ”以 外 , 在 哈密 顿 的 第 二 篇 论文 中 还 给 出 了 力 
学 的 微分 方程 的 一 种 重要 的 简化 . 这 与 数学 的 其 他 部 分 中 所 称 的 “ 勒 让 德 变换 ” 有 
关 , 这 就 是 引入 动量 分 量 pa 来 代替 速度 分 量 qu. 
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对 工 应 用 欧 拉 关 于 齐 次 函数 的 定理 , 就 得 到 
27" 一 >》 paga. 


把 总 能 量 T+U 与 成 Pa 和 da 的 函数 一 五 (pa qa); 我 们 有 
T-U—Y_ pada = -TU= H (po, goa), 


于 是 互 的 微分 就 是 
A = Ddan + DF-dds — 5 Bedaa — dadpa — Dpaddo 
一 》， Bd 一 > dadpa. 

但 按照 拉 格 朗 日 微分 方程 有 
OL dp。 
Ogo 一 at 一 Pa, 

所 以 由 上 面 的 dH 的 表达 式 , 就 会 得 到 形式 很 简单 的 力学 微分 方程 如 下 

9H 9H 


Bg 一 Da, pu 一 一 4a. 


这 些 方程 称 为 哈密 上 顿 微分 方程 (其 实在 拉 格 明日 的 著作 里 已 经 有 了 它们 ),， 或 者 按 
照 雅 可 比 的 称呼 , 叫做 典 则 微分 方程 . 可 以 认为 , 这 种 方程 实现 了 唯 能 论 者 的 理想 ， 
因为 这 些 方程 是 把 总 能 量 放 在 力学 发 展 之 首 , 而 完整 地 由 能 量 导 出 运动 方程 

现在 我 们 要 转 到 雅 可 比 从 1837 年 起 开始 发 表 的 工作 , 正如 已 经 说 过 的 那样 , 它 
们 以 多 种 方式 基于 哈密 顿 的 工作 , 但 是 仍然 遵循 一 种 颇 为 不 同 的 独立 的 道路 . 雅 可 
比 是 拉 格 天 日 、 泊 松 等 人 开创 的 法 国学 派 的 真正 的 继承 人 . 由 此 原因 , 他 在 法 国 , 也 
和 在 德国 一 样 , 有 着 持久 的 影 啊 . 

力学 得 自 雅 可 比 的 结构 本 质 上 是 解析 的 . 它 的 基本 点 特别 是 : 


1. 典 则 变量 的 一 般 概念 . 


我 们 已 经 看 到 , 哈密 顿 把 动力 学 的 微分 方程 写成 很 简单 的 形式 
OH OH . 
ao 一 Pa, Opo 一 一 da， 
雅 可 比 称 之 为 典 则 形式 ,其 中 (pa, qa) 是 总 能 量 . 雅 可 比 第 一 次 提出 以 下 问题 : 
什么 是 最 一 般 的 典 则 变换 ? 所 谓 典 则 变换 就 是 形 如 


pi 一 go (gg D1 2 ， 
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的 , 把 典 则 微分 方程 变 为 典 则 微分 方程 的 变换 . 这 个 问题 在 天 文学 和 数学 物理 中 有 
重大 意义 ; 它 在 把 这 些 科 学 看 成 是 一 个 Ra 空间 的 拟 几 何 学 (quasigeometry) 这 一 
思想 里 起 了 很 大 的 作用 , 而 这 一 点 已 经 由 玻 尔 效 曼 (Ludwig Boltzmann, 1844- 一 1906， 
奥地利 物理 学 家 ) 和 庞 加 菜 发 展 起 来 了 . 但 是 李 用 完全 不 同 的 、 他 所 谓 的 接触 变换 
理论 也 研究 了 这 个 问题 . 关于 这 方面 , 可 见 Liebmann 在 Enz. Bd. IT, D7 中 的 文 
章 . 

雅 可 比 在 提出 了 这 个 问题 以 后 , 又 第 一 个 用 所 谓 “ 引 叶 函 数 ”(Leitfunktionen) 
给 出 外 了 一 个 解法 : 如 果 有 一 个 oa 和 ql 的 任意 可 微 函 数 Q ( 即 所 谓 引 导 函 数 ) 使 
得 


则 pl1, gq! 必 可 由 po,a0 通过 一 个 典 则 变换 得 出 . 

这 些 公 式 必定 清楚 地 使 人 联想 到 哈密 顿 的 特征 函数 W 或 者 主子 数 9. 很 明日 ， 
是 哈密 顿 的 公式 在 引导 着 雅 可 比 , 而 雅 可 比 原来 只 不 过 是 想 要 检验 一 下 哈密 顿 的 公 
式 的 适用 范围 . 事实 上 , 一 个 从 初 值 29,… ;和 9 加 ,pa 到 终 值 qi,… ,qn,pi,…， 
pl 的 力学 运动 就 是 一 个 以 WW 或 5 为 引导 函数 的 典 则 变换 的 例子 一 一 典 则 变换 一 
开始 似乎 只 是 与 一 个 已 给 定 的 力学 问题 相 联 系 的 , 但 是 很 容 匈 看 出 来 它 具 有 一 般 性 
的 特性 . 此 外 , 既然 典 则 微分 方程 适用 于 运动 的 全 过 程 , 既然 对 于 参数 的 每 个 变化 ， 
不 论 多 么 小 , W 都 是 由 以 下 积分 给 出 : 


qt+AgY,… ,90 +Agn 
W = / 4 (h 一 U) > _ gapdgadgp, 
q 


0 
工人” ,a9 


而 且 条 件 
OW 0o 
5 (q+ Agd) 


也 成 立 , 所 以 典 则 的 运动 就 是 一 连 串 持续 的 无 穷 小 典 则 变换 . 
既然 典 则 变换 可 以 由 任意 的 函数 9 来 生成 , 那么 似乎 典 则 变换 的 领域 就 大 得 


很 了 . 但 是 , 不 论 这 样 做 的 领域 有 多 大 , 仍然 概括 不 了 所 有 典 则 变换 , 因为 当 我 们 试 
图 用 方程 


= pa 十 Apa， 


ga = ga( 人 9 
来 计算 p0 时 , 可 能 还 需要 满足 一 些 条 件 等 式 , 如 Q1(g?,g1) = 0,0a(g0,g1) = 0 等 
md 现代 的 文献 中 称 为 “生成 函数 ” (generating functions). 例如 可 以 参见 阿 诺 尔 德 《 经 典 力 学 的 


数学 方法 》( 中 译本 , 高 等 教育 出 版 社 , 2006) 第 201 一 202 页 . 注意 , 并 非 所 有 的 典 则 变换 都 是 由 
生成 函数 生成 的 .-- 一 中 译本 注 
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等 . 这 时 , 我 们 就 假设 
8(Q + AQ1 + HQ2 十.…) 


_ 0 

Og 加 Da) 
DO 二 AGO + Hz 十 1 
Ogl, 一 Po, 


而 在 给 定 q1,p! 为 99,p? 的 显 式 的 函数 以 后 , 再 来 求 参数 和 ,1,... 等 等 . 

所 有 的 典 则 变换 都 可 以 在 这 种 扩展 了 的 形式 下 求 出 . 后 来 人 们 不 再 喜欢 显 式 地 
求 出 pl, gl 《 即 所 谓 可 辨别 的 (distinguishing) 情况 ), 而 去 求 它 们 所 必须 满足 的 微 
分 方程 .1873 年 , 谢 林 (Ernest Christian Julius Schering, 1833—1897, 德国 数学 家 ) 
和 李 都 以 泊 松 的 工作 为 基础 提出 所 谓 括号 表示 . 如 所 谓 泊 松 括号 [w,v] 的 定义 是 : 


Ou Ov Ou Ov 
= 2 Br Bg — Bo Bom 


而 忆 , Qu 属于 一 个 由 p99,g? 而 来 的 典 则 变换 的 条 件 是 
pp = 0， 0 如 果 aw=4 
[oz 23] = . 
[a =0， 1 如 果 a 关 B 


从 这 些 公式 很 容易 导出 所 谓 刘 维尔 定理 (1838), 即 一 个 典 则 变换 的 函数 行列 式 恒 等 
于 +l1 或 -1. 为 了 证 明 这 个 定理 , 只 需 把 一 个 变换 的 行列 式 自 乘 即 可 : 


时 
一 人 ”= 1. 
人 


人 恒 为 +1 的 证 明 这 里 不 能 讲 了 . 

以 上 的 这 些 公 式 , 特别 是 刘 维 尔 定理 , 在 现代 数学 物理 中 有 特殊 的 意义 , 因为 
它们 在 Ra 中 的 解释 已 经 很 流行 了 (1868 年 以 后 玻 耳 效 曼 的 工作 )， 

我 要 指出 一 些 在 这 个 领域 中 的 数学 家 和 物理 学 家 中 的 不 必要 和 肤浅 的 误解 , 而 
这 对 两 个 领域 都 很 重要 . 这 就 是 , 我 们 数学 家 从 拉 格 朗 日 以 来 就 习惯 用 p 来 表示 动 
量 坐 标 , 因为 它 使 人 联想 起 力 (potentia), 位 置 坐 标 则 用 g 表示 (使 人 想起 “ 质 ” 
(gquality) ), 而 物理 学 家 则 遵从 哈密 顿 的 先例 , 用 法 恰好 相反 ! 


2. 求 积 哈密 顿 微 分 方程 的 方法 . 
按照 哈密 顿 的 理论 , 从 函数 


9 
W (gg0;t) = | V(h—U)S aagdqadq 
‘9 
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可 以 得 出 动量 的 公式 


因为 
H (qi,.…: pyD1 ,2Dn) 十 天 三 0， 


所 以 , 应 用 上 面 动量 的 公式 , 就 知道 W 满足 以 下 的 偶 微 分 方程 


DT OW 
0 _. 
# (@,. ; dn Bq” | Sr ) th=0 
OW oOW 
# (gd rr ) +h=0 


雅 可 比 从 这 个 事实 看 到 , 哈密 顿 偏 微分 方程 的 每 一 个 充分 一 般 的 解 一 一 即 一 个 含有 
n 一 1 个 独立 常数 的 解 , 即 雅 可 比 称 之 为 “完全 解 ” 的 解 一 一 就 足以 把 这 个 力学 问题 
的 轨道 表示 为 已 经 积 出 的 形式 . 
这 是 因为 , 如 果 有 了 这 样 一 个 解 
W (qi, Gn, Cl , Cn—1), 
只 需 青 写 出 
aW 8W 68W 
fo Td do YY’do1 
即 得 所 求 的 解 . 这 里 的 c 和 d 共 为 2n 一 2 个 任意 常数 , 这 正 是 表示 , 要 想 决 定 由 
五 十 h=0 所 定义 的 2n 一 1 维 空 间 中 的 轨道 , 就 需要 那么 多 个 常数 . 
在 动力 学 的 微分 方程 与 一 阶 偏 微 分 方程 的 联系 中 , 我 们 终于 看 到 了 一 个 属于 
一 阶 偏 微分 方程 理论 的 事实 , 它 事实 上 早已 从 柯 西 的 观点 出 发 在 1819 年 就 发 现 了 . 
正 是 这 两 个 问题 的 互 反 关系 才 是 这 个 方法 引起 的 巨大 兴趣 的 真正 对 象 . 雅 可 比 用 很 
大 的 精力 来 探讨 这 件 事 , 就 建立 了 求 积 动力 学 微分 方程 的 一 般 理论 , 给 了 处 理解 析 
力学 中 的 特殊 问题 以 巨大 的 推动 . 按照 这 个 方法 , 并 不 需要 直接 地 处 理 动力 学 微分 
方程 ,而 需要 去 求 哈密 顿 修 微分 方程 的 一 个 充分 一 般 的 解 , 于 是 , 动力 学 微分 方程 
的 解法 可 以 说 是 瓜 熟 蒂 落 , 自然 落 在 我 们 怀 里 . 
事实 上 , 对 于 特殊 的 问题 , 这 样 一 个 解 W 时 常 是 可 以 求 出 来 的 . 雅 可 比 用 这 个 
方法 解决 了 力学 和 天 文学 中 许多 最 重要 的 问题 . 他 在 自己 的 讲义 里 讨论 了 三 维 空间 
中 的 二 体 问 题 ( 即 所 谓 开 普 勒 运动 ), 两 个 固定 中 心 的 引力 问题 , 还 有 三 轴 椭 球 的 测 
地 线 问 题 . 最 后 这 个 问题 最 先 就 是 雅 可 比 解决 的 . 欲 知 其 详 , 可 以 参看 雅 可 比 的 书 ， 
事实 上 , 参看 任何 一 本 关于 天 文学 或 力学 的 书 都 可 以 .名 
雅 可 比 在 一 些 特殊 情况 下 扩展 和 改进 了 他 的 积分 理论 . 特别 是 他 研究 了 , 在 
求 积 基本 的 动力 学 方程 时 ， 如 果 已 经 知道 其 某 些 积分 , 会 有 什么 好 处 .在 追随 这 
”9 例如 可 以 参看 阿 诺 尔 德 的 《经典 力学 的 数学 方法 》( 高 等 教育 出 版 社 , 2006) “ 中 译本 注 


一 dn_1, 
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些 研 究 时 , 雅 可 比 得 到 了 许多 值得 注意 的 深刻 的 结果 , 例如 ， 如 果 两 个 曲面 定理 
(Flichensitze) 对 一 个 方程 组 成 立 , 则 第 三 个 一 定 也 成 立 . 力学 的 这 个 发 展 , 可 以 妃 
漳 到 泊 松 (不 幸 , 我 们 这 里 不 能 深入 了 ), 而 在 19 世纪 70 年 代 早期 李 和 迈 耶 (Chris- 
tian Gnustav Adolph Mayer, 1839 一 1907, 德国 数学 家 ) 对 雅 可 比 的 工作 的 继续 中 , 达 
到 了 高 潮 . 所 有 这 些 结果 , 如 果 从 解析 角度 提升 到 更 为 一 般 , 则 对 于 单 积分 的 变 分 
问题 , 还 有 一 阶 偏 微分 方程 理论 , 也 都 有 价值 . 在 分 析 数 学 的 这 两 个 很 大 的 独立 的 
领域 , 即 变 分 法 和 一 阶 偏 微分 方程 理论 之 间 的 这 个 持久 的 关系 里 , 可 以 看 到 力学 事 
实 的 这 种 表示 法 的 数学 魅力 . 

尽管 这 个 主题 无 可 置疑 地 非常 美丽 , 我 仍 要 警告 , 不 要 只 作 片 面 的 研究 . 如 果 
谁 只 是 抽象 地 研究 力学 , 他 对 具体 的 特定 问题 的 感觉 就 得 不 到 发 展 , 面 对 着 一 个 给 
定 的 力学 问题 , 把 它 解 决 到 底 的 能 力 , 也 就 得 不 到 发 展 . 珀 斯 克 (Friedrich Poske， 
1852 一 1925, 德国 物理 学 家 ) 正 是 在 这 个 意义 下 , 在 他 的 《 物理 教学 法 》 (Didaktik 
des physikalischen Unterrichts, 1915) 一 书 中 说 到 , 对 于 物理 学 家 “数学 教育 (是 ) 精 
巧 的 毒药 ”. 事实 上 ,一 个 物理 学 家 想 要 解决 自己 的 问题 , 从 这 些 理论 中 所 得 无 几 ， 
而 工程 师 则 将 一 无 所 得 .a 分 析 力 学 看 来 只 是 一 个 把 现象 世界 划分 为 空格 子 的 格式 ， 
只 有 前 足 适 履 地 把 丰富 多 彩 的 现象 世界 放 进 这 些 空格 子 中 , 才 可 以 认识 它们 . 

有 了 这 些 提醒 , 我 愿 热 诚 地 推荐 雅 可 比 的 《动力 学 讲义 》 (Vorlesungen tiber 
Dynamik) 这 本 特别 有 启发 性 的 书 (由 元 莱 布什 于 1866 年 根据 博 卡 特 (Karl Wilhelm 
Borchardt, 1817 一 1880, 德国 数学 家 , 雅 可 比 的 学 生 ) 在 1842/1843 年 冬 的 记录 编辑 
而 成 ) ". 

现在 我 们 就 要 最 终 离开 雅 可 比 这 个 非常 独特 的 人 物 了 . 关于 他 的 一 般 性 格 的 
描写 和 评价 , 请 参看 本 书 第 3 章 “Crelle 杂志 里 的 分 析 学 家 们 ”一 节 的 87-92 页 . 在 
下 一 个 时 期 里 , 我 们 还 会 一 再 见 到 雅 可 比 的 巨大 的 激励 的 影响 . 

我 们 现在 转 到 哈密 顿 和 和 雅 可 比 以 后 力学 的 发 展 . 我 们 要 讲 的 第 一 个 人 是 一 个 英 
国人 劳 斯 (Eduard John Routh, 1831 一 1907, 英国 数学 家 ), 我 们 一 旦 和 他 打 起 交道 
来 , 束 一 步 踏 入 了 完全 不 同 的 世界 , 那 就 是 剑桥 的 科学 生活 . 在 剑桥 有 以 学 术 成 就 
为 基础 的 严格 的 教育 制度 和 它 的 考试 制度 . 从 1860 年 起 的 一 个 长 时 期 中 , 劳 斯 通 


1 我 们 保留 了 这 些 评论 , 虽然 后 来 的 发 展 否 定 了 它们 , 因为 这 些 发 展 证 实 了 克 莱 因 时 常 讲 到 的 
一 个 现象 : 一 个 理论 看 来 是 纯粹 数学 的 , 却 在 相 邻 科学 里 得 到 了 意 想 不 到 的 巨大 重要 性 . 德 
文本 编者 注 [ 本 书 德 文 原著 是 由 R. Courant 和 O 〇 . Neugebauer 根据 克 菜 因 的 讲稿 编辑 而 成 的 . 所 
以 才 有 “保留 ”一 说 . 德 文本 编者 就 是 他 们 . 对 于 这 段 话 (楷体 是 中 文 译 者 加 的 ), 阿 诺 尔 德 在 《经 
典 力学 的 数学 方法 》( 中 译本 , 高 等 教育 出 版 社 , 2006) 第 一 版 序言 (第 vii 页 ) 中 也 评论 说 :“ 以 后 
年 代 中 科学 的 发 展 明 确 地 否定 了 这 个 评论 .哈密 顿 形式 化 是 量子 力学 的 基础 , 而 且 是 物理 学 的 数 
学 武 库 中 最 常用 的 工具 之 一 . 在 认识 到 辛 构造 和 惠 更 斯 原理 对 各 种 优化 问题 的 意义 以 后 , 在 工程 
计算 中 也 开始 经 常 应 用 哈密 顿 方程 了 . 另 一 方面 , 与 空间 探索 相关 的 天 体力 学 的 新 近 发 展 , 对 分 
析 力 学 的 方法 和 问题 也 赋予 了 新 的 意义 .” 中 译本 补 注 ] 

7 后 来 成 了 雅 可 比 《 全 集 》 (Gesammelte Werke) 的 一 个 附录 . 
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过 他 的 广泛 而 著名 的 “个 别 辅导 ”的 教学 活动 , 在 其 中 起 了 显著 的 作用 , 所 谓 “ 个 别 
辅导 ”就 是 帮助 个 别 的 学 生 准 备 Tripos 和 其 他 考试 .8 多 年 以 来 , Tripos 的 第 一 名 
优胜 者 , 即 所 谓 Senior Wrangler, 时 常 都 是 出 自 他 的 辅导 班 . 许多 重要 人 物 都 是 从 
劳 斯 那里 打下 了 彻底 的 数学 教育 的 坚实 基础 , 而 这 种 数学 教育 是 指向 应 用 的 . 这 些 
受到 好 处 的 人 中 有 珊 利 勋 珊 中 , 他 后 来 时 稼 市 着 谢意 回忆 起 当 劳 斯 的 学 生 的 日 子 . 

劳 斯 写 的 教 本 也 带 有 这 些 辅导 活动 的 烙印 , 这 与 雅 可 比 的 教学 方法 成 了 可 以 
想象 得 到 的 最 大 的 对 立 物 . 一 般 的 理论 肯定 不 会 缺少 , 但 是 却 都 被 许 许多 多 容易 掌 
握 的 具体 应 用 包围 着 . 这 些 书 的 德 文 译本 为 我 们 提供 了 我 们 在 德国 完全 不 习惯 的 东 
西 . 这 些 书 不 是 由 互相 联系 者 的 讲述 构成 的 , 也 不 是 由 一 篇 一 篇 的 讲稿 的 汇集 , 而 
是 每 日 要 做 的 习题 , 其 分 量 精确 地 按照 时 间 来 决定 , 书 中 提出 了 确定 的 题目 , 而 且 
把 它们 从 头 到 尾 地 解 了 出 来 . 这 个 体系 精确 地 相应 于 辅导 教员 的 活动 , 他 们 在 自己 
的 小 圈子 里 , 日 复 一 日 地 做 着 漫长 的 工作 , 达到 了 使 我 们 吃惊 的 学 术 成 就 和 独立 性 . 
这 正 是 体育 活动 中 有 本 事 的 教练 教学 生 , 使 他 们 达到 最 高 成 就 的 方法 . 

大 学 教育 的 方法 在 不 同 的 国家 是 很 不 相同 的 , 谁 也 不 能 相信 他 的 那 一 种 是 只 有 
优点 的 , 或 者 说 是 “学 院 式 ”的 . 每 种 方法 各 有 优点 , 但 如 果 过 于 片面 地 追随 , 又 必 
然 产 生 不 利之 处 . 教育 的 组 织 和 方法 不 能 简单 地 从 一 个 国家 移植 到 别 的 国家 去 , 因 
为 它们 的 根 在 这 个 国家 的 文化 中 . 教师 和 学 生 都 被 牢固 地 捆 在 这 个 国家 的 传统 上 .， 
并 受到 这 个 国家 的 考试 制度 , 以 及 以 考试 制度 为 基础 的 社会 等 级 的 划分 所 制约 . 

然而 , 现在 德国 和 喘 国 在 教育 领域 中 走 得 更 近 了 . 在 剑桥 , 那个 已 经 赔 化 成 为 
精巧 的 解决 疑难 问题 的 绝技 的 考试 制度 , 自 1900 年 以 后 已 经 减轻 了 ; 而 在 德国 , 随 
着 讲课 的 分 量 越 来 越 大 , 习题 课 也 被 推 向 前 台 , 成 了 必要 的 补充 . 

现在 我 们 来 看 一 看 , 在 劳 斯 手 里 , 解析 力学 的 问题 是 什么 形式 的 . 

按照 拉 格 天 日 的 讲法 , 解析 力学 的 许多 公式 之 首 , 必 是 所 谓 拉 格 朗 日 函数 


L=7T—U 
所 满足 的 方程 , 而 在 哈密 顿 的 工作 里 , 它 则 为 所 谓 哈 密 顿 函数 
H=T-U-—)》 paga 一 一 (了 TT 十 U) 


所 取代 . 函数 互 被 看 做 是 只 依赖 于 p 和 gq 的 函数 ; 为 了 得 出 它 , 就 需要 在 g,g 的 拉 
格 朗 日 函数 以 及 > padu 中 , 通过 勒 让 德 变换 把 d 代 换 为 p. 

[8 关于 Tripos, 请 参看 本 书 第 4 章 120 页 的 脚注 12. 一 - 中 译本 注 

9 珊 利 勋 栈 (Lord Rayleigh) 本 名 是 斯 特 鲁 特 (John William Strutt, 1842 一 1919), 英国 物理 学 
家 , 特别 是 数学 物理 学 家 , 1904 年 诺 贝 尔 物理 学 奖 获得 者 . 瑞 利 勋 历 是 他 的 珊 号 . 这 和 开尔文 勋 
加 (Lord Kelvin) 的 情况 一 样 , 后 者 真名 是 William Thomson, 1824 一 1907, 是 苏格兰 物理 学 家 , 特 
别 是 数学 物理 学 家 . 他 在 物理 学 中 的 贡献 是 多 方面 的 . 在 数学 上 , 格林 定理 、 斯 托 克 斯 定理 等 等 
都 因 他 的 努力 才 广 为 人 知 . 见 本 书 第 1 章 20 页 . 开尔文 勋 事 也 只 是 角 号 . 但 是 他 的 授 勋 却 是 由 
于 他 在 铺设 跨 大 西洋 的 电报 电缆 上 的 贡献 . 下 面 还 会 细 说 . 但 他 只 是 Second Wrangler, 即 第 二 名 
中 译本 注 


Wrangler. 
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劳 斯 的 讲法 恰好 在 二 者 之 间 . 它 只 是 部 分 地 实行 勒 让 德 变换 , 例如 只 把 于 个 4 
中 的 前 m 个 向 ，,… ,Gm 换 成 p1,… ,pm, 这 样 , 就 可 以 构造 出 所 谓 的 劳 斯 函数 


R=L— ,pagdo, 
1 


它 现 在 是 d1 ,dm; dm 二 1 ,dn 以 及 Pl ,Pm; dm dr 的 消 数 . 所 有 三 类 
变 元 g,p 和 4 都 显 式 地 出 现 于 其 中 . 

为 清楚 起 见 , 我 们 把 新 引入 的 pi,… ,pw 记 为 Tl,… ,zm, 而 把 相应 的 gq 记 为 
Ai ,mi 于 是 得 到 下 面 两 组 变 元 : 


Gm+l,'"" ;On Grmi1,* ) Qn, 
1， ; fm’ 1, Trm, 
而 力学 的 微分 方程 就 成 为 
OR dp oR 
Pa = Bo ra a (a=m+l n) 
dri OR dni 2g 1 (i=1 m) 
dt On; dt On 本 汪汪 的 的 


上 面 的 已 ,TI 表示 可 能 有 的 外 力 ， 于 是 力学 的 微分 方程 分 成 了 两 组 , 一 组 是 拉 格 
朗 日 形式 的 , 另 一 组 是 哈密 顿 形式 的 . 当 m = 0 时 , 劳 斯 函数 变 成 了 拉 格 朗 日 函数 ， 
相应 的 微分 方程 也 就 和 拉 格 明日 方程 有 相同 形式 ; 而 当 m = n 时 , 微分 方程 组 就 和 
哈密 顿 情况 下 一 样 了 . 

这 样 的 微分 方程 组 通过 力学 中 与 之 相关 的 概念 , 有 了 特别 的 意义 . 具体 说 来 , 如 
果 RR 不 显 含 i, 就 得 到 一 个 特例 , 效 姆 徐 效 深入 地 人 研究 过 它 , 并 称 之 为 “循环 方程 
组 "(cyclic system) (Crelle 杂志 , Bd. 97, 1884), 其 实 这 个 特例 更 早 一 些 已 经 在 汤姆 
孙 和 泰 特 合 写 的 《 自然 哲学 原理 ) 中 出 现 过 , 那里 称 之 为 “类 循环 方程 组 ”(cycloidal 
system). 

在 实际 问题 中 ,， 当 研究 旋转 物体 的 旋转 运动 (例如 飞轮 的 旋转 ) 时 , 就 会 出 现 
这 种 情况 . 这 时 , 旋转 角 就 叫做 “循环 坐标 ”( 所 以 只 有 与 它们 相应 的 动量 坐标 才 
出 现在 方程 组 中 )， 如 果 把 这 个 旋转 物体 放 在 一 个 不 透明 的 箱子 里 , 则 它 的 “隐藏 
的 运动 ”就 表现 得 和 这 个 物体 作为 一 个 整体 在 空间 中 的 运动 一 样 (陀螺 与 回转 仪 就 
是 其 例子 ). 在 这 种 情况 下 , 如 果 排 除 对 于 这 个 旋转 物体 如 飞轮 的 外 加 的 影响 , 从 而 
IE = 0, 以 及 


所 以 相应 于 循环 坐标 的 动量 必 为 常数 , 即 为 守恒 的 . 
从 这 些 事 实 可 以 得 到 关于 位 能 的 本 性 的 一 些 值得 注意 的 思想 . 假设 动能 工 可 
以 分 解 为 一 个 只 含 速度 d 的 部 分 T(9) 和 一 个 只 含 循环 动量 7 的 部 分 T(x)( 所 以 动 
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能 中 没有 速度 4 乘 上 动量 r 的 项 ), 这 时 , 只 要 记得 所 有 的 量 均 依赖 于 坐标 % 并 且 
把 常 值 的 x 代 以 常数 ci, 即 知 劳 斯 函数 就 是 


量 gm+1,… ,gn 可 以 从 微分 方程 组 


_ 07 (0) dpa _ 01[7 (0)— (V+T(e) 

Pa dg, dt Oqa 
求 出 . 我 们 这 样 就 得 到 一 组 公式 , 它 恰 好 相应 于 这 样 一 个 力学 系 , 其 日 由 度 为 n 一 m， 
而 位 能 增加 了 T(c) 以 及 隐藏 运动 的 动能 .9 量 V 和 T(x) 都 是 g 的 函数 , 它们 总 
是 一 同 进 入 一 个 公式 , 从 不 会 分 别 进 入 , 因此 出 现 了 一 个 问题 一 一 我 们 在 任何 情况 
下 都 不 知道 位 能 的 本 质 是 什么 一 一 即 每 一 个 以 “位 能 ”之 名 出 现在 力学 中 的 量 , 是 
否 其 实 只 是 由 某 个 隐藏 的 、 循环 的 、 妈 所谓 “被 忽视 了 的 ”运动 的 动能 生成 的 . 物 
质 的 一 个 纯粹 运动 学 的 理论 的 可 能 性 , 如 一 个 幻影 (fata morgana) 似 的 , 出 现在 远 
方 . 

这 样 一 个 一 般 性 的 思想 , 第 一 次 是 在 1888 年 出 现在 J. J. 汤姆 让 (1 (Joseph 
John Thomson, 1856 一 1940, 英国 物理 学 家 ) 写 的 《动力 学 对 物理 和 化 学 的 应 用 》 
(Applications of Dynamics to Physics and Chemistry, 这 是 他 1886 年 在 剑桥 的 讲稿 ， 
后 来 又 发 表 在 Philosophical Transactions, 1886 一 1887 上 ) 一 书 中 . 但 是 在 一 些 特殊 
情况 下 威廉 . 汤姆 孙 ( 即 开尔文 勋 事 ) 就 已 经 研究 过 , 例如 可 见 威廉 . 汤姆 孙 1884 
年 在 蒙特 利 尔 的 英国 协会 上 的 讲演 ， 这 篇 讲演 威廉 . 汤姆 孙 很 谨慎 地 以 “物质 的 
运动 学 理论 刍议 ”(Steps towards a kinetic theory of matter ( 见 开 尔 文 《数学 与 物理 
学 论文 集 》 第 3 卷 366 页 ) 为 题 . 对 于 封闭 系统 , 这 个 思想 最 后 是 由 赫 效 (Heinrich 
Rudolf Hertz, 1857 一 1894, 德国 物理 学 家 ) 完成 的 . ( 见 他 的 遗 著 《 力学 原理 》 (Die 
Prinzipien der Mechanik, 1904. (这 是 一 部 重要 著作 , 在 1894 年 元 旦 写 完 , 但 在 他 去 
世 后 10 年 才 发 表 一 一 中 译本 注 ))aa 

关于 这 一 思想 更 多 的 信息 可 以 在 Voss 在 Enz. 第 4 卷 的 第 一 篇 文章 里 找到 
不 华 的 是 , 我 在 这 里 不 能 来 评价 其 价值 与 不 足 之 处 了 . 虽然 这 个 思想 初 看 起 来 令 人 
耳目 一 新 , 但 是 仍 有 相当 大 的 困难 : 合乎 逻辑 地 实现 它 是 很 难 的 一 一 例如 赫兹 的 做 
法 就 是 : 简单 地 从 通常 的 力学 中 把 条 件 方程 整个 一 大 块 直接 拿 过 来 , 后 来 又 没有 把 
它们 化 为 运动 学 的 概念 一 一 给 出 具体 的 形式 , 如 玻 耳 兹 曼 等 人 所 作 的 那样 , 同样 很 

010] Wt E. T. Whittaker, A Treatise on the Analytical Dynamics of Particles and Rigid Bodies, 4th 
ed., Cambridge Univ. Press, 1970, 8§38. 

0 有 好 几 个 著名 的 汤姆 孙 . 这 一 位 曾 因 发 现 电 子 和 同位 素 获 得 了 1906 年 诺 贝 尔 物理 学 奖 . 质 
谱 仪 也 是 他 发 明 的 . 另 一 位 非常 著名 的 汤姆 孙 就 是 开尔文 勋 荔 威廉 . 汤姆 孙 . 为 了 避免 混淆 , 我 


们 以 后 再 遇 到 汤姆 孙 时 , 将 要 尽 可 能 地 注 明 其 全 名 . 中 译本 注 
02] 此 书 有 英 译本 : The Principles of Mechanics, 1958, Dover. 


国力 学 179 


困难 . 人 们 也 不 能 满足 于 开尔文 勋 盘 的 涡 旋 理论 , 其 中 与 运动 学 的 基本 思想 背 违 而 
驰 的 唯一 的 元 素 就 是 他 关于 具有 旋涡 的 液体 的 不 可 压缩 性 的 公理 . 

隐藏 的 循环 运动 的 思想 还 引起 了 另 一 个 类 比 . 这 要 归功 于 辫 姆 截获 ( 见 Crelle 
杂志 , Bd，97, 1884). 这 就 是 最 简单 的 “ 单 循环 ”(monocyclic) 力学 系 (其 中 的 循 
环 运 动 仍 被 看 做 是 “可 以 接近 的 ”(accessible)) 的 静 力 学 与 热 的 机 械 理论 的 基础 的 
类 比 . 

我 从 热 的 机 械 理 论 的 简短 介绍 开始 来 讨论 这 个 类 比 . 在 这 里 本 质 上 有 两 个 数 
学 概念 在 起 作用 : 


1. 函数 FF (z1,… ,zn) 的 偏 导 数 8F/8x1,… ,86F/6zxn, 以 及 它们 在 引入 新 变 元 
时 它们 如 何 变 化 . 

2. 普法 夫 表 达 式 

X1dZ1 十 :… 十 六 ndzn 
的 各 种 不 同 的 意义 . 我 们 在 讨论 格拉 斯 曼 时 就 已 经 提 到 过 , 在 不 同情 况 下 , 普法 夫 
表达 式 的 广泛 性 可 以 大 不 相同 : 它 可 能 是 恰当 微分 ( 即 全 微分 ), 也 可 能 在 乘 上 一 个 
“积分 因子 ”以 后 成 为 一 个 恰当 微分 , 也 可 能 连 这 也 不 是 (这 种 情况 更 加 普遍 ). 恰当 
和 非 恰当 微分 在 概念 上 的 区 别 在 这 里 很 重要 , 因为 它们 在 沿 闭路 上 积分 时 (在 热力 
学 中 更 常用 的 说 法 是 : 在 循环 过 程 中 ), 性 状 很 不 一 样 

这 些 事情 数学 家 们 都 很 熟悉 , 但 是 新 手 们 是 在 它们 披 着 热力 学 外 衣 时 见 到 这 
些 事情 的 , 而 在 热力 学 中 , 它们 又 总 是 承受 着 沉重 的 历史 负担 的 . 希望 于 这 些 新 于 
的 是 ， 希望 他 们 沿 着 最 早 的 开创 者 小 卡 诺 , 即 陕 过 . 卡 诡 (Sadi Nicholas Léonard 
Carnot, 1796- 一 1832, 法 国 物理 学 家 aa ) 和 克 劳 修 斯 所 艰难 开创 的 道路 , 穿 过 他 所 不 
熟悉 的 数学 概念 的 研 环 丛林, 不 仅 是 达到 他 的 日 的 地 , 而 且 只 需 看 上 一 看 , 就 能 清 
楚 地 看 见 目的 地 的 轮廓 . 在 我 看 来 , 想 要 做 到 这 一 点 , 就 需要 先 对 基本 原理 给 出 一 
个 目的 明确 的 , 权威 的 , 而 且 是 不 容 置 疑 地 写 出 来 的 大 纲 ; 这 些 新 手 只 有 音 循 这 个 
大 纲 , 才能 严格 地 详细 地 进入 这 门 学 问 . 在 这 个 意义 下 , 我 愿 简明 地 指出 这 个 大 纲 
的 要 点 . 

设 有 一 个 系统 , 它 依赖 于 ”+ 1 个 参数 9 ,gn,3, 这 里 的 4 表示 绝对 温度 . 
热力 学 研究 的 并 非 这 个 系统 的 运动 , 而 是 研究 其 平衡 态 , 也 可 能 是 一 串 互相 无 关 的 
平衡 态 . 如果 这 样 的 系统 受到 外 力 妃 ,…… ,已 作用 , 使 得 g 产生 了 微小 改变 , 则 表 
达 式 

Pidqi :+ Pdgn = dA 
就 是 外 力 所 作 的 功 , 这 时 假设 没有 热量 进入 这 个 系统 , 或 者 说 这 个 系统 是 绝热 的 . 

热力 学 有 两 个 基本 定理 . 设 处 于 平衡 态 的 变 元 q1,… ,qn,3 有 微小 变动 , 则 外 
力 将 作 无 穷 小 的 功 d4, 设 还 有 外 加 的 热 4Q. 其 实 热 是 与 机 械 功 等 价 的 , 所 以 可 以 
_0al 请 参看 本 书 第 2 章 , 59 页 , 特别 是 脚注 [可 中 译本 注 
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与 机 械 功 相 加 . 这 时 , 有 两 个 重要 的 量 也 将 产生 相应 的 变化 : 一 个 是 在 力学 中 已 经 
兄 到 的 能 量 E. 男 一 个 是 新 引入 的 粹 5. 热力 学 的 两 个 基本 定理 就 是 : 


热力 学 第 一 定律 : dA 十 dQ = db， 
热力 学 第 二 定律 : dQ = 9 .dS. 


理解 第 一 定律 并 无 困难 . 但 是 对 于 热力 学 第 二 定律 , 恰当 微分 的 概念 就 起 了 明 
显 的 作用 , 因为 这 个 定律 并 没有 说 , dQ 是 变 元 q1,… ,gn,3 的 某 个 函数 的 恰当 微分 ， 
但 是 在 乘 了 因子 1/8 以 后 , 却 成 了 变 元 q1,… ,qn,3 的 函数 5 ( 即 烂 ) 的 恰当 微分 
dS. 

我 们 不 来 论证 这 两 个 定律 而 以 “理想 气体 ”为 例 来 说 明 它 们 . 设 气体 质量 为 1. 
整个 系统 有 两 个 参数 : 即 单位 质量 气体 的 容积 ( 比 容 ) v 和 绝对 温度 5. 作用 于 单位 
容积 "上 的 外 力 分 量 P, 按 通常 的 做 法 记 为 -p,2 就 是 单位 容积 所 受到 的 外 力 ( 压 
强 )、 现 在 出 现 了 两 个 常数 : 定 容 比 热 cv, 和 定 压 比 热 co. 用 这 些 常 数 和 上 述 参 数 ， 
气体 的 状态 函数 可 以 写 为 


E 一 cuy, 
S = culogd + (cp ~— cv)logw. 


而 两 个 热力 学 定律 就 成 为 
—pdv + dQ = dE = cuady, 
dQ = YdS = cvdd 十 (cz 一 Cv ) 9 


从 这 两 个 定律 就 可 以 得 到 气体 的 状态 方程 ; 即 马 略 特 (Edmé Mariotte, 1620 一 1684， 
法 国 物理 学 家 )- 盖 吕 萨 克 (Joseph Louis Guy-Lussac, 1778—1850, 法 国 物 理学 家 ) 
定律 : 
pvV= (cp— Cv)b. 

其 实 , 这 个 定律 在 整个 理论 构成 以 前 , 就 已 经 通过 实验 发 现 了 . 由 它 , 在 知道 了 能 量 
忆 以 后 , 就 可 以 算出 炉 5 来 . 

到 这 一 步 为 止 , 可 以 如 效 姆 霍 兹 那样 用 一 个 单 循 环 力学 系 来 模仿 热力 学 系统 . 

仍然 停留 在 理想 气体 的 例子 里 面 , 我 们 想象 有 一 个 系统 , 它 具 有 一 个 参数 g = %， 
还 有 一 个 循环 参数 <, 相应 的 动量 为 x. 令 能 量 由 下 式 给 出 : 
五 一 Cun2 /vy es 


相应 地 , 平衡 条 件 则 为 


p= -P=—— = (cc)n/v™ 
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0 = /0 2 S = 2c, : log T， 
就 能 得 到 与 前 面 的 公式 一 致 的 
E=ce,.:, Du 一 (cp 一 co :UY. 
所 以 是 某 种 动能 ; 和 炉 5 一 样 , 可 以 用 7 表示 的 隐 运 动 来 说 明 . 
到 这 一 步 为 止 , 已 经 构造 出 了 热力 学 过 程 的 一 个 令 人 相当 满意 的 力学 模型 了 . 
但 是 如 果 我 们 想 要 把 两 个 温度 不 同 的 热力 学 系统 在 一 个 绝热 的 容器 里 “ 笑 合 ”起 


来 , 经 典 力学 ( 它 不 承认 摩擦 或 非 弹 性 碰撞 ) 就 无 能 为 力 了 . 
和 力学 系统 一 样 , 这 时 对 于 总 能 量 也 有 


E=&Ei + Eb2, 


但 是 这 时 还 有 气体 还 处 于 具有 共同 温度 9 ( 它 是 加 ,92 的 某 个 平均 值 ) 下 的 平衡 态 ， 
而 这 个 状态 的 总 信 大 于 两 个 部 分 的 炉 之 和 : 


S > 91 十 92. 


例如 , 设 有 两 个 单位 质量 的 同 种 气体 , 设 其 容积 相同 但 温度 不 同 . 把 它们 混合 起 来 ， 
则 因 其 总 能 量 是 = Bi + Bo, 而 总 质量 是 2 所 以 


V1 二 Vo 
他 = 5 
总 炳 则 由 下 式 给 出 : 
9 = 2c, log tr 十 2(cp — cv) logw. 


每 一 部 分 的 炉 则 分 别 是 


91 = cy log 91 + (cp — cv) logw, 
S2 = cy log D2 十 (cn — Cv) logw. 
但 因 
92 — 29192 + 92 = (91 — 92) > 0， 
所 以 


2 10 = log 


这 样 , 我 们 就 验证 了 5S > S51 十 52. 
现在 我 们 有 了 一 个 所 谓 不 可 送 热 力学 过 程 的 例子 , 这 在 力学 中 是 不 会 发 生 的 : 
在 自然 界 的 一 切 过 程 中 , 炉 总 是 在 增加 的 . 克 劳 修 斯 把 “变化 ”的 基础 放 在 一 个 物理 


D1 十 轿 
g 1 > log 9192 = log 91 + log 92. 


02 十 20192 + 让 
4 
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量 上 , 邑 所 请 “变化 容量 ”( Verwandlungsinhalt) (网 Poggendorffs Annalen, 5 Reihe, 
Bd. 125, 390 页 "4 ), 正如 他 把 能 的 概念 置 于 “ 热 功 容量 ” (Wirme-und Werkeinhalt) 
的 基础 上 一 样 ( 见 上 引 的 文献 , 354 页 ). 然后 他 就 称 这 个 量 5S 为 “ 滴 ”(entropy, 这 
个 字源 于 希腊 文 的 yrporm, 意 为 “变化”). 同时 , 他 也 指出 了 箭 与 能 的 密切 关系 . 

理解 不 可 逆 过 程 , 特别 是 理解 炉 的 增加 , 是 热力 学 的 主要 目标 . 关于 这 个 主题 ， 
最 好 的 老式 的 表述 , 是 威廉 . 汤姆 孙 ( 即 开尔文 勋 栈 ) 为 《英国 百科 全 书 》 (Eney- 
clopaedia Britannica) 所 号 的 论文 , 还 有 克 劳 修 斯 的 书 《 热 的 机 械 理论 》(Die mech- 
anische Wirmetheorie), 此 书 第 1 版 出 版 于 1861 年 ， 以 后 各 版 则 在 1864 等 年 出 
版 , 但 因为 增加 了 内 容 , 反而 质量 较 差 .卡拉 特 沃 多 利 (Constantin Caratheodory， 
1873 一 1950, 德国 数学 家 ) 在 《数学 年 刊 》(Mathematische Annalen, Bd. 67, 1909, 
381 页 ) 中 , 给 出 了 一 个 基本 的 现代 的 讲法 "sl . 

不 可 逆 过 程 完全 不 能 用 纯粹 的 力学 过 程 ( 即 排除 了 摩擦 等 等 的 情况 ) 来 描述 . 
力学 和 热力 学 这 两 个 分 文 只 能 在 从 更 高 的 观点 来 考察 时 , 才能 联系 起 来 , 这 就 是 分 
子 系统 的 统计 力学 . 它 的 全 新 的 特点 是 , 其 中 包含 了 速度 分 量 在 各 个 分 子 上 分 布 的 
概率 . 玻 耳 兹 曼 最 光辉 的 思想 之 一 , 就 是 指出 5 = klog W (W 就 是 这 个 分 布 概率 ). 
但 是 我 现在 不 能 来 讲 它 了 . 


数学 物理 


讲 过 了 解析 力学 在 喘 国 和 德国 的 发 展 以 后 , 我 们 现在 进入 本 章 的 第 二 部 分 , 它 
涵盖 了 在 英国 和 德国 从 1830 年 到 大 约 1880 年 间 数 学 物理 的 发 展 . 

所 谓 “数学 物理 ”, 按 我 的 理解 是 指 整 个 “ 唯 象 的 ”物理 学 领域 . 它 主要 使 用 微 
分 方程 . 它 在 德国 是 由 弗 朋 兹 . 诺 依 曼 "9 等 人 发 展 起 来 的 , 而 在 英国 则 以 麦克 斯 韦 
方程 为 高 潮 一 一 这 种 物理 学 依靠 连续 介质 的 概念 , 而 与 近来 又 重新 走 到 前 台 的 原子 
物理 成 为 对 照 . 但 是 为 了 保持 历史 的 各 谐 性 , 我 也 会 超出 这 个 主题 的 材料 和 国界 的 
限制 . 在 应 用 性 质 的 主题 中 , 数学 物理 特别 有 意义 , 因为 它 一 直 保持 了 与 纯粹 数学 
最 为 活跃 的 相互 作用 . 

我 们 已 经 讨论 过 了 数学 物理 (到 1830 年 左右 ) 在 法 国 的 发 展 , 在 那里 , 它 逐 渐 
地 由 拉 普 拉 斯 的 原子 概念 (把 物质 看 做 力 的 颗粒 状 的 作用 点 ) 发 展 到 以 储 里 叶 和 柯 
西 为 代表 的 唯 象 的 观点 ( 见 本 书 第 2 章 , 力学 和 数学 物理 一 节 , 特别 是 56-61 页 ). 
6g Poggendorffs Anmalen 就 是 《 物理 学 年 刊 》(Anmalen der Physik), 它 之 所 以 这 样 称呼 ,是 因为 
它 的 创办 者 是 Poggendorff. 下 面 还 要 介绍 这 位 物理 学 家 和 这 份 刊物 .一 一 中 译本 注 

15] 更 近 一 些 还 有 他 写 的 “ 论 用 可 逆 过 程 决定 能 量 与 绝对 温度 ”(LTber die Bestimmung der Energie 

und der absuloten Temperatur mit Hilfe reversiblen Prozesse, Sitzunsber. d. Akad. Berlin, 1925, p. 
39 fF) 


al 关于 弗 朗 兹 . 诺 依 曼 以 及 一 些 姓名 相近 的 人 , 请 参看 本 书 第 3 章 90 页 , 脚注 11. 更 详细 的 
介绍 是 本 节 的 重要 部 分 一 - 中 译本 注 
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它 的 目的 是 用 微分 方程 来 描述 和 表示 物质 过 程 , 而 物质 被 认为 是 连续 的 . 我 们 还 考 
虑 了 这 个 发 展 在 德国 的 继续 , 那 是 在 高 斯 和 W. E. 韦伯 手 上 的 事情 . 二 人 之 中 , 前 
者 更 多 地 应 该 看 成 一 个 唯 象 论 者 , 而 后 者 (由 于 他 的 电学 定律 ) 应 该 归于 原子 论 者 
( 见 本 书 第 1 章 20 页 ). 最 后 , 我 们 一 直 和 追随 着 完全 基于 唯 象 理论 的 纯粹 数学 途径 ; 
这 是 与 狄 利克 雷 的 名 字 相 联系 的 , 本 质 上 是 致力 于 澄清 与 克服 特定 情况 下 的 数学 困 
难 的 ( 见 本 书 第 3 章 77-80 页 ). 

这 些 源头 的 继承 人 中 , 我 们 应 该 超出 所 有 其 他 人 来 加 以 考虑 的 是 黎 坚 (1826 一 
1866). 但 是 我 们 要 等 到 下 一 章 (第 6 章 ) 才 来 考察 这 位 非凡 人 物 在 所 有 数学 领域 里 
的 杰出 成 就 , 并 且 作 出 一 个 彻底 的 评价 . 现在 我 们 则 要 正视 与 科学 观测 有 更 紧密 的 
联系 的 发 展 , 而 它 主 要 是 以 弗 朗 效 : 诺 依 曼 和 哥 尼 斯 堡 学 派 为 代表 的 . 

弗 朗 效 : 诺 依 曼 1798 年 出 生 于 乌 克 马 克 (Uckermark) 一 个 护林 人 家 庭 里 , 1895 
年 以 97 岁 高 寿 去 世 ， 即 以 如 此 高 寿 来 说 , 他 就 已 经 是 那 种 偏 强 刻板 的 普鲁士 类 型 
的 人 的 代表 了 , 他 的 普鲁士 性 格 还 表现 在 终身 都 坚韧 地 完成 目 己 的 职责 上 , 他 把 自 
己 的 巨大 影响 和 非凡 成 功 主要 归功 于 此 . 

他 的 女儿 露 易 丝 . 诺 依 曼 于 1904 年 为 他 出 了 一 本 纪念 文集 , 对 他 的 人 格 给 
出 了 一 个 棚 棚 如 生 的 描述 ， 他 的 科学 成 就 则 在 Volkmann 1896 年 的 一 本 专著 和 
Wangerin 1907 年 的 另 一 本 专著 里 作 了 评论 . 

1815 年 弗 朗 兹 . 庄 依 曼 以 一 个 17 岁 的 高 中 生 (Gymnasiast) 之 身 , 怀 着 对 解 
放 战 争 的 热情 , 投 笔 从 戎 于 布 虽 砍 和 尔 (Gebhard Leberecht von Bliicher, 1742 一 1819) 
摩 下 . 是 年 6 月 16 日 他 于 利 尼 (Ligny) 附近 身受 重伤 . 尽管 当时 医疗 条 件 很 差 ， 
又 遭 到 巨大 的 个 人 的 不 幸 , 他 的 坚韧 的 个 性 却 使 他 能 渡 过 此 劫 . 康复 以 后 , 他 又 回 
到 柏林 的 Gymnasium 念书 , 而 于 1817 年 毕业 . 

他 在 耶 拿 和 柏林 的 学 习 把 他 引 向 矿物 学 , 这 门 学 问 在 19 世 纪 20 年 代 由 于 结晶 
学 的 发 展 而 非常 活跃 , 结晶 学 最 终 也 成 了 一 门 纯粹 的 几何 学 问 . 结晶 学 的 这 个 发 展 
主要 是 由 于 埃 (Huay, 1784 年 出 生 ) 在 巴黎 推动 的 : 他 的 著名 的 晶体 收藏 可 展 毁 于 
1870 年 的 又 炸 中 ( 即 在 普法 战争 中 ). 在 柏林 , 则 由 外 斯 (Christian Samuel Weiss， 
1780 一 1856, 德国 物理 学 家 ) 代表 这 个 学 科 , 诺 依 曼 正 是 在 作为 他 的 助手 时 , 做 出 了 
他 的 第 一 个 、 但 很 出 色 的 发 现 . 从 1823 年 起 , 他 的 精力 都 用 于 所 谓 的 “区 域 法 则 ”. 
这 是 一 个 关于 晶体 边界 的 平面 的 位 置 的 一 个 纯粹 几何 的 命题 : 如 果 知 道 了 品 体 的 
一 系列 边缘 平面 和 校 边 , 这 个 命题 指出 , 任何 一 个 平行 于 两 条 楼 边 的 平面 也 可 以 是 


107 布 吕 歇 尔 是 著名 的 普鲁士 将 军 , 官 居 元 帅 之 职 , 还 被 封 为 亲王 , 长 期 与 拿破仑 作战 . 1812 年 
拿破仑 在 莫斯科 惨败 以 后 , 布 吕 歇 尔 率领 大 定 参 与 反 法 同盟 对 法 盏 的 追击 , 终于 攻陷 巴黎 , 拿 破 
仑 也 被 流放 到 厄 尔 巴 岛 . 但 是 1815 年 , 拿破仑 又 从 流放 地 回 到 巴黎 , 战火 再 起 , 布 吕 吹 尔 又 披 战 
袍 , 几 次 激战 后 , 终于 在 当年 和 英国 统帅 威 灵 顿 一 起 , 在 滑铁卢 打败 拿破仑 . 德国 人 把 这 个 长 期 战 
争 称 为 解放 战争 . 利 尼 是 比利时 的 一 个 小 城 . 利 尼 一 战 , 是 “解放 战争 ”中 的 一 次 著名 战役 .一 一 
中 译本 注 
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晶体 的 平面 表面 ， 所 以 , 从 晶体 的 4 个 边缘 平面 及 其 所 成 的 四 面体 出 发 , 晶体 的 其 
他 边缘 平面 都 可 以 逐步 构造 出 来 . 

这 个 命题 的 本 质 的 内 容 一 一 弗 朗 兹 . 诺 依 曼 似 乎 以 为 这 是 自明 的 , 所 以 没有 特 
别 强 调 一 -在 于 : 在 所 有 这 样 做 出 的 平面 中 , 实践 上 最 常 出 现 的 是 由 基本 平面 首先 
导出 的 , 它们 也 是 最 经 常 被 观测 到 的 . 如 果 不 谈 到 这 些 平面 出 现 的 概率 , 这 个 命题 
就 没有 实际 的 意义 , 因为 这 种 构造 方法 最 终 会 给 出 具有 “有 理 ” 指 数 的 一 切 可 能 的 
平面 . 有 些 平 面 正 是 由 于 其 出 现 的 次 序 而 被 特别 区 分 了 出 来 . 

这 个 “区 域 法 则 >” 弗 朗 效 . 诺 依 曼 把 与 一 个 位 置 的 平面 平行 的 所 有 平面 的 
整体 称 为 一 个 区 域 一 又 由 它 的 发 现 者 给 出 了 一 个 非常 美丽 的 几何 解释 ， 上 有 具体 说 
来 , 如 果 把 晶体 的 楼 边 代 以 平行 于 它 的 通过 原点 O 的 直线 , 过 O 外 一 点 作 一 平面 与 
这 个 线束 中 的 所 有 直线 相交 . 在 这 个 平面 上 实行 “区 域 法 则 ”的 构造 方法 , 就 要 从 
最 初 的 四 面体 的 像 一 一 这 是 一 个 完全 四 边 形 一 -开始 , 而 这 个 构造 程序 恰好 就 是 点 
比 乌 斯 网 的 构造 方式 ! 所 以 , 它 与 射影 几何 有 密切 关系 , 而 弗 朗 效 . 诺 依 曼 1823 年 
的 工作 , 必须 看 成 是 默 比 乌 斯 (1827 年 ) 和 格拉 斯 曼 (1844 年 ) 的 工作 的 直接 前 驱 ; 
面 他 们 二 人 当年 都 曾 指出 他 们 的 理论 对 于 结晶 学 的 意义 (请 参看 Liebisch 在 Enz. 
Vol. 7 上 写 的 综述 文章 ). 

这 个 问题 不 仅 触 及 射影 几何 , 也 还 触及 格 点 理论 , 所 以 还 可 以 用 于 晶体 的 纯粹 
分 子 概 念 的 基础 . 按照 这 个 观点 , 这 个 命题 说 的 就 是 : 每 一 个 含有 三 个 (从 而 也 就 
有 无 穷 多 个 ) 格 点 的 平面 都 是 可 能 的 , 而 最 先 得 出 的 平面 就 是 最 有 可 能 发 生 的 . 

1826 年 , 弗 朗 兹 . 诺 依 曼 来 到 哥 尼斯 堡 , 先是 作为 矿物 学 和 物理 学 的 自费 讲师 
(Privatdozent), 从 1828 年 起 则 是 额外 教授 . 他 在 哥 尼斯 堡 的 活动 前 后 超过 50 年 ， 
先是 与 雅 可 比 在 一 起 (直至 1843 年 ), 后 来 则 和 里 鞭 洛 ( 死 于 1875 年 ) 在 一 起 .1875 
年 弗 朗 兹 . 诺 依 曼 也 退出 了 这 个 位 置 . 在 他 以 后 , 应 用 物理 由 巴 沛 (Pape) 为 代表 ， 
数学 物理 则 由 他 的 最 后 一 个 学 生 佛 格 特 (W. Voigt) 为 代表 , 他 从 自己 的 老师 那儿 
也 继承 了 对 于 结晶 学 的 特殊 兴趣 . 

弗 朗 效 . 诺 依 曼 是 在 傅 里 时 的 影响 下 转 加 数学 物理 的 . 1832 年 他 开始 人 研究 光 
学 . 他 力求 在 弹性 理论 的 基础 上 掌握 光学 , 这 样 创 立 了 一 个 统治 这 一 领域 达 60 年 
的 理论 , 直到 光 的 电磁 理论 到 来 为 止 . 这 样 一 个 弹性 理论 带 来 的 困难 , 我 们 在 第 2 
章 讲 到 柯 西 的 工作 时 已 经 讲 过 . 当 有 绕 射 存在 时 , 纵波 的 存在 问题 , 横 振动 平面 及 
其 与 偏振 平面 的 相互 位 置 关 系 问 题 , 所 有 这 些 都 首先 是 由 光 的 电磁 理论 澄清 的 

十 年 以 后 出 现 了 弗 朗 效 . 庄 依 曼 关 于 感应 电流 定律 的 重要 工作 , 在 其 中 , 兴趣 
的 中 心 是 所 谓 “ 两 个 电流 的 相互 位 势 ”: 

| dsds’ cos(ds, ds') 


T 


除了 发 表 的 这 些 文章 外 , 弗 明 兹 . 诺 依 曼 还 通过 热情 的 教学 活动 , 对 于 他 的 科学 的 
各 个 方面 施加 了 强大 的 、 富 有 局 发 性 的 影响 . 通过 这 些 教学 活动 , 在 他 身边 聚集 了 
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一 大 批 特 别 的 学 生 . 在 他 的 多 次 重复 使 用 、 而 每 一 次 都 加 以 更 新 的 讲义 里 , 可 以 看 
到 数学 的 思考 与 物理 的 量度 的 合流 ， 这 些 讲 稿 现在 可 以 从 他 的 学 生 们 编辑 而 成 的 
书 里 找到 . 这 些 书 , 例如 有 :《 磁 学 》(Magnetismus) (C. Neumann 编辑 , 1881),《 电 
流 》(Blektrische Str6me) (von der Miihl 编辑 , 1884)， 《光学 》(Optik) (Dorn 编辑 ， 
1885)《 弹性 》( Biastizitit) (O. E. Meyer 编辑 , 1885),《 位 势 与 球 函 数 》(Potential und 
Kugelfunktionen) (C. Neumann 编辑 , 1887),《 毛细 现象 》(Kapillaritdt) (Wangerin 
编辑 , 1894). 

全 部 讲义 合 起 来 有 三 大 卷 , 但 其 第 一 卷 一 直 没 有 出 版 

弗 朗 效 . 诺 依 曼 终 其 一 生 的 工作 表明 他 是 一 个 卓越 无 私 的 教师 , 他 的 许多 结果 
没有 自己 发 表 而 给 了 学 生 . 他 常 说 , 要 引导 学 生 , 而 又 不 要 让 他 们 知道 , 这 样 他 们 就 
会 相信 , 是 依靠 自己 的 力量 达到 了 目的 . 

他 从 事 研究 的 两 个 方向 一 -物理 和 数学 一 一 在 他 的 学 生 中 都 有 特别 的 代表 . 第 
一 组 里 面 最 杰出 的 大 概要 算 基 尔 霍 夫 , 第 二 组 里 则 有 他 的 儿子 卡尔 : 详 依 曼 (Karl 
Neumann, 1832 年 出 生 ). 克 革 布什 (1833 年 出 生 ) 和 亨利 希 . 马丁 . 韦伯 (Heinrich 
Martin Weber, 1842 一 1913, 德国 物理 学 家 , 以 下 常 记 为 H. M. 韦伯 ) aa 则 由 于 个 别 
的 工作 , 也 算是 这 一 个 组 里 的 人 物 . 克 莱 布 什 1852 年 关于 “ 椭 球 在 液体 中 的 运动 ” 
的 学 位 论文 ce 就 属于 这 一 类 , 他 1862 年 关于 弹性 理论 的 教 本 (其 中 引述 了 法 国 工 
程 师 圣 维 南 (Saint-Venant) 的 工作 ) 也 是 . H. M. 韦伯 的 关于 方程 
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的 工作 (其 第 一 篇 论文 发 表 在 Mathematische Anmalen, Bd. 1, 1869) 已 经 表明 他 深 
受 黎 曼 的 影响 . 

我 们 要 比较 详细 地 谈 到 基 尔 替 夫 (Gustav Robert Kirchhoff, 1824 一 1887, 德国 
物理 学 家 )， 他 属于 哥 尼斯 保 的 一 大 批 数 学 家 和 科学 家 之 列 , 目 己 就 出 生 于 哥 尼 斯 
堡 . 他 与 这 个 城市 的 关系 更 因为 他 的 妻子 是 里 舱 洛 的 女儿 而 变 得 更 深 . 他 的 学 术 生 
涯 于 1848 年 开始 于 柏林 . 1850 一 1854 年 在 布 累 斯 劳 任 额 外 教授 , 在 那里 他 遇见 了 
化 学 家 本 生 (Robert Wilhelm Eberhard von Bunsen, 1811 一 1899, 德国 化 学 家 ), 并 
于 1854 年 随 本 生来 到 海德 堡 . 在 那里 他 担任 理论 和 实验 物理 的 正教 授 , 直到 1875 
年 . 然后 他 成 为 相 林 科学 院 院 士 . 在 柏林 , 他 一 直 从 事 与 数 学 物理 的 研究 , 于 1887 
年 去 世 . 

一 般 人 主要 是 通过 他 与 本 生 在 谱 分 析 上 的 共同 工作 才 熟 知 基 尔 霍 夫 的 .这些 
工作 是 从 1860 年 左右 开始 的 , 其 重心 是 1861 年 在 柏林 科学 院 发 表 的 论文 “关于 太 


Lal 不 要 与 W. E. 韦伯 (Wilhelm Edouard Weber) 混淆 . 那 是 高 斯 的 合作 者 , 见 本 书 第 1 音 , 16 
页 . 


[91 标题 是 De motu ellipoidis in fluide imcompressibili viribus quibuslibet impulsis, Regiomonti, 


1854 年 出 版 . 
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阳光 谱 和 化 学 元 素 光 谱 的 研究 ”( Untersuchungen iiber das Sonnenspektrum und die 
Spektra der chemischen Elemente). 

基 尔 霍 夫 还 因为 他 写 的 被 广泛 使 用 的 教 本 人 《 力学 教程 》(Lehrbuch der Mechanik) 
而 闻名 , 此 书 第 一 次 于 1874 年 出 版 . 它 因 其 对 于 科学 的 目标 有 上 自己 的 看 法 而 与 众 
不 同 . 基 尔 霍 夫 在 此 书 的 序言 中 说 : 科学 的 目标 “并 不 是 解释 自然 现象 , 而 是 要 完 
全 地 并 且 尽 可 能 简单 地 描述 它们 .” 这 个 提 法 在 广泛 的 轿子 里 迄今 仍然 深 得 赞同 , 特 
别 是 得 到 像 马 赫 (Ernst Mach, 1838 一 1916, 奥地利 哲学 家 和 物理 学 家 ) 那样 的 实证 
主义 哲学 家 的 赞同 . 

这 本 书 的 特点 , 除了 它 的 抽象 以 及 完全 不 提 科 学 以 外 的 概念 , 还 在 于 其 叙述 之 
简要 达到 了 极致 . 它 只 对 空间 与 数值 的 量 进 行 运作 , 而 把 所 有 “人 神 共有 ”的 东西 ， 
所 有 需要 诉 诸 直 党 的 东西 , 统统 舍弃 . 这 样 , 讲 “ 力 ”的 概念 的 时 候 , 他 避免 提 及 肌 
内 的 感觉 , 质量 则 定义 为 一 个 数值 因子 等 等 . 由 基 尔 霍 夫 以 降 , 产生 了 一 种 风格 , 统 
治 数学 物理 达 数 十 年 之 久 . 它 的 主要 规则 是 : 避免 一 切 不 成 熟 的 假设 , 甚至 认为 几 
不 成 熟 的 假设 , 都 要 看 成 是 错误 的 ; 抑制 任何 涉及 个 人 的 东西 一 一 不 论 是 发 现 的 欢 
乐 , 还 是 面 对 着 现象 世界 的 深 不 可 测 的 神秘 而 生 的 好 奇 心 , 统统 应 了 予 禁 止 . 但 是 如 
果 我 们 否定 基 尔 霍 夫 也 具有 感情 和 想象 力 ， 如 他 的 独创 性 的 成 功 的 工作 所 显示 的 
那样 , 那 我 们 就 对 基 尔 霍 夫 不 够 公正 了 . 然而 , 他 认为 教员 不 应 该 流露 出 任何 对 于 
科学 的 惊奇 , 因为 这 会 剥夺 这 位 教员 的 说 服 力 之 可 徘 性 , 或 者 使 他 的 讲课 有 际 可 乘 . 
他 的 讲课 也 服务 于 这 个 思想 : 他 的 写 得 很 流畅 的 讲义 , 全 凭 且 已 的 记忆 , 他 有 时 会 
在 正 讲 着 一 个 字 中 间 停 顿 下 来 , 说 自己 前 面 什么 地 方 讲 错 了 . 

基 尔 霍 夫 的 这 种 苛刻 的 行为 有 许多 例子 可 以 讲 . 例如, 他 在 研究 导线 里 的 电 
流 时 , 顺带 地 发 现 了 W. E. 韦 但 的 法 则 咖 中 的 常数 c 就 是 光速 乘 以 因子 V2. ( 见 
Poggendorff Anmalen, Bd，100, 1857, 即 《 基 尔 霍 夫 全 集 》(Ges，Abh., 131 页 以 
下 ) ). 在 这 里 本 来 已 经 显示 了 我 们 关于 自然 界 的 知识 正面 临 着 取得 巨大 进展 的 契 
机 , 麦克 斯 韦 就 是 从 这 里 出 发 , 完成 了 这 个 伟大 进展 的 , 但 是 基 尔 霍 夫 对 此 则 一 字 
不 提 . 基 尔 堆 夫 的 精力 似乎 总 是 完全 限于 正在 且 己 手头 上 的 事情 ,而 新 发 现 似乎 只 
会 给 他 市 来 有 烦 , 所 以 他 对 于 这 些 新 发 现 甚至 毫 无 兴趣 ， 据 说 当 克 尔 (John Kerr， 
1824 一 1907, 苏格兰 物理 学 家 ) 在 1877 年 发 现 了 现在 以 他 命名 的 现象 时 ( 即 当 光 在 
光滑 的 磁石 表面 上 反射 时 , 其 偏振 平面 会 旋转 ), 基 尔 霍 夫 叫 着 说 :“ 您 是 不 是 没有 
别 的 什么 可 以 发 现 了 ?” 

我 不 能 掩饰 , 我 很 嫌 恶 基 尔 霍 夫 对 竺 科学 的 这 种 看 法 , 因为 它 妨 碍 了 人 们 学 习 
的 兴趣 , 抑制 了 驱动 人 们 作 科 学 研究 的 力量 . 年 轻 的 物理 学 家 对 他 的 这 种 看 法 都 不 
悄 一 顾 , 而 沿 着 完全 不 同 的 道路 取得 了 他 们 的 伟大 成 功 . 然而 我 又 不 得 不 描述 一 下 
以 基 尔 霍 夫 为 代表 的 这 种 处 理 方式 , 因为 我 认为 : 这 里 所 说 的 理解 上 的 冷漠 无 味 并 


bo 见 本 书 第 1 章 20 页 .一 中 译本 注 
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不 是 对 物理 学 作 数 学 处 理 造成 的 , 因为 数学 不 仅 是 理解 的 问题 , 而 颇 为 本 质地 是 想 
象 力 的 问题 . 

正如 我 已 经 说 了 的 , 基 尔 霍 夫 这 种 无 效 的 态度 并 没有 影响 他 自己 的 科学 成 就 . 
事实 上 , 他 是 使 得 数学 深入 到 物理 学 中 取得 最 重要 的 成 就 的 人 物 之 一 . 

基 尔 霍 夫 在 这 方面 最 大 的 成 就 一 一 除了 他 对 谱 分 析 的 成 就 一 一 是 :他 是 第 一 个 
给 出 热 辐射 定律 的 人 . 他 证 明了 , 所 有 的 物体 , 发 射 的 热量 与 吸收 的 热量 之 比 , 是 绝 
对 温度 的 同一 个 函数 . 而 且 他 在 证 明 这 一 点 时 , 既 用 了 理想 实验 , 又 用 了 特定 的 数 
学 论据 , 例如 用 到 了 傅 里 叶 积 分 为 零 时 , 被 积 函 数 必定 也 为 零 这 个 数学 结论 . 基 尔 
霍 夫 在 此 的 成 就 并 不 因 今 日 的 数学 家 对 他 的 论据 的 批判 (例如 希 尔 伯 特 在 明 斯 特 
(Miinster) 所 作 的 批评 ，Jahresbericht der DMV, Bd. 22, 1 页 以 下 , 1912) 而 缩小 . 在 
基 尔 霍 夫 的 这 些 工 作 中 ,“ 黑 体 ” 概 念 第 一 次 出 现 , 发 表 在 Berliner Monatberichten, 
1859, 即 《 全 集 》571 页 以 下 . 

除了 这 个 基本 成 就 以 外 , 基 尔 霍 夫 还 对 弹性 理论 、 流体 动力 学 和 电学 等 方面 的 
一 些 最 重要 的 问题 给 出 了 出 色 的 解答 . 

基 尔 霍 夫 的 数学 处 理 对 于 当时 已 知 的 资料 的 影响 有 和 多么 深 , 又 怎样 改变 了 它 
们 , 可 以 从 下 面 的 例子 看 到 .欧姆 在 他 1827 年 的 基本 著作 “Galvanic 链 的 数学 处 
理 ” 中 , 应 用 了 不 太 明 确 的 电压 [Spannung] 概念 , 他 是 从 这 样 一 个 想法 出 发 的 , 即 
对 于 一 个 具有 常 值 电压 的 静止 的 导体 (欧姆 认为 这 个 电压 正比 于 密度 [Dichte]), 电 
荷 一 定 是 均匀 地 充满 其 中 的 . 基 尔 堆 夫 第 一 个 发 现 , 电压 就 是 一 种 位 势 , 而 静止 的 
电荷 只 能 分 布 在 导体 表面 以 及 Galvanic 链 的 表面 上 . 

我 总 是 觉得 基 尔 堆 夫 的 这 些 绪 果 中 最 美丽 的 一 个 是 他 平行 地 处 理 了 两 个 问题 : 
一 个 是 无 限 的 细 杆 的 弯曲 与 扭转 问题 , 为 一 个 是 受 驱动 力 的 物体 绕 固 定点 的 旋转 问 
题 ( 见 Crelle 杂志 , Bd，56, 1858, 即 《 全 集 》285 页 以 下 ). 这 是 一 个 罕有 而 又 奇特 
的 情况 , 即 同一 个 公式 可 以 处 理 完全 不 同 的 问题 . 


现在 我 们 转 到 数学 物理 的 新 的 发 展 中 心 , 它 在 长 达 40 年 的 过 程 中 在 柏林 兴起 . 

我 在 前 面 已 经 说 过 , 柏林 的 科学 生活 并 不 始 于 1810 年 柏林 大 学 的 建立 : 宁可 
说 , 这 里 的 科学 生活 是 被 流行 的 新 人 文 主义 和 黑 格 尔 哲学 所 抑制 了 , 直到 19 世纪 
20 年 代 初 年 , 通过 洪 堡 的 努力 , 科学 生活 才 开 始 兴 起 ， 数 学 则 得 到 了 当时 的 高 级 
建筑 专员 (Oberbaurat) 21 克 雷 尔 的 周到 的 呵护 . 对 于 我 们 所 关心 的 那 一 部 分 自然 
科学 , 起 点 则 是 1822 年 东 弗 里 西亚 (Ostfriesland) 82 人 化 学 家 米 采 利 希 (Eilhard 
Mitscherlich, 1794 一 1863, 德国 化 学 家 ) 的 来 到 柏林 . 柏林 大 学 为 了 赞扬 他 的 功绩 专 


52 本 书 英 译本 说 , 克 雷 尔 是 “建筑 方面 的 部 长 architectural minister [Bauratl]” 但 英 译本 第 3 章 
第 76 页 则 说 他 是 建筑 方面 的 高 级 专员 (Building Commissioner [Oberbaurat|). 看 来 只 是 译名 不 
统一 的 问题 一 一 中 译本 注 

23 就 是 德国 下 陕 克 森 州 北海 沿岸 的 地 区 . 与 待 兰 接壤 .一 一 中 译本 注 
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门 在 校园 里 为 他 并 了 雕像 . 

米 采 利 希 在 物理 学 与 化 学 的 边缘 上 工作 . 从 他 的 学 派 里 出 现 了 第 一 批 柏林 的 物 
理学 家 ; 他 们 都 是 纯粹 的 经 验 主 义 者 , 自觉 地 反对 当时 占 统治 地 位 的 思辩 哲学 . 他 们 
中 最 重要 的 当 属 马 格 努 斯 (Heinrich Gustav Magnus, 1802 一 -1870， 德国 物理 学 家 ) 和 
波 根 多 夫 (Johann Christian Poggendorff, 1796 一 1877, 德国 物理 学 家 ), 二 人 从 1834 
年 起 都 是 额外 教授 . 后 者 的 名 声 则 因 他 所 编辑 的 《4 物理 年 刊 》(Anmalen der Physik) 
这 份 杂志 [3 而 为 人 周知 ， 波 根 多 夫 原 是 一 名 药剂 师 , 而 且 始 终 忠 于 自己 实干 的 本 
性 . 马 格 努 斯 的 教学 活动 主要 表现 在 他 的 讨论 班 (Colloquium) 上 一 -我 本 人 也 在 
1869/70 学 年 参加 过 这 个 讨论 班 一 一 它 在 很 大 程度 上 是 下 一 代 物 理学 家 的 来 源 . 马 
格 努 斯 很 关心 他 的 学 生 需 要 做 实验 , 就 把 自己 的 私人 实验 室 开放 公用 , 那 时 人 们 还 
不 知道 公用 的 物理 实验 室 为 何 物 呢 . 

同一 时 间 , 柏林 的 自然 科学 又 在 另 一 个 部 门 兴起 , 这 是 由 于 来 日 莱 茵 河 地 区 的 
生理 学 家 绢 勒 (Johannes Peter Miiller, 1801 一 1858, 德国 生理 学 家 , 他 生 于 莱茵 河 
边 的 科 布 伦 蒋 (Koblenz), 所 以 说 他 是 来 自 莱 茵 河 地 区 ), 他 在 1824 一 1833 年 在 波恩 
工作 以 后 , 又 来 到 柏林 , 并 有 重大 的 影响 . 他 谨慎 地 把 日 己 限 制 在 本 专业 的 范围 之 
内 , 他 也 知道 怎样 激励 自己 的 许多 学 生 . 因为 他 必须 与 一 种 只 关心 实验 的 纯粹 经 验 
主义 倾向 作 斗 争 , 所 以 他 的 作用 主要 是 在 精确 理论 的 基础 方面 . 

在 这 样 的 影响 下 , 新 一 代 科 学 家 成 长 起 来 了 . 1845 年 , 其 中 6 位 年 轻 人 建立 了 柏 
林 物 理学 会 (Berlin Physikalische Gesellschaft) 这 个 小 小 的 团体 . 成 立 这 个 组 织 的 推 
动力 来 自生 理学 家 爱 米尔 . 亨利 希 : 杜 波 瓦 - 雷 蒙 (Emil Heinrich du Bois-Reymond,， 
1818- 1896, 德国 生理 学 家 ). 学 会 是 由 卡 斯 滕 (G. Karsten, 1820 年 出 生 ) 组 织 起 来 
的 , 后 来 (从 1848 年 起 ) 卡 斯 滕 在 基 尔 (Kiel, 德国 北部 面临 波罗的海 的 一 个 海港 城 
市 ) 的 气象 服务 和 其 他 工作 中 施展 才能 . 

这 个 年 轻 的 学 会 在 卡 斯 滕 的 指引 下 做 了 下 面 的 工作 : 首先 是 出 版 了 《物理 学 
进展 》(Fortschriftte der Physik), 内 容 是 对 每 年 的 物理 学 文献 作 一 报告 一 一 此 后 它 
成 了 不 可 少 的 知识 库 , 后 来 的 《数学 进展 》(Fortschriftte der Mathematik) 就 是 以 
它 为 模型 办 起 来 的 ; 其 次 是 编辑 一 部 综合 全 面 的 “物理 百科 全 书 ”( Enzyklopddie der 
Physik), 当然 , 此 事 并 未 完成 .“ 全 书 ” 由 单 篇 文章 组 成 , 但 其 价值 不 一 , 其 中 也 有 一 
些 名 篇 , 例如 北 姆 填 兹 的 “生理 光学 ”(Physiologische Optik). 

更 多 的 年 轻 科 学 家 ,物理 学 的 未 来 领导 人 ,也 参加 到 这 个 组 织 里 来 ， 其 中 最 
杰出 的 是 雍 姆 霍 效 (Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz, 1821—1894, 德国 
物理 学 家 )， 当 他 在 波 次 坦 担任 军医 时 , 就 于 1847 年 向 物理 学 会 第 一 次 提出 了 他 
的 能 量 守恒 理论 . 和 他 在 一 起 的 还 有 工兵 军官 西门 子 (Ernst Werner von Siemens， 
pal 其 实在 波 根 多 夫 1824 年 接手 掌管 杂志 的 编辑 以 前 , 就 已 经 有 了 这 份 杂志 , 由 Gilbert 主编 


所 以 入 们 称 之 为 Gilbert Anmalen, 而 在 波 根 多 夫 接 手 后 , 人 们 称 之 为 波 根 多 夫 年 刊 (Poggendorff 
Annalen). 波 根 多 夫 主 编 这 份 杂 志 达 42 年 之 入- 中 译本 注 
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1816 一 1892, 生 于 汉诺威 附近 , 德国 发 明 家 和 工业 家 , 也 是 柏林 物理 学 会 成 员 ). 西 
门 子 参加 了 1848 年 对 丹麦 的 战争 , 因为 在 基 尔 港 布 设 电 起 爆 水 雷 立 了 大 功 , 而 声 
名 更 起 ，1849 年 , 他 和 哈 尔 斯 克 (Johann Georg Halske, 1814 一 1890, 一 个 非常 有 
才能 的 德国 工匠 ) 合作 建立 了 一 个 现在 世界 闻名 的 电气 企业 , 就 是 西门 子 公 司 ( 开 
始 是 叫做 西门 子 一 哈 尔 斯 克 电 报 建 设 公 司 )， 在 西门 子 写 的 很 有 可 读 性 的 《 回 
忆 录 》 (Lebenserinnerungen，Berlin, 1893) 一 书 中 , 对 于 这 个 发 展 作 了 很 有 趣 的 讲 
述 . 物理 学 会 的 另 一 个 重要 性 绝 不 稍 次 的 成 员 是 当时 做 Gymnasium 教师 的 克 劳 修 
斯 (Rudolph Julius Emmanuel Clausius, 1822 一 1888, 出 生 于 当时 属于 德国 的 波 美 
朗 尼 亚 (Pomerania) 省 的 科斯 林 (K6slin) 城 ， [现在 该 城 属 于 波兰 , 并 改名 为 科 沙 林 
(Koszalin). 但 是 克 劳 修 斯 仍 被 公认 为 德国 物理 学 家 ], 我 们 已 经 谈 过 他 建立 热力 学 
第 二 定律 的 伟大 功绩 . 他 在 自己 的 论文 “ 论 热 的 驱动 力 ”( Uber die bewegende Kraft 
der Wirme) (Poggendorff} Anmalen, Bd，79, 1850) 中 , 把 萨 迪 . 卡 诺 的 正确 的 东西 
和 错误 的 或 者 陈述 得 不 完全 的 东西 区 别 开 来 了 . 这 件 事 , 马赫 在 他 关于 热力 学 历史 
的 著作 2 中 赞扬 为 “人 类 智慧 的 了 不 起 的 成 就 ”. 

基 尔 霍 夫 也 属于 这 个 热情 洋溢 的 天 才 人 物 的 圈子 . 由 于 首都 相 林 的 兴起 , 他 们 
的 自愿 联合 的 坚定 的 合作 也 进一步 发 展 起 来 , 创造 了 罕有 的 智慧 生活 的 百花 齐 放 ，. 

我 们 这 样 就 见 到 了 这 个 团体 的 高 符 人 云 的 人 物 雍 姆 霍 效 , 对 于 他 我 要 更 详细 地 
介绍 . 他 在 科学 史上 非凡 的 地 位 , 是 由 于 他 有 具有 一 种 少见 的 、 多 方面 的 、 深 入 透彻 
的 才能 , 数学 在 他 的 成 就 里 起 了 重要 的 作用 , 我 们 当然 对 于 这 一 方面 更 感 兴趣 . 

交 姆 霍 兹 是 一 个 Gymmnasium 教师 的 儿子 , 1821 年 生 于 波茨坦 . 他 遵照 父亲 的 
意愿 为 了 尽快 获得 独立 而 且 持 久 的 饭 硕 就 去 学 医 . 他 进 了 设 在 柏林 的 军医 学 院 2al ， 
这 里 素 有 “ 苗 转 ”之 称 . 1842 年 他 以 “无 养 椎 动物 的 神经 系统 的 构造 ”(De fabrica 
systematis nervosi evertebratorum) 为 题 的 论文 毕业 ， 而 因 有 规定 ， 去 波 获 坦 当 了 和 军 
医 . 亥 姆 堆 效 所 有 的 数学 知识 都 是 自学 得 到 的 . 有 一 个 小 故事 很 能 说 明 , 有 像 他 这 
样 倾 问 的 人 , 在 他 的 职业 环境 中 得 到 的 理解 是 何等 的 少 : 他 有 一 位 军队 里 的 上 司 ， 
在 得 知 他 写 了 一 篇 论文 “ 论 力 的 守恒 ”以 后 , 对 他 说 , “您 终究 摘出 了 一 点 实 实在 在 
的 东西 了 ”, 因为 这 位 长 官 把 “ 力 ” 理 解 为 军队 的 “战斗 力 ”,“ 和 守恒” 就 是 保持 军队 
的 战斗 力 ! 

经 过 洪 堡 的 推荐 , 效 姆 霍 效 在 1848 年 成 了 柏林 的 解剖 学 博物 馆 的 助手 , 一 年 以 
后 又 成 了 哥 尼 斯 您 大 学 的 生理 学 教授 ; 他 也 是 这 个 学 科 在 波恩 大 学 (1855 年 ) 和 海 
德 堡 大 学 (1858 年 ) 的 领 凑 人 物 . 海德 堡 时 期 可 能 是 亥 姆 霍 效 创造 活动 的 顶点 . 在 


[24] E, Mach, 《 热 的 理论 原理 少 (Die Principien der Wiérmelehre, Leipzig, 1896).， 一 一 庞 加 莱 在 他 
的 《热力 学 》(Thermodynamigque) 一 书 的 114 页 中 说 : 克 劳 修 斯 独立 地 重新 发 现 了 卡 诺 原 理 . 

i25) 具体 说 是 腓 特 烈 - 威廉 大 沉 医 药 和 外 科学 研究 所 . 它 与 相 林 大 学 是 互相 独立 的 , 但 是 地 点 在 
一 起 . 所 以 亥 姆 霍 效 有 机 会 在 柏林 大 学 去 听课 . 按 规定 , 这 里 的 学 生 毕 业 后 一 定 要 到 军 中 服役 , 所 
以 后 来 亥 姆 霍 效 又 到 波茨坦 去 当 军 医 .一 中 译本 注 
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这 里 , 他 的 兴趣 越 来 越 转向 物理 学 , 使 得 他 在 1871 年 , 即 他 50 岁 时 , 到 了 相 林 成 
为 物理 学 的 主要 领导 人 物 . 1888 年 他 退出 学 术 活 动 , 然后 任 帝 国 物 理学 与 技术 研究 
所 的 主席 , 转 而 从 事 行政 工作 . 这 个 研究 所 是 按照 西门 子 的 倡议 建立 的 . 他 去 世 于 
1894 年 . 

亡 姆 霍 效 一 生 的 外 在 的 轨迹 也 表现 了 他 的 侍 高 的 成 就 , 这 个 成 就 并 不 限于 某 
一 个 单独 的 方面 . 他 在 世 时 , 在 公众 心目 中 一 直 是 精确 自然 科学 的 真正 代表 , 而 因 
他 得 到 的 独特 的 社会 地 位 ， 就 更 加 如 此 ， 正 是 相应 于 他 的 中 心 的 地 位 , 在 柏林 大 
学 校园 里 , 他 的 雕像 立 在 面 对 街道 的 前 排 雕像 的 中 间 , 两 侧 是 威廉 洪 堡 和 亚 历 山 
大 . 洪 保 两 兄弟 29 的 帷 像 , 后 排 则 是 莫 姆 孙 (Christian Matthias Theodor Mommsen， 
1817 一 1903, 德国 19 世纪 最 重要 的 古典 历史 学 家 , 作家 , 1902 年 诺 贝 尔 文学 奖 获得 
者 ) 和 特 菜 欧 苑 (Heinrich Gotthard von Treitschke, 1834 一 -1896, 德国 历史 学 家 和 政 
治 活 动 家 ) 的 雕像 . 

关于 亥 姆 霍 效 的 天 性 和 著作 , 在 雷 欧 . 哥 尼 希 伯 格 (Leo K6nigberger) 写 的 三 
卷 本 的 雍 姆 堆 效 传记 (Viewesg 出 版 社 1902 一 1903 出 版 ) 里 有 生动 的 描述 2 . 他 的 
科学 著作 有 《科学 著作 全 集 》 (Gesammelte Wissenschaftliche Abhandlungen, 共 3 
卷 , 由 Barth 编辑 , 1882 一 1895). 

净 姆 霍 效 的 特点 就 在 于 他 的 才能 是 多 方面 的 , 而 且 在 各 个 方面 都 非常 强 . 在 他 
喘 上 , 进行 定量 的 实验 , 进行 观测 和 度量 的 特殊 才能 (这 种 才能 在 个 别 工作 中 表现 
得 令 人 了 叹为观止 ) 与 进行 数学 表述 的 才能 (这 种 才能 是 他 自学 得 来 的 ) 结合 起 来 了 . 
他 从 对 各 个 自然 科学 领域 知识 的 非 同 寻常 的 积累 中 , 创造 出 来 一 些 问题 , 而 因为 这 
两 种 才能 的 结合 , 这 些 问题 他 都 能 够 掌握 . 此 外 , 他 进行 哲学 思考 的 才能 和 对 于 生 
活 的 各 个 领域 的 善于 感受 , 使 他 能 创造 出 全 面 的 而 且 统 一 的 世界 图 景 , 而 他 的 研究 
成 果 也 束 有 机 地 纳入 其 中 . 总 的 说 来 , 在 他 号 上 , 概念 性 的 思维 仍然 优 于 直觉 的 感 
受 力 和 创造 的 想象 力 . 亥 姆 起 效 不 像 达尔 文 那 样 , 不 是 一 个 既 能 包容 生命 的 浩 繁 的 
多 样 性 , 而 又 能 把 它们 归结 为 一 体 的 生物 学 家 ; 他 也 不 是 法 拉 第 那样 的 物理 现象 世 
界 的 发 现 者 ; 他 更 不 是 为 数学 而 数学 的 数学 家 . 能 吸引 他 的 , 只 有 伟大 的 科学 整体 
的 框架 里 的 东西 . 

所 以 , 他 的 才能 并 没有 在 狂 话 突起 的 青年 多 产 时 期 消耗 殖 尽 . 它 只 能 缓慢 地 在 
丰富 的 经 验 中 成 熟 , 所 以 直到 老年 仍然 是 新 鲜 生动 . 我 愿 把 亥 姆 霍 效 刻 画 为 典型 的 
普鲁士 人 , 然而 与 弗 朗 艾 . 诺 依 曼 不 同 . 他 与 以 高 斯 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 为 代表 的 德国 


[26] 哥哥 全 名 是 Baron Wilhelm von Humboldt, 1767-_1835, 是 语言 学 家 , 政治 家 和 教育 家 . 在 教 
育 思想 方面 , 他 遵从 裴 斯 泰 洛 齐 . 在 他 任 普 鲁 士 教育 部 长 任 内 , 按照 裴 斯 泰 洛 齐 的 思想 改造 了 普 
鲁 士 的 基础 教育 . 在 高 等 教育 方面 , 他 在 1809 年 创立 了 柏林 大 学 . 他 关于 大 学 教育 的 思想 和 功绩 
已 经 是 众所周知 . 弟弟 的 全 名 则 是 Baron Friedrich Heinrich Alexander Humboldt, 1769--1859. 本 
书 前 面 讲 到 洪 堡 处 都 是 指 的 弟弟 . 两 兄弟 都 有 男 辟 (Baron) 称号 . 中 译本 注 

127] 此 书 有 Dover 出 版 公司 的 剪辑 英 译本 .一 一 英 译本 注 
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南方 人 其 至 是 下 萨克森 人 Wl 也 明显 地 不 同 . 

在 这 里 我 们 只 能 谈 到 交 姆 霍 兹 的 数学 工作 , 而 且 只 是 其 中 最 重要 的 . 按照 上 面 
说 的 , 效 姆 霍 兹 的 成 就 并 不 在 于 找 出 新 的 数学 思想 , 而 在 于 把 已 经 存在 的 数学 思想 
的 “统治 权 ” 扩 大 到 新 领域 中 . 我 们 要 对 交 姆 霍 效 表达 特殊 的 谢意 , 因为 和 其 他 的 
同时 代 人 不 同 , 他 表明 了 数学 思想 在 为 一 般 的 问题 服务 时 , 可 以 取得 何等 非 几 的 成 

首先 要 提 到 的 是 他 1847 年 的 短文 “ 论 力 的 守恒 ”, 这 是 亥 姆 霍 效 声望 的 基础 , 

用 现代 的 用 语 来 说 , 这 篇 短文 说 的 应 该 是 “能 量 的 守恒 ?， 亥 姆 霍 效 把 这 样 一 
个 思想 发 展 了 , 指出 存在 一 个 量 , 我 们 称 之 为 “能 ”, 它 是 始终 不 变 的 , 因而 永 动 机 
(perpetuum mobile) 是 不 可 想象 的 ， 永 动机 就 是 只 需 把 它 的 各 个 部 件 加 以 安排 , 就 
会 从 “无 ”之 中 不 断 生 出 功 来 的 机 器 ， 当 时 这 个 思想 还 只 是 处 于 不 确定 的 形态 中 . 
我 不 想 在 这 里 给 出 这 个 思想 的 历史 渊源 , 因为 可 以 在 许多 地 方 找到 ; 我 只 想 说 , 如 
果 限 于 力学 , 这 个 思想 就 是 了 + UV = hh =const 这 个 命题 , 这 里 是 力学 系统 的 动 
能 , 而 UV 是 位 能 . 如 果 我 们 假设 一 一 最 早 这 样 做 的 是 1758 年 的 波斯 科 维 奇 (Roger 
Joseph Boscovich, 1711—1787, 塞尔维亚 数学 家 、 物理 学 家 和 天 文学 家 等 等 )， 然后 
是 拉 普 拉 斯 在 1820 年 也 这 样 做 了 , 到 1840 年 左右 , 拉 普 拉 斯 的 如 下 的 思想 当时 就 
已 经 相当 流行 , 即 所 有 自然 现象 最 终 都 是 基于 颗粒 状 的 质点 的 互相 作用 , 它们 互相 
吸引 , 其 吸引 力 的 方向 是 两 点 连 线 的 方向 , 吸引 力 的 大 小 则 是 两 点 距离 7 的 某 个 孙 
数 fr). 到 了 这 时 , 说 这 个 守恒 定理 适用 于 自然 现象 整个 领域 就 是 显然 的 了 . 

所 以 , 交 姆 霍 兹 的 问题 不 是 去 找 出 这 个 思想 , 而 是 就 他 能 够 观测 到 的 范围 , 从 
数学 上 把 这 个 思想 贯彻 到 他 所 能 及 的 一 切 自然 过 程 . 在 他 的 1847 年 的 论文 中 , 他 
特别 对 热 现 象 , 静电 、 静 磁 和 电动 力学 现象 等 等 解决 了 这 个 问题 ; 论文 以 对 于 生命 
现象 的 某 些 暗示 结束 . 

与 下 面 就 要 提 到 的 英国 人 的 一 些 工 作 相 联系 , 效 姆 霍 兹 后 来 (1887 年 ) 以 长 
得 多 的 形式 展开 了 他 的 思想 . 在 他 的 论文 “ 论 最 小 作用 原理 的 物理 意义 ”( Uber die 
physikalische Bedeutung des Prinzips der kleinsten Wirkung) 中 , 他 断言 , 力学 的 微 
分 方程 , 不 仅 是 +U = 这 个 积分 , 而 且 它 的 一 切 发 展 , 都 必定 能 够 统辖 所 有 的 目 
然 现 象 . 交 姆 霍 效 的 思想 从 力学 考虑 扩张 到 一 切 物理 现象 , 这 个 过 程 是 从 1847 年 
开始 的 . 很 明显 , 对 于 交 姆 霍 兹 , 这 个 过 程 既 非 谁 强加 于 他 的 , 也 非 仅 仅 是 思想 的 演 
绎 . 他 在 和 我 的 谈话 中 一 一 那 是 在 1893 年 我 们 二 人 一 同 参加 芝加哥 博览 会 的 往返 
路 途中 一 一 两 次 对 我 说 , 这 个 一 般 命题 对 于 他 是 完全 显然 的 . 

甚至 在 “ 论 力 的 守恒 ”中 , 这 个 一 般 命 题 也 是 人 类 智慧 的 一 项 伟大 的 详细 而 明 


23] 下 萨克森 地 区 在 德国 西北 部 , 北 临 北海 , 西 邻 荷兰 和 莱茵 河流 域 . 高 斯 出 生 于 不 伦 瑞 死 , 魏 尔 
斯 特 拉 斯 出 生 于 奥 斯 腾 菲尔德 (Ostenfelde), 还 有 格 丁 根 ， 这 些 都 是 下 萨克森 的 城市 .一 一 中 译本 
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确 的 成 就 . 因为 在 效 姆 霍 兹 以 前 , 人 们 所 写 的 并 不 是 
T+U=h, 


(尽管 拉 格 朗 日 在 他 的 《解析 力学 》(Mécanique Analytique) 一 书 里 是 这 样 写 的 ) 而 
是 =U+h, 或 T-U=h, 这 里 UV 是 所 谓 “ 力 函数 ”, 同时 , 考虑 的 也 不 是 工 , 而 
是 2T 在 初等 情况 下 就 是 mw? 即 上 所谓 的 “活力 ”(vis wuaj2sl ,使 用 这 些 名 
词 以 后 , 以 上 命题 用 文字 来 表述 就 成 了 一 句 很 难 理解 的 话 : 一 半 活 力 减 去 力 函 数 等 
于 常数 . 只 是 通过 效 姆 霍 兹 把 -7 换 成 U, 这 个 定理 才 得 到 更 有 意义 的 形式 , 更 容 
易 处 理 , 更 能 把 思想 弄 明白 , 就 是 动能 和 位 能 两 个 量 之 和 为 常数 ; 这 两 个 量 T 和 UU 
是 完全 对 称 的 , 内 在 地 等 价 的 . 只 有 这 样 才 谈 得 上 “能 量 守 恒定 理 ”. 

交 姆 霍 效 的 论文 并 不 是 一 下 子 就 得 到 人 们 认可 的 . 当时 的 物理 学 潮流 反对 日 
然 哲学 的 鲁莽 仓促 的 演绎 推理 , 对 于 所 有 的 演绎 思想 都 村 有 一 种 强烈 的 反感 , 甚至 
不 信任 . 这 样 , 波 根 多 夫 拒绝 在 自己 的 《年 刊 》 上 发 表 净 姆 霍 兹 的 这 篇 文章 , 只 是 通 
过 爱 米尔 . 享 利 希 . 杜 波 瓦 - 雷 蒙 的 努力 , 这 篇 文章 才 找到 了 发 表 的 地 方 . 

这 种 反感 的 根源 还 是 与 时 代 有 关 . 即 令 今 天 的 读者 来 读 这 篇 文章 , 也 不 会 对 当 
时 的 物理 学 家 的 这 种 反感 觉得 奇怪 . 因为 我 们 今天 已 经 习惯 于 用 “ 力 ” 这 个 词 来 表 
示 质 量 和 加 速度 的 乘积 , 而 亥 姆 电 效 还 在 使 用 “活力 ”(vis viva, lebendige Kraft) 和 
“张力 ”(Spannkraft) 这 些 词 , 他 的 文章 以 力 的 守恒 为 标题 原因 在 此 . 再 者 , 他 的 文 
章 一 开始 就 是 一 些 先 验 的 思考 , 所 以 严格 意义 下 的 自然 科学 家 读 起 来 自然 心 存 抗 
拒 , 当然 不 认为 它 是 有 说 服 力 的 了 . 这 反映 了 康德 的 影 啊 : 允 姆 电 效 的 理想 就 是 从 
最 基本 的 原理 作 纯 粹 的 演绎 . 最 后 , 文中 个 别 的 表述 也 是 克 兢 碰 碰 , 而 不 甚 完全, 这 
也 与 交 姆 堆 效 孤身 独处 波茨坦 , 对 文献 的 接触 只 能 是 片面 的 、 时 断 时 续 的 这 个 情况 
有 关 . 

这 样 , 在 文风 方面 , 交 姆 霍 效 的 这 个 第 一 篇 论文 , 与 高 斯 的 科学 著作 从 一 开始 
就 具有 的 古典 的 完美 性 而 无 可 指责 不 同 , 玄 姆 起 效 在 我 们 将 要 介绍 的 工作 中 , 并 没 
有 , 甚至 也 不 打算 达到 这 一 后 . 这 些 工作 就 是 他 在 海德 堡 时 期 的 对 于 数学 最 重要 的 
伟大 创造 . 

这 些 工作 主要 是 关于 知觉 的 理论 , 关于 了 征 和 眼 的 理论 一 一 由 于 他 共有 非 同 寻常 
的 精细 而 且 优 雅 的 感觉 组 织 能 力 , 又 对 认 知 理论 有 强烈 兴趣 , 他 才 特 别 能 够 创造 这 
个 理论 . 有 两 个 伟大 的 工作 要 在 这 里 介绍 : 


1. 1863 年 : “音调 的 感觉 的 理论 ” (Die Lehre von den Tonempfindungen), 作为 


29] uis viva 是 一 个 拉丁 字 , 它 的 含义 一 直 不 很 明确 , 甚至 因 与 生命 现象 有 关 而 有 一 点 神秘 . 活力 
守恒 思想 的 历史 可 以 追 淹 到 方 希 腊 的 泰利 斯 . 莱 布 尼 北 在 1676 一 1689 年 间 , 认为 一 一 用 现代 语言 
来 说 一 -活力 就 是 mw?, 即 二 倍 动能 . 他 的 看 法 立即 遭 到 笛 卡 儿 和 牛顿 的 追随 者 的 激烈 反对 , 他 
们 二 人 认为 真正 守恒 的 因而 可 以 刻画 运动 的 量 应 该 是 mw, 即 动量 . 这 两 种 观点 都 来 自 具 体 的 力 
学 问题 . 现在 , 这 些 问 题 当 然 完全 清楚 了 . 效 姆 霍 兹 在 这 里 有 重大 的 贡献 .一 一 中 译本 注 
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“音乐 理论 的 生理 学 基础 ”; 


2. 1867 年 :《 生理 光学 手册 》(Handbuch der physiologischen Optik). 与 此 书 有 
关 的 还 有 : 


3. 1865 一 1870 年 : 广为人知 的 《通俗 科学 讲演 集 》(Populire Wissenschaftliche 
Voltrige) 第 一 版 . 这 些 讲 演 是 由 自然 史 和 医学 联合 会 (Naturhistorischmedizinische 
Verein) 组 织 的 , 其 中 包括 了 一 些 困难 问题 , 而 且 写 得 很 流畅 , 使 非 专 家 也 能 懂得 . 


对 于 我 们 , 第 一 本 著作 特别 重要 ; 但 是 为 了 准备 它 而 作 的 数学 物理 工作 更 加 重 
要 . 我 们 这 里 指 的 是 关于 流体 力学 的 两 个 页 献 : 


1.1858 发 表 在 Crelle 杂志 55 卷 上 的 “流体 力学 方程 的 相应 于 涡 旋 运动 的 
积分 ”(Integrale der hydrodynamischen Gleichungen, welche den Wirbelbewegungen 


entsprechen ). 


2. 1860 年 发 表 在 Crelle 杂志 57 卷 十 的 “两 端 开放 的 管 中 的 空气 振动 ” (Luft- 


schwingungen in Rohren mit offenen Enden). 


第 一 篇 文章 包含 了 著名 的 关于 涡 旋 运动 的 一 般 命 题 , 以 及 涡 环 (Kreiswirbel) 的 
特殊 理论 so . 因为 在 那 时 以 前 , 人 们 都 满足 于 所 谓 势 流 运动 , 所 以 这 些 命 题 标 志 着 
所 谓 理想 流体 的 流体 力学 理论 的 一 个 巨大 进展 , 使 它 更 接近 真实 的 现象 . 实际 上 , 流 
体力 学 抗拒 数学 处 理 比 其 他 领域 更 久 , 因为 它 的 微分 方程 是 非 线 性 的 . 甚至 亥 姆 霍 
效 的 处 理 也 还 有 待 改 进 . 我 在 这 里 要 提 到 , 他 的 这 些 命题 在 威廉 . 汤姆 孙 ( 即 开 尔 
文 勋 酷 ). 1868 一 1869 年 的 伟大 论文 “ 论 涡 旋 运 动 ” (On Vortez Motion) 中 推导 得 特 
别 简单 . 在 其 中 还 出 现 了 一 个 关于 流体 的 特性 的 一 个 新 概念 : 流体 沿 一 条 曲线 的 环 
流 . 在 严格 性 方面 , 亥 姆 霍 效 的 工作 也 大 可 推 裔 . 这 个 毛病 是 许多 数学 物理 学 家 的 
特征 , 不 应 在 这 里 过 于 强调 , 因为 比 之 这 些 研究 的 正面 的 价值 , 老 去 追究 这 些 毛病 ， 
不 会 有 什么 很 大 的 油水 . 

第 二 篇 文章 里 包含 了 关于 方程 Aw + ji2v = 0 的 相当 于 格林 函数 在 位 势 理论 
中 的 发 展 的 一 批 命题 一 一 用 我 们 今天 的 语言 来 说 , 就 是 研究 这 个 微分 方程 的 边 值 问 
题 . 这 项 研究 在 今天 的 数学 看 来 也 不 是 很 严格 的 , 其 中 充满 了 没有 弄 明白 的 直觉 , 而 
正 是 因为 如 此 , 它 才 是 开创 性 的 . 

在 1860 年 底 , 亥 姆 霍 效 得 知 了 黎 曼 的 一 些 作 品 . 他 对 这 些 作品 如 此 有 兴趣 , 所 
以 出 外 时 还 带 在 身边 . 把 交 姆 霍 兹 从 生理 学 拉 出 来 的 , 正 是 这 些 作品 ; 它们 的 作用 
超 平一 切 地 把 交 姆 霍 兹 吸引 到 数学 物理 的 问题 中 来 了 . 他 在 1868 年 的 两 篇 文章 可 


30] 狄 利 克 雷 大 约 在 相 辐 时 间 得 到 了 关于 涡 旋 的 同一 个 命题 . 狄 利克 雷 的 研究 在 他 去 世 不 久 后 
即 由 戴 德 金发 表 ( 见 犹 利克 雷 《 全 集 》 第 2 卷 363 页 以 下 ). 
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以 证 明 此 事 : 


1. 发 表 于 Berliner Monatsberichte 上 的 “ 论 流体 的 不 连续 运动 ”(Diskontinuier- 


liche Fliissigkeitbewegungen) ; 


2. 发 表 在 G6ttinger Nachrichten 上 的 “ 论 作为 几何 基础 的 事实 ”( Uber die Tat- 


sachen, die der Geometrie zu Grunde liegen). 


第 一 篇 文章 标志 了 把 流体 力学 引 向 更 加 接近 现实 的 另 一 大 进展 . 它 研 究 了 女 流 
中 射流 (jet, Strahlbildung) 的 自由 的 形成 , 而 且 按 黎 曼 引入 的 方法 , 即 用 共 形 上 映射， 
解决 了 最 简单 的 平面 问题 . 这 个 问题 很 快 就 被 基 尔 霍 夫 向 前 推进 了 

第 二 篇 文章 的 推动 力量 也 是 来 自 黎 曼 的 论文 :“ 论 作为 几何 基础 的 假设 ”(Uber 
die Hypothesen, die der Geometrie zu Grunde liegen). 这 是 黎 曼 1854 年 的 就 职 演 
说 , 但 是 直到 1868 年 才 发 表 . 然而 , 亥 姆 霍 效 的 论文 是 出 于 他 自己 哲学 的 需要 , 所 
以 可 能 交 姆 霍 兹 已 经 在 自己 思想 里 酝酿 很 人 了 . 我 们 已 经 指出 过 , 黎 曼 把 空间 中 的 
统 长 单元 设想 为 一 个 二 次 型 ds? = 》 aikdzidzk, 然后 对 各 个 不 同 的 二 次 微分 形式 
及 其 相应 的 几何 学 进行 分 类 , 北 姆 堆 效 则 更 向 深 处 再 追溯 了 一 步 , 考虑 在 空间 里 是 
否 存 在 可 以 自由 运动 的 刚体 , 为 使 这 个 自由 运动 的 刚体 存在 , 就 必定 要 存在 一 个 特 
殊 类 型 的 二 次 型 作为 ds?. 

最 后 , 我 们 要 考虑 刻 姆 堆 效 作为 一 个 物理 学 家 在 柏林 的 活动 . 正如 我 们 已 经 说 
过 的 那样 , 亥 姆 霍 效 在 那里 有 了 更 高 的 领导 地 位 . 他 在 学 术 上 的 责任 包括 指导 物理 
研究 所 (这 个 所 这 才 第 一 次 有 人 指导 ), 还 有 对 于 实验 物理 作 一 般 性 的 演讲 , 对 数学 
物理 极 不 相同 的 问题 作 专 门 的 演讲 . 这 些 讲演 后 来 由 Konig, Krigar-Menzel, Runge 
和 Richarz 发 表 . 这 中 间 包 括 了 对 理论 物理 的 几乎 所 有 领域 的 非常 可 读 的 讲述 : 涉 
及 离散 质点 组 和 质量 连续 分 布 的 物体 的 动力 学 , 声学 , 电动 力学 和 磁 学 , 光 的 电磁 
理论 和 热力 学 . 

但 是 这 些 讲演 的 书面 讲稿 要 比 口头 的 讲述 具有 更 丰富 的 思想 内 容 . 因为 亥 姆 霍 
兹 的 口头 教学 (包括 讲演 ) 相当 不 高 明 , 他 不 把 听众 和 他 的 同事 一 样 重视 , 不 去 好 好 
备课 , 他 也 不 会 即兴 发 挥 . 这 种 情况 的 原因 可 以 用 他 在 相 林 人 负担 过 重 来 解释 . 领导 
的 责任 总 在 不 断 地 要 求 于 他 : 部 里 有 了 适当 的 问题 总 要 向 他 咨询 ; 他 又 被 派 去 做 代 
表 参 加 各 种 国际 会 议 等 等 , 不 一 而 足 . 此 外 他 还 要 花 一 部 分 时 间 和 精力 去 做 通俗 讲 
演 , 这 也 让 他 在 国内 国外 跑 来 跑 去 , 

尽管 如 此 , 交 姆 露 兹 还 是 能 够 在 实验 室 里 通过 个 别 指导 带 出 了 许多 真正 杰出 的 
具有 自由 思想 而 视野 广阔 、 而 且 能 独立 做 实验 的 学 生 . 其 中 我 们 只 能 举 出 最 出 色 的 ， 
那 就 是 赫兹 (Heinrich Rudolf Hertz, 1857- -1894, 德国 物理 学 家 ). 

在 交 姆 霍 效 起 过 重要 作用 的 大 会 中 , 最 著名 的 是 1881 年 在 巴黎 举行 的 “国际 
电学 大 会 ”, 这 次 大 会 基本 上 是 亥 姆 霍 效 和 威廉 . 汤姆 孙 指 导 的 . 在 法 国 邮电 部 长 柯 
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软 雷 (Cochery) 主持 下 ， 这 次 大 会 确定 了 电学 方面 的 单位 的 国际 标准 一 一 伏特 , 库 
仑 , 安培 , 法 拉 . 遗憾 的 是 辫 姆 瞧 效 未 能 使 大 家 承认 高 斯 和 韦 但 的 名 字 , 尽管 电学 领 
域 中 绝对 单位 的 测量 体系 本 质 上 来 源 于 他 们 . 以 “高 斯 ”之 名 为 磁场 强度 单位 只 是 
后 来 通过 类 国人 的 提议 而 被 接受 的 . 

在 这 里 , 除了 民族 的 因素 起 作用 以 外 , 可 能 还 有 一 个 情况 与 此 有 关 : 那 就 是 W. 
E. 韦伯 的 电磁 定律 在 19 世纪 70 年 代 早 期 引起 过 一 场 大 争论 , 而 亥 姆 堆 效 也 参 于 
其 中 . 现在 我 们 可 以 说 , 这 一 场 反对 卡尔 . 诸 依 坚 的 争论 , 仅 有 的 结果 倒是 回 到 一 
个 古老 的 洞察 之 见 : 即 这 种 问题 不 能 靠 辩论 来 解决 , 只 能 靠 实验 ， 当 赫 北 第 一 次 用 
实验 证 明 , 电力 的 传播 是 需要 时 间 的 , 是 以 波 的 形式 传播 的 , 这 时 韦伯 的 定律 就 被 
殉 服 了 了 . 

交 姆 霍 效 在 相 林 的 年 月 , 是 在 对 数学 物理 的 几乎 所 有 领域 进行 概述 中 度 过 的 ， 
他 处 处 都 要 插 上 一 手 , 鼓励 每 个 领域 的 发 展 . 他 1882 年 在 伦敦 所 作 的 “法 拉 第 讲 
演 ”, 在 我 看 来 , 似乎 是 在 这 方面 最 值得 注意 的 . 在 这 些 讲演 里 , 由 于 电化 学 的 事实 ， 
交 姆 霍 兹 清楚 地 承认 , 必须 对 于 电 赋 以 原子 结构 (但 在 其 他 方面 , 仍然 如 W. E. 韦 
伯 之 所 设想 , 电 是 一 个 连续 体 ). 所 以 电 不 可 能 是 以 太 . 交 姆 瞧 兹 的 这 个 成 就 特别 今 
人 和 奇怪, 因为 尽管 它 是 今天 的 电子 学 说 的 起 点 , 雍 姆 霍 效 在 他 已 经 完成 了 的 工作 中 ， 
仍然 是 唯 象 主义 者 . 

在 结束 对 这 位 杰出 人 物 的 评论 时 , 我 不 能 不 追踪 一 下 他 的 影响 的 局 限 , 至 少 不 
能 不 指出 , 有 一 些 东 西 否定 了 他 的 多 方面 的 理解 . 我 只 指出 一 点 : 由 于 他 的 倾向 于 
概念 化 的 思想 , 对 于 年 轻 奔 腾 的 发 现 精神 , 效 姆 起 效 时 党 抱 着 冷淡 甚至 不 信任 的 沉 
默 . 有 他 那样 非 同 寻常 的 地 位 和 影响 , 他 的 这 种 态度 在 领导 层 中 , 和 在 财政 方面 起 
了 很 大 作用 . 而 事实 上 , 我 们 最 年 轻 的 技术 部 门 清楚 地 深 受 其 害 一 一 我 讲 的 是 航空 
工业 . 玄 姆 霍 效 在 1873 年 的 一 项 工作 中 基于 相似 性 的 考虑 , 对 机 械 飞行 的 可 能 性 
作 了 很 低 的 评价 (尽管 他 有 个 别 结果 还 是 对 的 ). 航空 工业 的 发 展 本 来 会 需要 一 定 
时 间 的 延缓 , 但 是 他 的 这 个 判断 , 引起 了 公众 心目 的 扭曲 , 这 就 使 得 这 个 延缓 变 得 
更 加 漫长 了 . 

遗憾 的 是 , 讲 了 北 姆 稚 效 以 后 , 我 对 数学 物理 在 德国 和 奥地利 的 发 展 的 介绍 只 
好 打住 了 , 这 当然 对 于 其 中 许多 有 价值 的 有 趣 的 成 就 颇 不 公正 . 我 必须 转 到 本 章 
的 最 后 一 他, 即 数学 物理 在 英国 的 成 就 . 虽然 这 与 数学 物理 在 我 们 关心 的 这 一 时 期 
在 德国 的 成 就 有 许多 接触 , 但 总 体 上 说 , 它 却 走 的 是 自己 的 伟大 的 道路 . 


我 们 已 经 提 到 过 自学 成 才 的 格林 (1793 一 1841) (他 有 一 卷 《数学 论文 集 》, 伦 
敦 , 1871), 他 于 1828 年 发 表 发 表 在 诺丁汉 的 第 一 篇 论文 “ 论 数 学 分 析 在 电磁 理论 上 
的 应 用 ”是 开创 性 的 , 但 是 几乎 无 人 注意 . 他 来 到 剑桥 时 , 年 已 40, 他 在 那里 发 表 了 
一 系列 重要 文章 . 我 们 在 这 里 只 想 提 到 关于 “ 椭 球 的 吸引 力 ” 的 一 篇 (1835). 这 项 
研究 比 他 在 声学 和 光学 里 的 重要 贡献 在 数学 上 更 加 有 意义 , 因为 它 研究 的 是 n 维 
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情况 , 这 比 在 德国 开始 研究 n 维 几 何 学 要 早 得 多 . 

可 以 和 格林 并 行 讨论 的 还 有 麦 卡 拉 (James MacCullagh, 1809 一 1847, 爱尔兰 数 
学 家 ), 他 一 直 在 都 柏林 活动 (与 哈密 顿 和 萨 尔 蒙 在 一 起 ). 他 有 杰出 的 几何 才能 , 但 
是 他 的 有 效 的 活动 时 间 很 短 , 因为 他 后 来 自杀 了 . 他 的 《论文 集 》 一 卷 于 1880 年 在 
都 柏林 出 版 . 

特别 值得 注意 的 是 麦 卡 拉 在 1839 年 的 论文 :“ 论 反射 和 折射 的 动力 学 理论 的 
建立 ”( 都 柏林 《 汇 刊 》(Transactions), Vol. 21, 这 一 卷 直到 1848 年 才 出 版 ). 他 在 
这 里 给 了 菲 涅 耳 理 论 一 个 全 新 的 基础 ; 这 篇 文章 是 非常 值得 注意 的 , 因为 就 数学 陈 
述 而 言 , 它 准确 地 预告 了 光 的 电磁 理论 . 我 想 解释 一 下 这 个 奇特 的 发 展 , 因为 它 是 


如 此 接近 今天 的 数学 物理 
令 w,v,w 为 一 个 连续 体 中 的 无 穷 小 位 移 . 以 下 9 个 偏 导 数 

uy 0 BW Pa 
Or Or’ pr Oy 02 

特别 重要 . 从 它们 可 以 做 出 表示 体积 元 素 变 形 的 6 个 量 : 
du dv Bw 
Or Oy Oz 
Ov Ow Ow Ou Ou NW 
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还 有 表示 体积 元 素 的 旋转 (2 倍 旋转 ) 的 3 个 量 : 
Ov Ow Ow Di Ou Du 
Bz Oy’ br 6z Oy Or 
按照 现代 的 用 语 , 前 者 是 一 个 张 量 , 而 后 者 是 一 个 向 量 . 
电学 理论 一 一 同时 还 有 “弹性 ”光学 一 一 最 一 般 的 出 发 点 , 是 假设 弹性 形变 的 
势 是 这 个 张 量 的 6 个 分 量 的 因数 , 特别 是 一 个 二 次 也 数 . 格林 在 他 的 1837 年 的 著 
名 论文 中 详细 阐述 了 这 个 思想 . 
麦 卡 拉 却 与 此 不 同 的 , 他 有 另 一 个 思想 , 以 及 发 表 这 个 思想 的 勇气 , 即 假设 这 
个 函数 同时 还 依赖 于 这 个 向 量 . 例如 , 对 于 晶体 , 他 写 出 了 


Ou Bw\’ Bw auN\” ，1eu Bo\ 
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结果 表明 , 麦 卡 拉 从 一 开始 就 能 够 充分 地 说 明 菲 涅 耳 关于 齐 体 中 的 反射 和 折射 的 理 
论 , 不 加 任何 约束 , 而 完全 这 照 解析 力学 的 规则 1! 
然而 他 遭遇 到 巨大 的 反对 , 一 开始 没 人 理会 他 . 事实 上 , 他 的 途径 是 一 种 纯粹 


唯 象 的 途径 : 建立 一 个 符合 于 通常 力学 格式 和 观察 结果 的 数学 公式 , 但 是 并 不 了 解 
它 的 深层 的 物理 意义 . 从 物理 上 说 , 麦 卡 拉 的 假设 就 是 , 势 这 个 函数 所 依赖 的 , 并 非 
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体积 单元 的 变形 , 而 是 其 相对 于 绝对 空间 的 旋转 , 这 似乎 是 荡 唐 的 . 威廉 . 汤姆 孙 
确实 设计 了 一 种 介质 -一 它 是 一 些 胞 腔 的 框架 , 在 每 个 胞 腔 里 各 放 一 个 2 自由 度 的 
陀螺 一 一 经 过 物理 处 理 以 后 , 至 少 在 一 个 相当 的 时 段 内 , 得 出 了 麦 卡 拉 的 公式 . 

虽然 这 个 解释 实在 牵强 附会 , 虽然 麦 卡 拉 的 公式 只 有 在 与 电磁 的 观念 联系 起 来 
后 才 有 生命 力 , 但 是 它 标志 了 思想 的 转变 , 虽说 是 摸索 前 行 , 而 没有 一 定 目标 , 但 确 
实 是 非常 奇特 而 值得 注意 的 , 所 以 我 不 愿 将 它 略 去 不 提 . 

格林 和 麦 卡 拉 , 就 他 们 的 成 就 而 言 , 只 是 孤立 的 现象 . 数学 物理 在 英国 持续 地 
光辉 地 发 展 , 是 19 世纪 40 年 代 以 后 的 事 , 是 从 剑桥 的 毕业 生 斯 托 殉 斯 (George 
Gabriel Stokes, 1819 一 1903, 英国 数学 家 ) 和 威廉 . 汤姆 孙 的 工作 开始 的 . 

斯 托 克 斯 是 一 个 狭义 的 英国 人 . 1819 年 出 生 于 爱尔兰 的 斯 克 里 恩 (Skreen)， 
1842 年 起 就 开始 发 表 文章 . 他 的 文章 都 收集 在 5 卷 本 的 《数学 和 物理 论文 集 》 
(Mathematical and Physical Papers) 中 (第 5 卷 里 有 瑞 利 勋 事 写 的 一 篇 有 趣 的 纪念 
文章 ). 他 从 1837 年 到 去 世 的 1903 年 都 在 剑桥 , 共 66 年 之 久 . 他 先是 做 一 个 研究 
人 员 , 后 来 则 是 教师 和 行政 人 员 , 他 的 工作 有 深远 的 , 持续 的 和 有 益 的 效果 . 

威廉 . 汤姆 孙 (1824 一 1907), 后 来 授 勋 被 封 为 开尔文 勋 一 ,其实 是 苏格兰 人 , 
但 是 生 于 北 爱 尔 兰 (1824 年 ) 一 一 当时 许多 苏格兰 人 移居 于 此 一 一 的 贝尔 法 斯 特 
(Belfast), 那 时 他 的 父亲 在 那里 当 数 学 教授 . 这 样 , 我 们 就 有 了 一 个 有 趣 的 传承 上 的 
个 例 , 特别 是 , 威廉 . 汤姆 孙 的 哥哥 詹姆斯 . 汤姆 孙 (James Thomson, 注意 , 威廉 . 
汤姆 孙 的 父亲 也 叫 James. 中 译本 注 ) 也 是 一 位 很 不 错 的 理论 家 (他 发 现 冰点 可 
以 通过 加 大 压力 而 降低 )、1832 年 父亲 詹姆斯 . 汤姆 孙 被 格拉 斯 哥 大 学 聘任 , 威廉 就 
在 父亲 的 个 别 指导 下 成 长 . 1834 年 , 当 他 10 岁 时 , 就 进 了 格拉 斯 哥 大 学 一 但 是 必 
须 记 住 , 老 格 拉 斯 哥 的 学 院 只 相当 于 我 们 的 Gymmnasium 的 高 年 级 . 在 1841 年 进入 
剑桥 以 前 , 威廉 . 汤姆 孙 就 在 那里 学 习 . 1843 年 , 他 的 大 学 生活 以 他 去 巴黎 的 旅行 
结束 , 这 次 旅行 对 他 有 很 大 的 影响 . 1846 年 他 又 被 格拉 斯 哥 大 学 聘 为 “自然 哲学 教 
授 ”25 . 直到 1907 年 去 世 , 他 都 在 格拉 斯 哥 , 包括 他 成 为 荣誉 退休 教授 (Emeritus) 
在 内 . 

大 概 只 有 苏格兰 人 才能 理解 威廉 . 汤姆 孙 何 以 终生 停留 在 他 的 故乡 . 格拉斯哥 
是 一 个 巨大 的 制造 业 城 市 , 高 高 的 烟 移 排放 着 它 的 化 学 工业 的 废气 ; 它 位 于 克 莱 德 
河 (River Clyde) 的 非常 平坦 的 盆地 中 , 由 于 苏格兰 的 气候 , 那里 总 是 笼 旱 着 黑色 的 
烟云 . 有 一 条 小 河 开尔文 河 , 是 殉 莱 德 河 的 支流 . 威廉 . 汤姆 孙 1892 年 得 到 的 封号 
“开尔文 屿 事 "” 就 来 源 于 此 

威廉 . 汤姆 孙 终 生 都 在 数学 物理 中 工作 , 或 者 从 事 教 学 , 或 者 从 事 其 工业 应 用 . 
他 的 工作 始 于 1840 年 他 16 岁 时 , 那 时 他 和 父亲 第 一 次 去 德国 旅行 : 他 随身 带 了 一 


831 在 这 里 , 和 在 许多 其 他 地 方 一 样 , 所谓“ 自然 哲学 ”其 实 就 是 物理 学 的 另 一 个 说 法 .一 一 中 译 
本 注 
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本 傅 里 叶 的 《热学 理论 》(Theorie de la chaleur) 边 走边 读 . 也 和 弗 朗 效 . 诺 依 曼 的 
情况 一 样 , 傅 里 叶 的 刺激 也 在 这 块 石 法 上 敲 出 了 火花 . 

这 以 后 就 到 来 了 一 个 丰富 的 多 产 时 期 , 主要 是 一 些 简短 中 肯 的 短文 . 到 结束 在 
剑桥 的 学 习 时 , 他 已 经 发 表 了 16 篇 文章 ! 最 初 一 批 是 纯粹 的 数学 文章 , 涉及 位 势 理 
论 、 静电 学 和 热传导 . 但 是 , 到 了 1845 年 , 威廉 . 汤姆 孙 受 到 巴黎 的 雷 尼 欧 (Henri 
Victor Regnault, 1810 一 1878, 法 国 化 学 家 ) 关于 定量 测量 的 工作 的 有 力 的 激发 . 这 
样 , 他 在 格拉 斯 哥 的 热力 学 时 期 就 开始 了 . 大 约 与 克 劳 修 斯 同时 , 威廉 汤姆 孙 完 
全 认识 到 , 要 使 卡 诺 关于 热机 效率 的 考虑 与 能 量 守恒 协调 起 来 所 会 遇 到 的 困难 . 他 
从 新 近 得 到 的 基本 原理 出 发 , 从 数学 上 做 出 的 电 、 磁 和 弹性 理论 , 也 属于 这 一 时 期 . 

威廉 - 汤姆 孙 的 宏伟 的 , 也 许 是 独 有 的 实践 活动 , 大 约 是 从 19 世纪 50 年 代 
末期 开始 的 , 首先 是 出 现 了 需要 铺设 电报 电缆 带 来 的 机 遇 . 1858 年 , 铺设 了 从 奖 国 
到 美国 的 第 一 条 电缆 , 但 是 失败 了 , 其 原因 如 威廉 . 汤姆 孙 所 确定 的 那样 , 是 由 于 
所 用 的 电流 太 强 ; 1866 年 第 三 次 铺设 成 功 了 ， 这 个 年 代 标志 着 技术 发 展 历史 的 最 
值得 纪念 的 时 期 之 一 . 威廉 . 汤姆 孙 是 这 一 发 展 的 真正 领导 人 物 , 他 通过 制造 可 靠 
的 仪器 , 并 提出 新 的 方法 , 克服 了 所 有 这 些 困难 . 作为 这 项 工作 的 副产品 , 威廉 . 汤 
姆 孙 无 可 比拟 地 改进 了 几乎 所 有 航海 仪器 .没有 他 的 补偿 罗盘 , 没有 他 的 测 次 锤 
(sounding-lead) 等 等 , 合理 的 航海 是 不 可 想象 的 . 

威廉 . 汤姆 孙 通 过 这 些 活动 赚 取 了 大 量 财富 以 及 无 可 比拟 的 声望 . 他 成 了 富 
裕 的 社交 生活 的 一 个 中 心 . 这 使 人 想起 了 交 姆 霍 效 , 甚至 他 迎娶 第 二 位 夫人 都 与 之 
相似 . 这 位 第 二 任 夫 人 是 一 个 擅长 交际 而 又 野心 勃勃 的 女人 . 在 1899 年 我 去 访问 
他 时 , 有 机 会 目睹 这 些 事情 多 么 强烈 地 干预 了 威廉 . 汤姆 孙 的 生活 . 那 一 次 , 他 以 
他 惯 有 的 友好 和 活 牙 而 又 适当 的 兴趣 , 带领 我 到 他 的 实验 室 , 这 时 , 女 主人 出 现 了 : 
从 那 一 瞬间 起 , 所 有 的 个 人 的 谈论 都 停 下 来 了 , 代 之 以 按照 规矩 的 毫 无 亲密 感 的 气 
氛 . 

尽管 这 些 社交 活动 给 威廉 . 汤姆 孙 造 成 沉重 负担 , 他 还 是 时 断 时 续 地 工作 , 其 
至 在 休闲 旅游 的 游艇 上 也 在 工作 . 他 无 休止 地 寻求 对 于 一 切 过 程 作 力 学 的 理解 
这 是 他 终生 的 理想 . 他 的 1884 年 的 “巴尔 的 摩 演 讲 ”(1904 年 出 版 ) 在 这 方面 是 很 
有 趣 的 : 在 其 中 , 他 努力 形成 一 种 思想 , 想 对 以 太 的 与 力学 矛盾 的 性 质 也 作出 力学 
模型 . 威廉 . 汤姆 孙 终 生 反 对 光 的 电磁 理论 . 

英国 把 她 能 够 赐予 自 己 的 名 人 的 一 切 采 党 都 给 了 开尔文 勋 晤 : 1907 年 他 被 国 
芋 于 威 斯 特 敏 斯 特 教堂 . 最 动人 的 是 他 任教 授 50 周年 的 纪念 会 , 有 各 国 的 代表 参 
加 . 庆祝 的 高 潮 是 一 份 祝贺 电报 . 这 份 电报 从 他 的 住 室 发 向 世界 各 国 , 耗 时 13 分 
半 钟 ; 然后 威廉 . 汤姆 孙 的 回电 又 回 到 了 自己 手 上 , 耗 时 8 分 半 钟 . 

开尔文 勋 狠 的 论文 见于 以 下 各 个 论文 集中 : 《关于 静电 和 磁 学 的 论文 集 》, 1 
卷 (Reprint of papers on electrostatics and magnetism, London, 1884);《 数 学 和 和 物 
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理学 论文 集 》, 6 卷 (Mathematical and Physical Papers, Cambridge, 1882); 《通俗 
讲演 集 》, 3 卷 (Popular lectures and addresses, London, 1891). 西 凡 努 斯 . 汤 普 生 
(Silvanus Phillips Thompson, 1851 一 1916, 英国 电气 工程 师 , 以 写作 威廉 . 汤姆 孙 和 
法 拉 第 的 传记 而 闻名 ) 在 1910 年 为 他 写 了 一 本 很 大 的 传记 , 结尾 是 一 篇 很 有 特色 
的 开尔文 勋 历 所 曾 获得 的 奖励 、 出 版 物 和 专利 的 目录 . 格雷 (Andrew Gray) 的 书 
(1908 年 在 英国 出 版 ) 是 一 本 比较 注重 科学 的 较 简短 的 传记 一 一 但 是 完全 是 英国 人 
的 观点 . 

我 想 对 威廉 . 汤姆 孙 的 数学 工作 随意 地 挑选 几 个 作 简 短 的 介绍 . 

他 年 轻 时 期 (1843 一 1844 年 ) 关于 位 势 的 工作 是 很 著名 的 , 它们 是 以 刘 维尔 的 
工作 为 基础 的 . 威廉 . 汤姆 孙 在 这 些 工 作 里 发 现 了 Av = 0 在 反 演 下 的 不 变性 , 而 
由 此 他 进而 得 出 了 所 谓 “ 电 镜像 法 ”, 这 样 就 以 简单 而 且 直 观 的 方法 解决 了 关于 球 
面 或 几 片 球面 的 静电 学 问题 . 他 在 刘 维 尔 的 《杂志 》(JournaD 1847 年 第 12 卷 上 的 
文章 ({ 见 他 的 《关于 静电 和 磁 学 的 论文 集 》, 142 页 ) 立即 由 此 得 出 了 我 们 现在 说 的 
“ 犹 利克 雷 原 理 ”. 

从 他 的 热力 学 时 期 (事实 上 是 大 约 1852 年 ) 的 工作 中 , 我 想 举 出 他 由 热力 学 第 
二 定律 4Q = 83.dS 得 到 的 绝对 温度 的 定义 , 以 及 他 用 改进 了 的 气体 温度 计 控 制 绝对 
温度 的 方法 ; 但 我 更 愿 向 读者 推荐 他 在 《英国 百科 全 书 》(Encyklopedia Britannica) 

上 介绍 整个 热力 学 的 文章 . 

他 关于 地 球 物理 和 航海 的 工作 使 他 与 地 质 学 家 们 激烈 冲突 ， 因为 他 按照 热 传 
导 的 原理 决定 了 地 球 的 年 龄 , 其 方法 与 地 质 学 家 们 的 意见 大 异 其 趣 . 地 球 的 弹性 形 
变 和 潮汐 现象 引导 他 到 达 以 下 的 现在 得 到 公认 的 思想 , 即 地 球 是 一 个 固定 的 硬 的 物 
体 , 而 不 是 一 个 球 壳 包 着 液体 的 核心 . 特别 杰出 的 是 威廉 . 汤姆 孙 对 于 潮汐 理论 的 
页 献 , 以 及 他 宏伟 地 实现 了 潮汐 运动 的 调和 分 析 , 把 它 分 解 为 振动 的 鲜 加 . 我们 知 
道 , 潮汐 的 生成 主要 是 由 于 地 球 对 太阳 和 月 亮 的 位 置 的 变化 ; 但 是 也 大 大 地 依赖 于 
局 部 条 件 , 即 陆地 如 何 包围 海洋 . 威廉 . 汤姆 孙 是 从 一 个 拉 普 拉 斯 就 已 经 知道 的 原 
理 出 发 的 : 如 采 级 数 

>》， ak Sin Ak (t — tx) 


表示 一 个 造成 潮汐 的 天 体 运 动 , 则 在 某 一 点 的 潮汐 本 身 也 可 以 用 一 个 级 数 
>》 Ar sin AR (t 一 TE) 


来 表示 . 这 里 的 hx, Ts 需 从 观测 得 到 , 所 以 自然 地 需要 发 展 出 观测 和 计算 的 程序 . 
威廉 . 汤姆 孙 发 明了 精巧 的 仪器 来 得 出 这 些 “ 调 和 成 分 ", 并 且 机 械 地 把 有 限 多 个 
人 4 sin 和 p(t 一 7%) 这 样 的 项 加 起 来 ; 这 些 装 置 使 我 们 能 够 满意 地 算出 在 指定 地 点 期 望 

得 到 的 现 稼 威廉 . 汤姆 孙 在 这 方面 的 成 就 , 以 及 这 个 半 经 验 理 论 的 进一步 的 发 展 ， 
在 乔治， 达尔 文 (George Howard Darwin, 1845 一 1912, 英国 天 文学 家 和 物理 学 家 ， 
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伟大 科学 家 进化论 的 创始 人 查尔斯 . 达尔 文 (Charles Robert Darwin, 1809 一 1882) 
的 儿子 ) 关于 潮汐 的 书 中 能 够 找到 透彻 的 讲解 . 很 遗憾 , 我 在 这 里 无 法 去 讲 威廉 . 
汤姆 孙 关 于 水 波 问题 的 研究 , 特别 是 关于 在 水 中 放 进 一 个 物体 (例如 船只 ) 所 造成 
的 水 流 运动 问题 ; 请 参看 他 的 “通俗 讲演 集 ” 第 3 卷 , 450 页 . 

这 些 成 就 都 在 纯粹 的 力学 的 边缘 上 . 力学 在 理论 和 仪 句 制造 两 个 方面 的 进展 
都 大 大 有 赖 于 威廉 . 汤姆 孙 . 我 已 经 提 到 过 他 对 玄 姆 霍 效 的 涡 旋 理论 的 简化 与 发 
展 ( 见 Edinburgh Transactions, 1868, 69 页 ). 对 于 制造 仪器 的 特殊 的 喜爱 , 引导 威 
廉 . 汤姆 孙 去 制造 越 来 越 新 的 仪器 来 证 明 陀 螺 的 运动 及 其 效应 . 格 丁 根 收藏 的 模 
型 一 一 如 回转 仪 、 液 体 陀螺 等 等 -一 都 是 按照 他 的 想法 造 的 . 

威廉 . 汤姆 孙 在 这 些 工作 中 不 仅 是 受到 他 对 实验 的 纯粹 的 喜爱 的 引导 ， 而且 
也 受到 纯粹 思辨 的 兴趣 的 引导 . 他 在 心 且 中 暗地里 想 要 建立 物质 的 一 种 旋涡 理论 : 
世界 就 应 该 理解 为 一 种 充满 了 辫 姆 霍 效 旋涡 的 纯粹 的 流体 ， 这 些 旋 涡 有 的 是 个 别 
的 , 有 的 则 是 不 可 分 离 地 结合 在 一 起 的 一 一 就 如 原子 结合 成 分 子 ， 在 这 个 模型 里 ， 
引力 一 一 这 里 是 勒 杆 日 意义 下 的 引力 9 , 见 对 院 日 (Georges-Louis le Sage, 1724 一 
1803, 瑞士 物理 学 家 ) 1764 年 发 表 在 Journal des savants 上 的 文章 :“ 论 包含 吸引 与 
排斥 的 法 则 ”(Loi qui comprend toutes les attractions et répulsions) 一 一 要 用 极 小 的 
旋涡 与 吸引 的 物体 的 碰撞 来 解释 , 威廉 . 汤姆 孙 还 为 这 种 小 旋涡 起 了 一 个 漂亮 的 名 
字 : “ichthyoid”， 当 然 , 这 个 理论 只 是 一 个 概述 , 从 中 没有 产生 一 点 切实 的 东西 , 但 
是 它 对 于 有 着 敏感 想象 力 的 人 总 是 具有 某 种 魅力 . 

在 威廉 . 汤姆 孙 的 所 有 这 些 思想 产物 中 , 包括 最 奇幻 的 那些 在 内 , 总 是 把 实际 
的 力学 作为 基础 的 ， 正 如 我 们 已 经 提 到 过 的 那样 ,， 威廉 . 汤姆 孙 一 生 了 顽固 地 拒绝 
与 光 的 电磁 理论 发 生 任 何 关 系 ; 他 之 所 以 这 样 做 , 是 彻底 地 前 后 一 致 而 没有 政 盾 的 
赫兹 的 1888 年 的 实验 , 来 得 太 晚 , 没有 对 他 产生 很 强 的 影响 . 

作为 本 市 的 结论 , 我 还 想 提 到 一 本 在 英国 很 流行 的 教 本 , 即 威廉 . 汤姆 孙 与 泰 
特 合 写 的 《4 自然 哲学 论著 》(Tyeatise on Natural Philosophy)， 泰 特 (Peter Guthrie 
Tait, 1831- 一 1901, 苏格兰 数学 家 和 物理 学 家 ) 是 哈密 顿 的 特殊 的 学 生 , 后 来 则 是 爱 
丁 保 大 学 教授 . 这 本 书 最 开始 是 在 1867 年 在 牛津 出 版 的 . Wertheim 按照 雍 姆 霍 效 
的 建议 于 1871 年 将 它 译 为 德 文 , 第 二 版 大 为 扩大 , 成 为 两 卷 , 于 1878 一 1883 年 在 
剑桥 出 版 . 不 幸 的 是 , 第 二 版 没有 译 成 德 文 . 

威廉 . 汤姆 孙 与 泰 特 的 这 部 名 著 一 一 美国 学 生 们 戏称 为 工 + T' 一 一 在 文献 中 
是 非常 独特 的 , 因为 它 的 二 位 作者 具有 完全 不 同 的 品质 与 倾向 , 他 们 在 这 本 合 写 的 

[33] 自从 牛顿 提出 万 有 引力 以 来 , 就 有 许多 人 想 要 解释 其 根源 . 勤 陕 日 的 理论 是 其 中 一 种 . 它 是 
一 种 运动 学 理论 , 认为 引力 是 一 种 极 微小 的 看 不 见 的 粒子 , 它们 作用 在 物体 上 , 产生 了 吸引 力 或 
排斥 力 . 这 种 理论 一 直 没 有 得 到 广泛 接受 , 特别 在 广义 相对 论 兴起 以 后 , 大 家 都 认为 它 已 经 被 抛 


奔 了 . 但 是 实际 上 一 直 有 人 在 研究 它 , 甚至 用 它 来 解释 现代 空间 探索 中 的 一 些 问题 . 这 个 脚注 根 
据 的 是 维基 百科 全 书 , 网 址 是 : en.wikipedia.org/wiki/Georges-Louis-le-Sage 中 译本 注 
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书 中 形成 了 最 大 的 对 比 . 

泰 特 是 一 个 教条 主义 者 , 民族 主义 者 , 又 不 缺 书 生气 , 在 实行 自己 的 计划 时 极 
端 小 心 谨慎 而 又 前 后 一 贯 . 他 是 一 个 忠诚 的 四 元 数 派 , 这 一 点 倒是 很 适合 这 种 形象 
的 . 而 汤姆 孙 尽 管 在 其 他 方面 都 愿意 届 从 , 却 绝 不 愿意 哪怕 是 听 到 四 元 数 , 甚至 低 
调 了 的 向 量 形式 他 也 不 允许 出 现在 他 的 书 中 . 

这 本 书 的 框架 结构 和 组 织 都 来 自 泰 特 . 但 是 在 这 张 网 的 网 眼 里 , 威廉 . 汤姆 孙 
还 是 插 进 了 一 些 段 落 , 让 他 的 不 断 更 新 的 思想 自由 流 消 , 就 内 容 而 言 , 这 些 插曲 令 
人 振奋 ; 但 是 它们 是 以 一 种 离 题 的 , 很 难 辨识 的 形式 表述 出 来 的 . 事实 上 , 它们 读 起 
来 很 像 是 从 一 本 笔记 里 草率 摘抄 出 来 的 . 就 它们 的 概略 性 而 言 , 倒是 给 出 了 威廉 : 
汤姆 孙 的 讲演 风格 的 一 个 图 像 . 因为 在 广大 听众 面前 , 威廉 . 汤姆 孙 总 难以 遵循 一 
个 计划 好 了 的 思路 的 线索 , 老 是 被 随时 涌现 的 思想 打 断 . 

从 整体 上 说 , 威廉 . 汤姆 孙 一 泰 特 这 本 书 富有 好 思想 . 它 总 是 引导 读者 对 运动 
过 程 有 一 个 具体 掌握 , 恰好 与 基 尔 霍 夫 类 型 的 力学 相反 . 所 以 , 对 于 独立 的 、 成 熟 而 
且 有 志 于 自己 创造 的 读者 , 这 本 书 雄 有 启发 人 的 好 处 , 我 自己 就 曾经 一 一 既 市 着 很 
大 欢乐 , 又 遇 到 很 大 麻烦 一 一 多 次 读 过 它 的 许多 部 分 . 这 本 书 在 英国 学 生 中 的 名 气 
和 发 行 的 广泛 , 与 这 些 学 生 从 它 实际 得 到 的 好 处 并 不 相应 : 它 对 于 普通 的 学 生 是 太 
难 了 . 我 就 看 到 过 有 人 把 工 +T' 买 来 了 就 放 到 书架 上 ,而 在 想 学 一 所 什么 的 时 候 ， 
再 去 找 更 简单 的 纲要 来 参考 . 

作为 结尾 , 我 想 讲 一 件 足 以 刻画 威廉 . 汤姆 孙 的 教学 方式 的 小 事情 . 他 进 了 教 
室 , 突然 问 学 生 一 个 问题 “dzx/dt 是 什么 意思 ?” 他 得 到 的 回答 只 是 严格 的 逻辑 征 
义 , 他 把 所 有 的 答案 都 挥 之 一 旁 .“ 忘 记 你 们 的 托 德 享 特 吧 , dz/dt 就 是 速度 ”. 托 德 
享 特 (Isaac Todhunter, 1820 一 1884, 英国 数学 家 ) 是 纯粹 数学 在 当时 剑桥 的 代表 人 
物 , [以 写 过 许多 教材 而 闻名 , 他 是 泰 特 和 前 面 介绍 过 的 劳 斯 的 Tripos 辅导 教师 .一 一 
中 译本 注 ] 

可 能 人 们 注意 到 威廉 . 汤姆 孙 和 我 们 的 交 姆 霍 北 有 相似 之 处 , 有 鉴于 二 人 有 不 
少 通信 来 往 和 科学 的 合作 , 例如 1881 年 在 巴黎 的 国际 电学 大 会 上 的 合作 , 他 们 就 
显得 更 加 相似 了 . 对 于 他 们 二 人 作 比 较 研 究 , 是 数学 史 研 究 中 一 个 将 会 大 有 报 偿 的 
问题 . 


本 章 余 下 的 部 分 我 们 要 用 于 介绍 一 位 对 于 数学 物理 的 整个 领域 具有 最 持久 影 
响 的 英国 人 一 一 他 就 是 克拉 克 . 麦克 斯 书 (James Clerk Maxwell, 1831 一 1879, 苏 格 
兰 物理 学 家 ). 和 他 的 伟大 同行 威廉 . 汤姆 孙 一 样 , 麦克 斯 书 也 是 苏格兰 人 . 但 前 者 
的 人 格 特性 是 不 断 地 活动 , 受到 一 个 非常 的 机 构 的 支持 而 不 断 产 出 新 成 果 ; 而 在 麦 
克 斯 韦 身 上 , 我 们 则 看 见 了 一 个 更 加 沉思 的 、 更 加 平和 的 天 性 , 让 新 思想 缓 缓 地 流 
克拉 克 . 麦克 斯 韦 1831 年 出 生 于 爱丁堡 , 但 是 一 生 大 部 分 时 光 , 其 至 他 的 晚 
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年 , 都 是 在 自己 家 庭 的 产业 里 度 过 的 . 不 论 是 驶 他 的 外 在 的 生活 轨迹 而 言 , 还 是 就 
他 的 内 在 的 心路 历程 而 言 , 他 都 代表 了 一 个 很 普通 的 英国 类 型， 一 个 上 流 社会 的 、 
不 显 山 露水 的 学 者 , 有 时 也 担任 公职 . 1850 一 1856 年 ， 他 在 剑桥 学 习 , 然后 在 阿 伯 丁 
(Aberdeen 苏格兰 北海 边 的 一 个 城市 ) 任教 授 直 到 1860 年 , 这 以 后 就 在 伦敦 的 国王 
学 院 直 到 1865 年 . 这 时 , 他 退休 回 到 自己 的 私人 生活 . 然而 1871 年 他 又 掌管 了 卡 
文 迪 什 实验 室 . 这 征 炎 国 第 一 个 独立 的 研究 与 教学 的 物理 实验 室 _ 此 外 在 剑桥 
各 个 学 院 只 有 一 些 比较 小 的 物理 实验 室 _ 它 与 物理 学 的 现代 发 展 有 着 不 可 分 割 
的 联系 . 不 幸 的 是 , 麦克 斯 书 因 病 于 1879 年 48 岁 时 , 英 年 早 逝 . 

我 要 对 卡 文 迪 什 实验 室 多 说 几 句 话 , 它 对 下 文 很 是 重要 . 实验 室 因 之 命名 的 京 
利 . 卡 文 迪 什 (Henry Cavendish, 1731 一 1810, 英国 物理 学 家 和 化 学 家 ) 1731 年 出 生 
于 法 国 尼斯 (当时 他 的 全 家 在 此 ), 1810 年 在 伦敦 去 志 . 他 是 一 个 很 有 钱 的 无 公职 的 
人 , 德 文 都 公 珊 (Duke of Devonshire) 家 族 的 亲戚 终生 从 事 很 详尽 的 物理 和 化 学 
研究 ; 在 提出 与 解决 问题 上 , 他 时 常 走 在 时 代 前 面 . 他 的 科学 著作 , 关系 到 电学 问题 
的 部 分 , 是 由 麦克 斯 韦 在 1879 年 出 版 的 . 正 古 由 于 麦克 斯 韦 的 倡议 , 建立 了 卡 文 迪 
什 实 验 室 , 并 设置 了 卡 文 迪 什 实验 物理 学 教授 资金 主要 来 自私 人 来 源 ea . 麦克 斯 
韦 是 第 一 任 领导 人 , 他 去 世 后 , 由 瑞 利 勋 盘 继 任 (1879 一 1884); 玉 利 勋 珊 在 自己 的 任 
期 内 , 和 他 的 前 任 一 样 , 成 了 英国 数学 物理 的 领导 人 . 在 此 我 仅 举 出 他 写 的 两 卷 本 
的 《声学 理论 》(Theory of Sound) 一 书 (1877- 1878 年 出 版 ) 以 及 1894 年 毛 的 发 
现 . 在 瑞 利 勋 栈 以 后 , 领导 职位 传 给 J. J. 汤姆 孙 ， 他 现在 仍然 在 此 职位 上 ; 他 对 于 
物理 这 门 科学 也 具有 中 心 的 重要 性 . 

坎 佩 尔 和 加 内 特写 过 一 本 详细 的 麦克 斯 韦 传 , 1882 年 在 伦敦 出 版 (L. Campbell 
and W. Garnett, The Life of James Clerk Mazwell), 主要 着 重 麦 克 斯 韦 的 个 人 生活 
方面 .1890 年 麦克 斯 韦 的 《科学 论文 集 (Scientific Papers) 出 版 , 这 是 两 卷 4 开本 
大 书 , 其 中 有 一 篇 科学 上 很 有 价值 的 引言 . 他 的 科学 遗产 还 有 重要 的 《 电磁 通论 》 
(Treatise on Electricity and Magnetism) 一 书 两 卷 , 1873 年 出 版 . 

在 进而 考虑 麦克 斯 书 的 科学 成 就 时 ， 我 们 必须 优先 地 考虑 他 的 最 著名 的 创造 ， 

33] 有 人 说 亨利 . 卡 文 迪 什 是 “最 有 钱 的 学 者 , 最 有 学 问 的 富翁 , 他 确实 是 系 出 名 门 .母亲 是 肯特 
公 图 的 女儿 , 父亲 是 查尔斯 . 卡 文 迪 什 矶 狠 (Lord Charles Cavendish), 是 第 2 任 德 文部 公 尔 之 子 . 
正式 出 资 建立 卡 文 迪 什 实验 室 的 是 当时 剑桥 大 学 的 校长 (Chancellor), 威廉 . 卡 文 迪 什 (William 
Cavendish, 1808 一 1891), 第 7 任 德 文 郡 公 改 . 1871 年 ， 他 用 德 文 郡 公 表 家 的 私产 建立 了 这 个 实验 
室 , 由 麦克 斯 书 负责 筹建 , 而 于 1874 年 建成 , 并 以 享 利 . 卡 文 迪 什 命名 , 以 示 纪 念 . 同时 , 剑桥 的 
各 学 院 共 同 出 资 设立 卡 文 迪 什 实验 物理 学 教授 的 教 职 担任 这 个 教 职 的 人 就 是 卡 文 迪 什 实验 室 
的 学 术 领导 人 , 所 以 卡 文 迪 什 实验 室 也 就 是 剑桥 大 学 的 物理 学 院 而 麦克 斯 韦 就 是 第 一 任 卡 文 迪 
什 实验 物理 学 教授 . 第 二 任 则 是 瑞 利 勋 档 , 任期 1879__1884 年 . 本 书 说 J. J 汤姆 孙 是 第 3 任 , 而 
且 至 今 还 是 . 其 实 J. J. 汤姆 孙 的 任期 虽然 长 达 35 年 , 却 只 到 1919 年 为 止 本 书 是 克 莱 因 的 讲稿 ， 
直到 1926 年 才 由 R. Courant 和 OO. Neugebauer 编辑 出 版 的 . 所 以 克 莱 因 写 出 这 些 讲 稿 的 时 间 应 


在 1919 年 前 . 卡 文 迪 什 实验 室 对 科学 的 发 展 有 卓著 的 功勋 . 从 创立 起 ， 从 这 里 一 共 走 出 了 29 位 
诡 贝 尔 奖 (不 止 是 物理 奖 ) 获得 者 .一 一 中 译本 注 
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即 光 的 电磁 理论 , 由 于 它 还 包含 了 许多 数学 上 有 意义 的 地 方 , 就 更 加 应 该 以 此 为 优 
先 了 . 很 不 幸 , 我 们 不 能 来 处 理 麦 克 斯 韦 的 许多 其 他 的 数学 上 值得 注意 的 工作 , 哪 
怕 提 一 下 也 做 不 到 , 例如 他 关于 “图 形 统计 学 的 基础 ”的 论文 , 关于 土星 环 的 组 成 、 
稳定 性 和 运动 的 工作 , 关于 气体 运动 论 的 工作 (最 后 这 一 项 是 物理 学 家 所 熟知 的 )， 

麦克 斯 韦 关于 光 的 电磁 理论 一 一 说 是 他 把 光 和 电 看 成 同一 要 素 的 不 同 表现 的 
新 理论 更 好 一 些 一 -起源 于 他 力图 用 数学 语言 来 掌握 法 拉 第 (Michael Faraday, 
1791 一 1867, 伟大 的 英国 科学 家 ) 所 建立 的 关于 充满 空间 的 以 太 理 论 的 思想 ， 因 为 
法 拉 第 的 理论 虽然 具有 统一 一 切 的 意义 , 但 是 , 他 的 理论 的 形式 并 不 确定 . 把 这 个 
新 理论 与 现实 世界 连接 起 来 的 事实 与 演绎 的 链条 上 , 决定 性 的 一 环 是 静电 单位 与 电 
磁 单 位 的 关系 . 这 是 W. E. 韦伯 和 老 柯 尔 劳 什 (Rudolf Hermann Arndt Kohlrausch, 
1809 一 1858, 德国 物理 学 家 ) 上 在 1855 年 确立 的 , 但 到 1857 年 才 发 表 : 如 果 把 韦 
伯 定 律 中 代表 速度 的 常数 c 除 以 V2, 结果 正 是 光速 . 

法 拉 第 的 思想 方式 在 两 个 基本 点 上 与 W. E. 韦伯 的 思想 方式 不 同 : 1，W. E. 
韦伯 与 当时 占 统治 地 位 的 自然 哲学 一 致 , 承认 电力 也 是 一 种 超 距 作用 . 法 拉 第 则 相 
反 , 他 的 思想 的 基础 是 : 电 的 作用 是 通过 充满 空间 的 介质 来 传递 的 . 2. 因此 , W. E. 
韦伯 意义 下 的 力 产生 作用 是 瞬时 的 ; 而 在 法 拉 第 看 来 , 力 从 起 源 之 点 传 到 起 作用 之 
点 是 要 花 时 间 的 . 

早 在 1846 年 一 一 正如 法 拉 第 致 菲利普 斯 (Philipps) 的 一 封 非常 值得 注意 的 信 
( 见 Phil，Mag., Vol.28, 345 页 ) 所 证 实 的 那样 一 法拉第 就 怀 着 一 个 幻想 , 即 电 现 
象 和 光 现 象 之 间 有 某 种 联系 ; 不 过 他 说 得 很 不 确定 , 因为 W. E. 韦伯 - 柯 尔 劳 什 关 
于 静电 量度 与 电磁 量度 的 关系 的 工作 当时 还 没有 出 现 . 我 很 高 兴 , 再 一 次 引述 我 在 
第 1 章 里 讲 过 的 一 件 事 : 高 斯 在 1845 年 给 W. E. 韦伯 的 信 中 表达 了 一 种 与 法 拉 第 
追求 的 联系 有 相同 的 方向 的 思想 ( 见 高 斯 《全 集 》, 第 5 卷 629 页 ). 

特别 有 意义 的 是 来 追随 麦克 斯 韦 是 如 何 展 开 这 些 思想 的 . 他 在 3 篇 连续 的 但 
是 缓慢 地 互相 连接 的 文章 里 形成 了 一 个 前 后 一 致 的 理论 . 我 在 下 面 对 这 些 文章 的 评 
述 , 和 我 迄今 所 做 的 事情 一 样 , 是 很 主观 的 , 因为 我 着 重 的 是 给 出 麦克 斯 书 的 思想 
的 次 定性 的 转折 , 而 不 是 历史 细节 问题 . 


1. 第 1 篇 是 麦克 斯 书 的 1855 年 的 文章 “ 论 法 拉 第 的 力 线 ”(Cambridge Philo- 
sophical Transaction,，Vol.10, 即 《 科学 论文 集 》(Seientific Papers), 卷 1, 155 页 以 
下 ), 它 致力 于 表明 , 关于 电 和 磁 的 两 种 理论 , 虽然 一 个 是 基于 远 趾 作用 , 男 一 个 则 
基于 近 距 作用 , 但 是 只 是 同一 个 情况 的 不 同 数学 描述 . 远 距 作 用 理论 用 力 1/r2 来 


834 他 的 儿子 小 柯 尔 劳 什 , Friedrich Wilhelm Georg Kohlrausch, 1840 一 1910, 也 是 一 位 重要 的 物 
理学 家 . 老 柯 尔 劳 什 的 重要 贡献 是 他 在 1855 年 与 W. 韦伯 的 一 项 共同 的 工作 ; 他 们 证 明了 静电 
单位 和 电磁 单位 之 比 是 一 个 速度 , 也 就 是 光速 . 这 一 贡献 对 于 麦克 斯 韦 的 工作 的 意义 自然 是 不 言 
而 喻 的 .一 一 中 译本 注 
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进行 操作 , 法 拉 第 则 看 见 了 由 零点 发 出 的 力 线 织 出 了 全 空间 . 为 了 更 抽象 地 表述 一 
般 思 想 : 我 们 可 以 从 位 势 V 所 满足 的 偏 微 分 方程 开始 来 描述 这 个 关系 . 这 个 方程 
在 全 空间 成 立 , 所 以 我 们 不 必 为 产生 位 势 的 质量 的 位 置 何 在 操心 . 但 是 我 们 同样 可 
以 把 V 表示 为 这 个 方程 的 “ 主 解 ”(principal solutions) ga 之 和 , 例如 在 铺 满 了 一 个 
曲面 (Flachenbelegung) 的 各 个 元 素 上 的 质量 位 势 (Massenpotentiale) 的 积分 . 前 一 
个 概念 的 直观 等 价 物 就 是 力 线 的 形象 , 它 忠 实地 使 得 在 空间 各 点 处 起 作用 的 力 可 以 
看 得 到 , 从 而 也 可 以 得 到 全 空间 的 位 势 ; 而 由 在 给 定点 的 位 势 , 可 以 形式 地 导出 力 
来 , 则 满足 了 第 二 个 概念 的 要 求 . 

从 纯 数 学 和 逻辑 的 观点 看 来 , 这 两 种 表示 法 一 一 在 真空 里 , 二 者 可 以 立即 互相 
导出 一 一 以 及 附属 于 它们 的 概念 是 同样 有 根据 的 . 但 是 法 拉 第 的 观点 有 一 个 很 大 的 
心理 上 的 优点 , 因为 它 把 这 些 关 系 用 可 塑 的 形象 放 在 人 们 脑海 里 去 了 . 对 于 必须 处 
理 这 些 事物 本 身 的 人 来 说 , 这 是 不 可 少 的 . 例如 对 于 电动 机 的 效果 一 一 如 果 不 只 是 
想 对 于 电动 机 议论 一 番 , 而 是 想 为 一 定 的 目的 去 造 一 个 电动 机 的 话 一 一 谁 要 是 不 去 
设想 磁 感 线 的 进程 , 不 去 想象 线圈 在 其 中 运动 的 磁场 , 他 就 不 会 有 生动 的 理解 . 但 
是 我 不 想 在 这 里 谈 到 由 此 发 展 起 来 的 物理 问题 . 


2. 麦克 斯 书 在 1861 一 1862 年 的 论文 “ 论 物理 的 力 线 "(On Physical Lines of 
Force) ( 见 Philosophical Magazime, Vol. 21, 即 人 《科学 论文 集 》(Scientifhic Papers) 第 
1 卷 , 451 页 以 下 ) 中 , 则 致力 于 寻找 充满 空间 的 以 太 的 一 个 数学 模型 , 使 得 能 够 既 
考 虚 到 远 趾 的 电磁 作用 , 也 考虑 到 当 磁 场 变化 时 会 感应 出 电流 来 . 他 得 到 了 以 下 的 
图 像 : ea 有 有 限 多 条 , 可 能 是 很 多 很 多 条 磁 感 线 . 介质 绕 着 其 每 一 条 旋转 , 但 磁 感 
线 本 和 号 则 不 动 . 为 了 避免 误解 , 需要 说 明 , 这 里 的 旋转 并 不 是 我 们 在 力学 中 遇 到 的 
那 种 旋转 , 甚至 也 不 是 雍 姆 霍 效 的 涡 旋 . 想 要 得 到 这 些 旋转 的 完全 的 描述 ,只 要 知 
道 原来 的 坐标 z,y, z 是 怎样 变 成 新 坐标 z',y',z’ 的 就 行 了 : 这 些 旋转 只 能 间接 地 产 
生 一 一 就 是 说 要 通过 邻近 于 z,y,z 的 其 他 的 点 的 旋转 来 把 旋转 传播 出 去 , 这 些 邻 近 
的 点 的 旋转 与 x,y,z 点 的 旋转 稍 有 不 同 . 而 每 一 个 分 子 旋涡 都 有 一 个 旋转 轴 , 它 绕 
着 这 个 轴 旋 转 一 个 角度 和 ,jp,v. 


麦克 斯 韦 把 这 个 过 程 表现 得 如 此 实在 , 使 我 们 今天 仍然 感到 吃惊 . 他 还 想象 ， 
为 了 避免 或 减少 摩 探 ， 存在 一 些 减 少 摩擦 的 滚珠 (Friktionsrollen), 热 在 介质 的 各 个 
旋转 的 部 分 之 间 . 他 把 这 些 很 像 轴 承 里 的 滚珠 的 小 颗粒 , 看 成 电 所 在 的 地 方 . 
麦克 斯 韦 尽管 用 了 很 大 的 力气 , 在 利用 这 些 具 体 的 形象 上 却 没 有 取得 成 功 . 所 
[35] 即 具有 茶 种 奇 性 的 解 , 例如 我 们 党 说 的 基本 解 及 其 衍生 的 解 ; 它们 代表 点 电荷 或 点 偶 极 子 等 
等 中 译本 注 
4 考虑 到 这 里 的 叙述 比较 抽象 , 建议 有 兴趣 的 读者 参看 齐 民 友 等 译 《 现代 世界 中 的 数学 》( 上 
海 教 育 出 版 社 2004 年 ) 中 纽曼 (James R. Newman) 写 的 传记 : “麦克 斯 蔬 ”( 原 书 98-117 页 ), 其 
中 有 这 个 模型 的 具体 解释 . 中 详 本 注 
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以 , 他 抛弃 了 这 些 具体 形象 , 而 转 到 纯粹 唯 象 的 陈述 方式 , 也 就 是 今天 我 们 教 年 轻 
人 所 用 的 方式 . 按照 它 , 充满 空间 的 介质 的 每 一 点 都 是 电场 和 磁场 两 个 向 量 的 承载 
者 , 我 们 知道 它们 的 效应 和 形式 的 联系 , 但 是 对 于 它们 是 否 还 有 更 深 一 层 的 售 义 , 我 
们 就 不 再 妃 究 了 . 

麦克 斯 韦 总 是 对 于 以 下 的 事情 赋 以 很 高 的 价值 :不 要 排除 对 于 电磁 场 的 规律 作 
力学 解释 的 可 能 性 ; 人 们 反而 有 可 能 对 于 场 的 动能 和 位 能 作 某 些 假设 , 再 从 这 些 假 
设 按 照 力 学 的 一 般 规 律 , 引导 出 已 经 知道 的 电磁 效应 . 这 样 , 我 们 今天 如 此 轻 心 而 不 
在 意 地 抛弃 了 的 概念 , 即 力学 是 物理 学 的 基础 这 个 概念 , 麦克 斯 韦 却 是 彻底 地 遵守 
的 . 人 们 轻率 地 抛弃 如 此 重要 的 思想 , 这 个 现象 , 从 基本 上 说 , 正 是 表明 拉 格 明日 所 
创立 的 形式 化 的 力量 经 久 不 减 . 这 个 形式 化 被 充实 以 某 些 概念 的 内 容 , 然而 , 形式 
化 的 创立 者 不 但 没有 掌握 这 些 概 念 , 甚至 对 其 知识 也 完全 不 知 . 经 典 力 学 的 形式 化 
逐渐 地 占领 了 越 来 越 多 的 新 的 遥远 的 领域 , 使 得 我 们 其 至 不 需要 对 于 一 些 现象 的 真 
实 的 基本 事件 有 透彻 的 理解 , 就 能 对 观察 到 的 现象 有 足够 的 掌握 , 这 是 我 们 这 门 科 
学 最 惊人 的 发 展 之 一 . 这 个 体系 在 物理 化 学 中 , 经 过 美国 人 吉 布 斯 (Josiah Willard 
Gibbs, 1839 一 1903, 伟大 的 美国 科学 家 : 物理 学 家 , 化 学 家 和 数学 家 ) 之 手 得 到 了 它 
的 最 近 一 次 伟大 凯旋 ! ( 见 吉 布 斯 在 1876 年 到 1879 年 之 间 的 一 系列 著名 论文 “ 论 
开 类 物质 的 平衡 ”(Om the Equilibrium of Heterogeneous substances, Transactions of 
the Connecticut Academy of hrts and Sciences).) 如 果 拉 格 朗 日 还 活着 , 当 他 看 见 他 
的 量 g 竟然 被 人 用 来 表示 矶 在 一 种 混合 物 中 所 占 的 百分比 , 他 会 怎么 说 呢 ? 


3. 在 这 个 抽象 的 纯粹 唯 象 的 基础 上 , 麦克 斯 书 在 1864 年 完成 了 、 而 在 1865 年 
在 Trans. Royal Society 的 第 155 卷 上 发 表 了 他 的 伟大 论文 “电磁 场 的 动力 学 理论 ” 
(4 Dymamical Theory of the Electromagnetic Field) ( 见 《 科 学 论文 集 》 (Secientific 
Papers) 第 1 卷 , 526 贝 以 下 )， 它 聚 焦 在 建立 起 光 的 电磁 理论 上 , 而 且 预 告 了 许多 不 
同 的 新 关系 . 在 他 1873 年 的 伟大 著作 《 电磁 通论 》 中 , 麦克 斯 韦 把 这 些 新 思想 详细 
地 展开 出 来 了 . 这 本 书 的 各 个 章节 内 容 都 是 丰富 而 且 有 趣 的 , 但 是 全 书 整体 上 很 难 
读 , 因为 它 小 心 翼 翼 地 带领 着 读者 穿 过 各 个 领域 的 被 他 超越 了 的 理论 , 而 没有 对 各 
个 概念 作 系统 的 概略 性 的 详细 说 明 . 

为 了 浅 尝 这 些 材料 , 我 想 说 明 一 下 , 麦克 斯 韦 的 电动 力学 方程 , 在 纯 以 太 情 况 
下 , 与 我 们 前 面 讲 过 的 麦 卡 拉 在 1839 年 用 拟 力 学 方式 对 光学 介质 导出 的 方程 有 何 
关系 , 这 个 关系 是 非 效 吉 拉 德 (George Francis FitzGerald, 1851 一 1901, 爱尔兰 物理 
学 家 ) 首先 指出 来 的 ( 见 London Phil. Trans., Vol. 171, 1880). 

我 从 “哈密 顿 原 理 * 


5 / (TWdt=0 
开始 , 这 里 的 积分 是 取 在 两 个 定 限 之 间 的 .我 们 记 麦 卡拉 的 连续 体 中 的 位 移 为 u,v, w， 
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而 旋 度 的 分 量 为 
Ov Ow Ow du Ou Ov 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


sy Tar Bz “By Or 

麦 卡 拉 假设 我 们 处 理 的 是 各 向 同性 介质 , 而 单位 体积 中 的 位 能 是 

UV = (如 十 祝 十 <6)， 
单位 体积 的 动能 则 是 

了 一 人 (这 十 记 二 如)， 
其 中 的 p 是 密度 . 如 果 令 a2/2 = ,其 中 的 c 后 来 知道 是 光速 , 如 果 再 把 整个 介质 
的 动能 和 位 能 之 值 记 作 了 和 U, 则 由 变 分 理论 可 得 介质 的 运动 方程 (为 简单 计 , 令 
p/2=1) 

5 | drayazat {+ +) (++ )}=0 

(积分 限 为 定 限 ). 由 此 即 可 把 运动 方程 写 为 


1 Ou Bu Ou _20 Ou dw ow 
"(Gr + Oy? 02z2 Or \Or Oy pz/ 
1 Ov OY Ov 0 Ou Ov, Ow 
Tor OR 2) By\0r Oy Gz) 
ty /Pw Pu, Fu) 0 /0u, du, Ow 
cs OO O02) dz\0r WW Gz) 
如 果 对 于 运动 再 加 上 适当 的 初始 条 件 , 附带 地 就 会 有 
Ou Ov Ow 


div (wv,wW) 二 一 十 一 十 一 二 0， 


Ox Dr Oz 
这 样 , 我 们 就 会 有 简单 的 运动 方程 


二 = Au 五 一 人 1 2 
C2 C Cc 


这 个 推导 可 以 写成 非常 优美 和 对 称 的 形式 , 只 要 引入 一 些 辅 助 的 量 , 如 麦 卡 拉 在 他 
的 《全 集 》 的 附录 (188 页 ) 里 所 作 的 那样 . 具体 说 来 , 令 


m=e¢ | sat m=¢ nat w =e | sdb 
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则 变 分 原理 成 为 以 下 形式 : 
6 I dzdydzadt {( 记 十 访 十 祝 ) 一 ( 媒 十 并 十 多 1)} =0， 
而 我 们 会 得 到 两 个 方程 组 , 各 含 3 个 方程 如 下 : 
> (di, 043) = curl (uv, w), 
= ( 多 ) curl (wi, vi, wi) 


我 们 可 以 把 这 两 个 方程 组 的 每 一 个 都 看 成 是 为 一 个 方程 组 的 附加 条 件 . 与 这 两 个 方 
程 组 同时 , 我 们 还 有 


div (u,v,wW) = 0, div (W1, V1, WwW1) = 0. 


这 样 我 们 就 达到 了 我 们 现在 所 称 的 目 由 以 太 中 的 麦 殉 斯 书 方程 .我 要 立即 指 
出 , 麦克 斯 书本 人 并 没有 把 这 些 方程 写成 这 样 显 式 , 是 后 来 才 由 赫 维 赛 德 (Oliver 
Heaviside, 1850 一 1925, 英国 数学 家 和 电机 工程 师 ) 和 赫兹 把 它们 写成 这 个 形式 的 
(请 参看 洛 伦 效 (Hendrik Antoon Lorentz) 在 Enz. 第 3 卷 上 的 文章 , 68 页 , 附注 3 
和 4). 量 wv,w 和 ,ouwl 就 分 别称 为 电场 和 磁场 器 量 的 分 量 ， 关于 这 些 量 , 我 
们 仍然 可 以 就 它们 哪 一 个 代表 电 现 象 , 哪 一 个 代表 磁 现 象 作 一 个 选择 ; 这 个 选择 影 
啊 到 在 两 个 方程 组 中 curl 的 符号 一 一 其 实 这 个 符号 也 可 以 表示 我 们 是 在 右手 抑或 
左手 坐标 系 中 作 研 究 的 . 这 里 所 有 的 关系 式 如 此 对 称 , 也 可 以 从 变 分 原理 中 出 现 的 
积分 表达 式 的 对 称 性 看 出 来 . 这 个 对 称 性 还 与 以 下 的 思想 有 关 , 即 动 能 与 位 能 的 区 
别 并 不 是 那么 本 质 的 , 而 宁可 说 是 由 于 某 些 人 为 的 规定 造成 的 . 

作 了 如 此 过 于 简单 的 报告 以 后 , 我 不 辛 只 好 离开 这 里 的 主题 , 而 就 麦克 斯 韦 的 
性 格 说 几 句 话 , 当然 我 不 能 引证 很 详细 的 证 据 . 

麦克 斯 韦 并 不 是 一 个 很 在 乎 逻辑 上 是 否 无 可 指责 的 人 ; 他 的 论证 有 时 缺少 那 种 
使 人 不 得 不 信 的 力量 . 可 以 说 , 他 的 高 度 发 展 了 的 归纳 思维 , 压 住 了 他 的 演绎 思维 . 
举例 来 说 , 他 在 球 函 数理 论 中 提出 了 一 个 定理 , 即 以 下 形式 的 式 子 

Oh1::.0h,, 

总 是 表示 r 为 一 个 球 肾 数 , 但 是 他 然后 就 不 加 任何 说 明 地 一 一 更 谈 不 上 给 出 证 明 
了 一 一 应 用 了 其 逆 定理 ! 对 于 任 一 个 球 函 数 7, 一 定 可 以 找到 唯一 一 组 n 个 实 方 
问 hi,.… ,hn, 使 得 此 函数 可 以 按照 上 式 求 出 来 , 这 个 定理 是 后 来 西 尔 维 斯 特 证 明 
的 (例如 可 见 Courant 一 Hilbert, Methods of Mathematical Physics, Vol. 1, 514 页 以 
下 ). 

是 什么 使 得 麦克 斯 韦 如 此 极 大 地 时 而 不 群 ? 在 于 他 具有 极 强 的 直观 能 力 ， 有 
时 达到 似乎 是 来 自 上 天 启示 的 程度 , 而 且 这 个 直观 能 力 又 与 丰富 的 想象 力 携 手 同 
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行 . 对 于 后 一 种 品质 , 可 以 找到 大 量 的 证 据 : 例如 他 对 图 解 的 偏好 , 他 对 滚动 曲线 
(Rollkurven) 的 使 用 , 还 有 立体 图 形 的 使 用 , 反 演 的 力 平面 (Krifteplanen) 的 使 用 等 
等 . 在 物理 学 中 , 麦克 斯 韦 也 是 从 直觉 直接 进行 创造 的 天 才 , 从 长 时 期 来 看 , 比 威廉 
: 汤姆 孙 更 伟大 , 更 有 效果 , 而 且 在 非 理性 的 洞察 力 上 远 远 超过 了 威廉 . 汤姆 孙 . 
我 们 现在 就 要 结束 的 关于 力学 和 数学 物理 的 一 章 , 向 我 们 表明 了 , 数学 怎样 和 
物理 学 亦 步 亦 趋 地 同行 , 表明 了 数学 怎样 从 物理 学 得 到 强大 的 推动 . 我 们 追随 着 这 
个 发 展 过 程 , 走 到 了 现代 这 个 时 代 的 起 始点 . 下 一 章 里 我 们 将 再 回 到 纯粹 数学 , 而 
与 第 4 章 结束 时 的 思考 连接 起 来 , 在 第 4 章 里 , 我 们 还 几乎 没有 超越 过 1850 年 . 


黎 曼 和 魏 涉 斯 特 抽 斯 的 复 变 量 
疯 数 的 一 般 理 论 


我 们 现在 回 到 纯粹 数学 , 并 转 到 复 变 量 肾 数 的 一 般 理论 . 对 于 今天 的 数学 的 这 
个 中 心 部 分 的 进一步 发 展 , 我 们 要 归功 于 两 位 德国 学 者 : 歼 曼 和 魏 尔 斯 特 打 斯 . 在 
从 1850 年 到 1880 年 这 段 时 期 , 可 以 感受 到 他 们 的 主要 成 果 . 

只 讲 复 变 函 数论 决 不 能 穷尽 这 两 位 研究 者 的 终身 的 业 绕 . 在 本 章 中 , 我 们 要 反 
复 讲 到 , 他 们 二 人 都 在 不 同 的 其 他 领域 里 作 了 基本 的 工作 . 然而 , 现在 就 来 概略 地 
回顾 一 下 他 们 截然 不 同 的 性 格 和 一 般 的 活动 , 还 是 适当 的 . 

黎 曼 的 直觉 确实 是 光辉 浴 目 . 他 的 无 所 不 包 的 天 才 超 越 了 他 的 所 有 的 同时 代 
人 . 不 论 在 哪个 地 方 , 只 要 他 的 兴趣 被 激发 了 起 来 , 他 都 会 从 头 开始 , 从 不 让 自己 被 
传统 引入 下 途 , 对 那 种 要 求 自己 的 科学 工作 成 为 一 个 体系 的 压力 , 他 也 从 不 屈从 . 

魏 尔 斯 特 拉 斯 则 主要 是 一 个 讲究 逻辑 的 人 . 他 总 是 慢 慢 地 , 系统 地 , 一 步 一 步 
向 前 走 . 只 要 他 做 什么 事 , 他 总 力求 做 成 一 个 形式 确定 的 东西 . 

至 于 他 们 的 外 在 的 生活 轨迹 , 我 们 应 该 看 到 : 歼 曼 在 经 过 一 段 平静 的 准备 以 后 ， 
就 如 滩 眼 的 流星 一 样 画 过 夜空 , 然后 就 熄灭 了 . 他 的 有 效 的 活动 时 期 只 有 15 年 . 他 
生 于 1826 年 , 完成 学 位 论文 是 在 1851 年 , 时 年 仅 25 岁 , 1862 年 患 病 , 然后 英 年 早 
逝 于 1866 年 , 仅 40 岁 ! 

魏 尔 斯 特 拉 斯 的 工作 得 到 成 果 ， 则 来 得 很 慢 ， 他 生 于 1815 年 , 在 1843 年 28 
岁 时 以 关于 解析 阶 弱 消 数 的 工作 (发 表 在 德意志 -克隆 (Deutsch-Crone) 的 Gym- 
nasialtprogramm 上 ) 开始 数学 全 究 , 到 1897 年 , 以 82 岁 高 龄 度 过 了 丰 窗 的 一 生 以 后 
逝世 . 

我 们 要 先 讲 黎 曼 , 尽管 他 出 生 较 晚 , 但 是 他 的 活动 的 高 峰 来 得 比 魏 尔 斯 特 拉 斯 
早 很 多 . 他 与 我 们 这 些 格 丁 根 的 人 也 要 接近 得 多 , 他 的 一 生 和 他 的 工作 都 与 格 丁 根 
不 可 分 割 . 他 在 这 里 开始 学 习 ; 他 在 这 里 毕业 ; 他 在 我 们 这 所 大 学 开始 了 自己 的 生 
涯 , 开始 作为 一 位 自费 讲师 (Privatdozent) 从 事 教 学 , 直到 患 病 为 止 . 黎 曼 是 格 丁 根 
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学 派 的 高 峰 , 这 是 所 有 我 们 这 些 人 的 基础 . 
黎 曼 (Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826—1866) 


我 们 先 来 讲 一 下 黎 曼 的 著作 . 他 的 《 全集》 是 在 身后 由 HH. M. 韦伯 编辑 的 中 . 
第 一 版 于 1876 年 出 版 , 第 二 版 则 于 1892 年 出 版 . 其 中 附 有 黎 曼 最 忠实 的 朋友 戴 德 
金 写 的 棚 棚 如 生 的 传记 口 . 

还 有 一 个 重要 的 补充 就 是 麦克 斯 . 诺 特 和 维 廷 格 尔 (Wilhelm Wirtinger， 
1865 一 1945, 奥地利 数学 家 ) 于 1902 年 编辑 的 《 补 篇 》， 其 内 容 是 黎 曼 的 一 些 讲 
课 笔记 , 据 信 是 在 黎 曼 身后 发 现 的 , 可 以 对 黎 曼 的 全 面 的 洞察 力 给 我 们 一 个 鸟 梧 .B 
这 里 我 们 又 一 次 看 到 科学 的 发 展 如 何 地 依赖 于 一 些 偶然 事件 . 如 果 歼 曼 的 听众 对 黎 
曼 的 思路 早 有 较 深 的 理解 , 或 者 哪怕 是 黎 曼 的 讲稿 问世 较 早 , 数学 的 发 展会 多 么 不 
同 !09 

除 此 而 外 , 还 有 3 卷 讲义 , 可 惜 都 是 由 他 人 编辑 的 . 它们 是 : 


1.《 物 理学 中 的 偏 微分 方程 》(Partielle Differentialgleichungen der Physik) (由 
Hattendorf 编辑 , 1869); 


2. 《引力 , 电 , 磁 》(Schwere，Elektrizitdt，Magnetismus) (由 Hattendorf 编辑 ，- 
1875); 


3. 《椭圆 函数 》( Biptische Funktionen) (由 Stahl 编辑 , 1899). 


仿 微 分 方程 一 书后 来 由 H. M. 韦 但 重 写 . 然而 , 著名 的 《 韦伯 - 黎 曼 /其 实 与 真 
正 的 黎 受 几乎 无 相似 之 处 喇 , 所 以 , 要 想 知 道 黎 曼 的 立场 , 最 好 把 它 完全 于 在 一 旁 . 


0 参与 编辑 的 还 有 戴 德 金 .一 中 译本 注 

1 还 有 谢 林 (Ernest Christian Julius Schering, 1833 一 1897, 德国 数学 家 ) 在 G6tt,， Nach，1867 
上 号 的 纪念 文章 . 此 文 可 见于 谢 林 的 《 全集 》 第 2 卷 , 其 中 还 有 男 一 些 关于 歼 曼 一 生 的 评论 . 

(31 除 有 《 补 篇 了 以外, 还 有 和 歼 曼 的 《手稿 》(Nachlass) 也 逐渐 问世 . 一 个 比较 新 的 版 本 是 由 印度 
数学 家 R. Narasimhan 在 这 些 版 本 的 基础 上 所 编 的 “Riemann Gesammelte mathematische Werke, 
wissenschaftlicher Nachlass und Nachtrage ", 出 Springer Verlag 于 1990 年 出 版 , 其 中 包含 了 正文 
中 说 的 那些 数学 家 的 劳动 . 此 外 , 网 上 可 以 找到 不 少 黎 曼 的 著作 原文 , 大 概 正文 中 说 到 的 都 在 内 
了 . 例如 可 以 参看 www.emis.de/classics /riemann, 其 中 特别 有 《 论 作 为 几何 基础 的 假设 》 这 篇 名 
著 的 W. K. Qlifford 的 发 表 在 “Nature” 杂志 上 的 英 译 本 .一 -中 译本 注 

md 请 参看 麦克 斯 . 诺 特 (M.N6ther) 在 G6tt，Nachr. 1909 上 关于 新 发 现 的 报告 . 

65] 此 书 全 名 是 《数学 物理 中 的 偏 微分 方程 , 依照 黎 量 的 讲义 》 (H. Weber und B. Riemann， 
Die partiellen Differential-gleichungen der mathematischen Physik, nach Riemann) 共 2 卷 , 由 
Braunsweig 的 Vieweg 于 1919 年 出 版 . 其 实 书 名 就 已 经 明说 是 H. M. 韦伯 写 的 书 , 只 不 过 是 “ 依 
照 黎 曼 ”而 已 .一 一 中 译本 注 
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黎 曼 于 1826 年 9 月 17 日 生 于 汉诺威 的 布雷 塞 伦 次 (Breselenz)， 和 阿 贝尔 一 
样 , 他 是 一 个 乡村 牧师 的 儿子 . 他 的 命运 在 许多 方面 都 像 阿 贝尔 , 虽然 他 的 成 长 比 
阿 贝尔 要 慢 得 多 . 歼 曼 身体 屏 弱 , 得 了 准 病 ( 即 结核 病 ), 而 最 终 因 此 类 年 早 逝 . 这 
位 年 轻 的 Dozent 的 羞 性 甚至 是 笨拙 的 举止 常 遭 到 同事 们 的 嘲笑 . 他 时 常 神情 忧郁 ， 
误伤 地 回应 这 些 攻击 . 然而 , 在 黎 曼 身上 找 不 到 如 艾 森 斯 坦 那样 的 精神 错乱 的 真正 
的 痕迹 . 黎 曼 是 在 学 生 时 代 在 柏林 认识 艾 森 斯 坦 的 , 而 后 者 终于 患 上 了 受害 妄想 钙 
和 夸大 狂 . 黎 曼 与 周围 的 世界 完全 了 中 绝 , 过 着 一 种 无 比 丰富 的 内 心 生 活 . 我 们 在 黎 
曼 身上 看 到 一 个 典型 的 亲切 的 天 才 . 从 外 表 看 , 他 是 平静 的 , 而 且 有 点 古怪 ; 但 从 内 
心 看 , 则 是 充满 了 活力 和 力量 . 

此 外 , 黎 曼 的 兴趣 比 起 阿 贝 尔 来 要 广泛 得 多 , 后 者 只 对 所 谓 纯粹 数学 很 热情 . 
黎 曼 的 兴趣 包括 了 数学 物理 , 而 且说 真 的 , 包括 了 对 于 自然 现象 的 整个 的 哲学 解释 ， 
同时 还 带 着 动人 的 笔触 . 请 比较 黎 曼 自己 的 话 ( 见 《 全 集 》, 507 页 加 ) : 

“现在 主要 占据 了 我 的 精力 的 工作 是 


1. 用 一 种 迄今 成 功 地 用 于 代数 函数 、 指 数 或 圆 函 数 、 椭 圆 函 数 以 及 阿 贝 尔 函 
数 的 方法 , 把 虚数 引入 其 他 超越 函数 的 理论 . 我 在 学 位 论文 中 已 经 提供 了 最 必要 的 
一 般 的 预备 性 的 工作 ( 见 这 篇 论文 的 Art. 20). 


2. 与 此 相关 , 还 有 求 积 偏 微分 方程 的 新 方法 , 我 已 把 它 应 用 于 好 几 个 物理 问题 . 


3. 我 的 主要 工作 涉及 已 知 的 自然 界 的 规律 一 -它们 是 用 其 他 的 基本 概念 来 表 
述 的 一 一 的 新 概念 , 由 此 我 可 以 用 热 、 光 、 电 、 磁 的 相互 作用 的 实验 数据 来 研究 它 
们 的 联系 . 我 之 被 引导 到 这 一 点 , 主要 是 通过 人 研究 牛顿 、 欧 拉 的 著作 还 有 赫 尔 巴 特 
的 著作 一 一 人 不 过 是 从 另 一 个 侧面 来 研究 的 一 一 关于 赫 尔 巴 特 , 我 几乎 完全 同意 他 在 
毕业 和 就 职 演说 (1802 年 10 月 22 日 和 23 日 ) 中 提出 的 结果 , 但 是 对 于 他 后 来 的 
思辨 , 我 在 一 个 本 质 之 点 上 与 他 分 道 扬 镰 , 这 样 就 在 自然 哲学 以 及 与 在 心理 学 与 自 
然 哲 学 的 关联 上 与 他 有 了 区 别 .” 


我 要 特别 提请 注意 的 是 , 黎 曼 在 第 3 段 开 始 处 说 的 是 “我 的 主要 工作 ”. 所 以 ， 
黎 曼 对 于 他 的 哲学 思辩 的 自我 评价 , 引 人 注 目地 高 于 他 对 上 自己 在 复 函 数 f(z + iy) 
方面 工作 的 评价 , 而 后 者 对 于 我 们 已 经 是 经 典 的 工作 了 . 

黎 坚 的 一 生 从 外 在 方面 来 看 并 没有 什么 大 的 波澜 起 伏 . 1840 年 到 1842 年 , 他 
进 了 汉诺威 的 Lyceum( 一 个 Gymnasium); 从 1842 年 到 1846 年 则 在 汉堡 的 Johan- 
neum( 也 是 一 个 Gymnasium) 念书 . 在 那里 , 他 还 只 19 岁 半 就 开始 攻读 数学 的 经 典 
著作 , 主要 是 欧 拉 和 勒 让 德 的 著作 . 1846 年 的 复活 节 学 期 , 他 进 了 格 丁 根 , 先是 攻 
读 神 学 , 很 快 就 转 问 数 学 . 他 听 过 施 特 恩 (Moritz Abraham Stern, 1807 一 1894, 德国 


“中 这 里 的 页 码 都 是 第 2 版 的 页 码 ， 
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数学 家 ) 许多 课 , 后 来 施 特 恩 告诉 我 : “ 那 时 , 黎 曼 已 经 像 金 丝 淮 一 样 歌 唱 了 .” 非 常 
奇怪 , 对 于 我 们 简直 是 一 个 谜 的 是 , 黎 曼 与 高 斯 在 科学 思想 上 是 如 此 接近 . 他 不 可 
能 听 过 时 已 年 过 70 的 高 斯 的 许多 课 , 再 说 高 斯 也 很 少 讲课 . 而 且 一 个 年 轻 而 郑 尾 
的 学 生 也 不 可 能 与 高 斯 有 什么 社交 关系 . 高 斯 很 不 愿意 教 课 , 对 于 他 的 绝 大 多 数学 
生 , 化 毫 无 兴趣 , 在 其 他 方面 也 很 难 接 近 . 然而 , 我 们 都 说 黎 曼 是 高 斯 的 学 生 ; 说 真 
的 , 是 他 唯一 的 真正 的 学 生 , 唯一 能 够 深入 高 斯 的 思想 的 学 生 , 这 一 点 , 从 他 的 《 手 
稿 》 中 可 见 大 概 . 黎 曼 与 高 斯 一 样 , 一 方面 总 在 寻求 函数 f(x 十 iy) 与 共 形 映射 的 关 
系 , 另 一 方面 又 寻求 它 与 方程 Av = 0 的 联系 , 再 由 此 进而 又 与 物理 学 的 许多 领域 
有 了 联系 . 可 以 认为 黎 曼 在 超 几 何 级 数 方面 的 工作 , 是 他 们 二 人 确实 是 心有灵犀 的 
第 一 个 证 据 , 他 在 其 中 使 用 了 许多 高 斯 未 曾 发 表 的 思想 , 这 件 事 , 实 非 语言 能 够 说 
明白 的 . 

到 黎 曼 即将 结束 在 格 丁 根 的 停留 时 , 他 正 忙 于 有 关 几 何 学 的 事情 . 那 时 , 即 1847 
年 ， 李 斯 廷 (Johann Benedict Listing,，1808 一 1882, 德国 数学 家 , 高 斯 的 学 生 ) 在 
G6ttinger Studien 上 发 表 了 “关于 拓扑 学 的 初步 研究 ”({(Vorstudien zur Topologie) 
一 文 , 这 里 有 第 一 批 得 到 证 明 的 命题 , 引导 到 一 门 新 的 几何 学 科 一 一 拓扑 学 的 建立 . 
这 门 新 学 科 当 时 称 为 位 相 分 析 (Analysis Situs) 黎 曼 也 是 这 样 称 呼 的 中 一 一 而 
对 于 黎 曼 《 手稿》 的 研究 表明 , 高 斯 也 为 此 花 了 大 量 精力 . 那 时 施 特 恩 正 在 讲 其 他 
的 东西 , 高 斯 则 在 讲 最 小 二 乘 方 法 , 而 年 轻 的 黎 坚 则 用 了 很 集中 的 精力 来 研究 这 些 
几何 问题 . 我 们 只 能 这 样 来 解释 这 个 情况 : 当时 的 格 丁 根 的 气氛 正 是 充满 了 对 这 些 
几何 问题 的 兴趣 , 这 对 才华 横 溢 而 又 非常 敏锐 的 黎 曼 自然 有 不 可 抗拒 的 力量 . 一 个 
人 的 精神 环境 是 多 么 重要 , 比 之 事实 和 具体 的 知识 , 它 对 一 个 人 的 影响 要 强 得 多 ! 

1847 年 的 复活 节 学 期 , 黎 曼 来 到 柏林 , 在 那里 停留 了 两 年 (直到 1849 年 ). 他 在 
那里 听 了 雅 可 比 的 力学 课 , 并 且 从 雅 可 比 那 里 得 到 一 个 建 节 很 可 能 也 只 是 间接 
得 到 的 一 -从 研究 椭圆 函数 转向 研究 “ 阿 贝 尔 函 数 " 一 -其 实 阿 册 尔 并 不 知道 这 个 
词 . 说 真 的 , 阿 贝尔 函数 的 研究 , 当时 已 经 成 了 一 个 热门 话题 . 1846 年 雅 可 比 的 一 个 
学 生 罗 森 爱 因 (Johann Georg Rosenhain, 1816 一 1887, 德国 数学 家 ) 因 对 p = 2 的 椭 
圆 积分 的 工作 而 得 到 巴黎 科学 院 的 大 奖 , 但 是 这 项 工作 直到 1851 年 才 在 Savantes 
Etrangers 上 发 表 . 1847 年 , 格 修 尔 (Adolph G6pel, 1812 一 1847, 德国 数学 家 , 也 与 雅 
可 比 有 密切 关系 ) 关于 同一 问题 的 重要 论文 发 表 在 Crelle 洒 志 的 第 35 卷 上 . 1849 
年 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 布 劳 恩 斯 贝 格 (Braunsberg) 的 Gymmnasialprogramm 上 宣布 了 超 
椭圆 积分 的 一 般 反 演 的 结果 , 发 展 了 第 一 类 和 第 二 类 积分 周期 的 双 线 性 关系 . 在 这 
里 , 我 们 又 看 到 , 前 进 的 基础 已 经 为 黎 曼 铺设 好 了 , 这 方面 的 兴趣 已 经 在 黎 曼 号 上 
孕育 了 , 由 此 , 在 多 年 后 (1857 年 ), 出 现 了 他 的 最 为 光辉 的 关于 阿 贝尔 函数 理论 的 


ml 第 一 次 使 用 拓扑 学 一 词 的 正 是 李斯 廷 一 一 中 译本 注 
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黎 曼 也 去 听 了 狄 利克 雷 的 课 . 雅 可 比 已 经 把 狄 利克 雷 的 主要 材料 给 了 黎 曼 , 但 
是 黎 曼 并 没有 采用 雅 可 比 的 方法 . 在 他 看 来 雅 可 比 过 于 注重 算法 . 男 一 方面 , 由 于 
他 和 狄 利克 雷 有 类 似 的 思维 模式 , 黎 曼 更 感到 与 狄 利克 雷 强烈 地 心心 相 印 ,而 不 可 
分 离 . 狄 利克 雷 喜 欢 在 直 党 的 深 处 自己 把 事情 搞 清 楚 , 同时 也 给 出 基本 问题 的 尖锐 
的 、 符 合 逻 辑 的 分 析 , 但 尽 可 能 地 避免 元 长 的 计算 . 他 的 这 种 态度 更 合 黎 紧 的 口味 ， 
所 以 黎 曼 也 就 采用 了 他 的 方法 . 黎 曼 和 艾 森 斯 坦 (1823 年 出 生 ) 恰好 在 同一 个 学 
期 同 在 柏林 , 艾 森 斯 坦 那 时 正在 开始 自己 的 生涯 , 而 黎 曼 也 和 他 谈 起 把 复 变量 引入 
盟 数 论 的 问题 . 但 是 这 两 个 人 很 难 谈 得 拢 一 一 艾 森 斯 坦 是 男 一 种 类 型 的 很 有 才能 的 
人 , 可 以 说 是 一 个 “公式 人 ”, 他 总 是 从 计算 开始 , 从 中 找到 目 己 知识 的 根源 , 而 不 
能 掌握 歼 曼 关于 复 变 量 的 一 般 思 想 , 而 按 戴 德 金 的 说 法 , 歼 曼 在 1847 年 秋 就 已 经 
有 了 这 些 思想 , 当时 黎 曼 还 只 有 21 岁 . 

1849 年 的 复活 节 学 期 , 22 岁 半 的 黎 曼 回 到 了 格 丁 根 . 那 时 W. E. 韦伯 (高 斯 的 
合作 者 ) 也 才 被 召回 格 丁 根 . 黎 曼 把 W. E. 韦伯 当 作 他 的 父辈 般 的 朋友 ，W. E. 韦 
伯 也 看 到 了 黎 曼 的 天 才 , 于 是 把 黎 曼 拉 去 做 自己 的 学 生 . 1850 年 黎 曼 成 了 才 成 立 的 
数学 -物理 学 讨论 班 的 一 员 , 而 且 很 快 就 得 到 了 Senior 的 位 置 , 有 了 这 个 头衔 , 黎 受 
就 被 W. E. 韦伯 任命 为 物理 习题 课 的 助手 . 这 样 我 们 看 见 黎 曼 和 W. E. 韦伯 的 关 
系 越 来 越 亲密 . 但 这 不 仅 是 外 在 的 关系 , W. E. 韦伯 唤醒 了 黎 曼 对 于 将 自然 规律 作 
数学 处 理 的 兴趣 , 而 且 黎 曼 还 深 受 W. E. 韦伯 提出 的 问题 的 影响 . 不 幸 的 是 , 黎 曼 
对 于 自然 哲学 的 思考 我 们 只 能 得 其 片段 ( 见 黎 曼 《 人 全集》305 页 以 下 ). 然而 即使 这 
些 零星 的 文件 , 也 告诉 我 们 , 年 轻 的 黎 曼 的 工作 有 多 大 的 独立 性 : 他 脱离 了 W. 也 . 
韦伯 的 思路 , 建造 起 自己 的 世界 . 

黎 曼 以 为 空间 是 充满 了 连续 的 物质 ( 黎 曼 的 用 语 是 “StofP) 的 , 这 种 物质 能 够 
传递 引力 、 光 和 电 的 作用 . 他 从 一 开始 就 有 过 程 在 时 间 中 延伸 的 思想 . 可 以 在 高 斯 
给 W. E. 韦伯 的 私信 里 找到 高 斯 关于 这 个 主题 的 评论 一 一 但 是 高 斯 请 求 W. E. 书 
伯 切 勿 告知 他 人 . 现在 我 又 要 问 , 黎 曼 是 从 哪里 得 到 这 个 思想 的 ? 这 正 是 前 面 说 到 
过 的 : 一 般 气 氛 对 于 敏锐 的 思想 的 那 种 神秘 的 影响 , 既 不 能 否定 , 又 无 法 清楚 地 掌 
握 . 歼 曼 部 分 地 走 在 麦克 斯 韦 的 前 面 . 例如 在 上 一 章 结 尾 处 我 们 讲 到 麦 卡 拉 的 光学 
的 变 分 问题 . 黎明 有 可 能 知道 麦 卡 拉 的 工作 . 

黎 曼 是 这 样 来 看 待 引 力 (Schwerewirkung) 的 : 他 认为 是 一 种 充满 空间 的 连续 
的 物质 , 具有 速度 势 V, 它 流 入 质点 就 产生 了 引力 , 而 且 变 成 “精神 -物质 ”( Geistes- 
这 是 一 个 非常 特别 的 概念 . 

歼 坚 想 把 引力 与 光 联 系 起 来 , 这 一 点 可 以 从 他 的 《全 集 》538 页 看 到 . 我 不 清 
楚 这 个 概念 是 怎样 产生 的 , 也 不 知道 怎样 把 它 与 今天 的 最 前 沿 的 理论 联系 起 来 . 

最 后 , 到 1851 年 底 一 一 当时 黎 曼 是 25 岁 一 一 黎 曼 的 学 位 论文 出 来 了 :“ 单 复 变 
量 的 函数 的 一 般 理论 基础 ? (Grurdiagen fiir eine allgemeine Theorie der Funktionen 


masses ) 
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einer kompleren Gr6sse) ( 见 《 全 集 》3 页 ). 我 们 在 下 面 还 要 详细 地 去 讲 它 , 但 我 
现在 要 指出 一 件 事 一 一 说 来 也 怪 一 一 它 当 时 并 未 引起 注意 . 

等 了 几乎 3 年 , 到 1854 年 夏 , 黎 曼 才 就 职 , 但 是 是 以 两 项 无 比 光 辉 的 成 就 就 职 
的 , 这 就 是 他 的 就 职 论 文 :“ 论 函数 之 以 三 角 级 数 表示 的 可 能 性 ” (Uber die Darstell- 
barkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe) ( 见 人 4 全集 227 页 以 下 )， 
以 及 就 职 演说 :“ 论 作为 几何 基础 的 假设 ” (Uber die Hypothesen, welche der Geome- 
trie zu Grunde liegen) ( 见 《 全 集 》272 页 以 下 ). 这 两 篇 文章 都 到 1868 年 歼 曼 去 世 以 
后 , 才 由 戴 德 金发 表 在 Abhandlungen der Keonigl. Gesellschaft der Wissenschaften, 
Gottingen, Bd. 13 上 ; 后 来 则 一 字 不 改 地 收入 《 全 集 》. 

看 到 这 位 年 轻 的 Dozent 要 与 多 么 大 的 困难 斗争 , 能 使 他 满意 的 成 功 又 是 多 么 
稀少 , 真 令 人 黯然 神伤 . 1854 年 夏 , 他 写 信和 高 兴 地 告诉 他 的 父亲 , 他 现在 的 学 生成 了 
一 个 大 班 -一 -一 共 8 个 学 生 ! 到 了 11 月 , 他 又 报告 说 他 现在 开始 与 学 生 有 了 接触 ， 
而 做 出 妥协 又 多 么 使 他 困窘 . 他 第 一 次 讲课 是 讲 偏 微分 方程 , 这 是 紧 紧 地 以 狄 利 克 
雷 为 基础 的 , 这 样 , 他 总 算 开 了 一 门 正 规 的 课程 . 

1855 年 高 斯 去 世 , 由 犹 利 元 雷 继任 其 教 职 , 而 黎 曼 在 相 林 就 已 经 认识 他 了 . 黎 
曼 ， 肯 定 是 在 狄 利 克 雷 的 支持 下 ， 才 胆敢 从 上 自己 的 研究 领域 中 选取 教 课 的 主题 . 
1855/56 学 年 冬季 学 期 , 他 讲 单 复 变 也 数 , 特别 是 椭圆 函数 和 阿 贝尔 函数 , 他 的 讲义 
有 3 人 审核 : 戴 德 金 , 谢 林 和 皮 叶 克 尼 斯 (似乎 是 Carl Anton Bjerknes, 1825- 一 1903， 
挪威 数学 家 , 在 格 丁 根深 受 犹 利克 雷 影响 , 研究 流体 力学 、 电 动力 学 等 数学 物理 问 
题 . 他 的 儿子 Vilhelm Frimann Koren Bjerknes 也 是 数学 家 , 从 事 流 体力 学 的 数学 理 
论 研 究 , 终于 成 了 气象 学 家 , 现代 天 气 预 报 的 前 能 人 物 一 一 中 译本 注 ). 在 1856/57 
学 年 冬季 学 期 , 黎 曼 仍然 教 同 一 门 课 , 但 是 重点 在 超 儿 和 何 级 数 和 相关 的 超越 函数 . 

黎 曼 的 伟大 著作 , 就 是 发 表 在 Crelle 杂志 , Bd，54, 1857 上 的 “ 阿 中 尔 通 数理 
论 ”(Theorie der Abelschen Funktionen), 以 及 发 表 在 G6tt，Abh., Bd. 7, 1857 上 的 
“对 于 可 以 表示 为 高 斯 级 数 店 (a,，B, YY ; 7) 的 函数 理论 的 贡献 ”(Beitrige zur Theorie 
der durch Gaussche Reihe F(a, 8, Y ; +) darstellbaren Funktionen), 就 是 来 自 这 些 
课程 的 讲义 的 . 它们 所 起 的 作用 犹如 一 项 上 天 的 启示 , 引起 了 同事 们 的 不 加 保留 的 

以 后 几 个 学 期 , 黎 曼 部 分 地 重复 了 这 些 课程 . 但 是 他 对 这 些 主题 的 进一步 的 发 
展 , 因为 黎 曼 不 想 发 表 , 所 以 只 以 别人 的 笔记 这 种 有 缺陷 的 形式 为 世人 所 知 (请 与 
麦克 斯 . 诺 特 和 维 廷 格 尔 为 《 全集》 所 编 的 《 补 篇 》(Nachtrige) 四 比较) 我们 以 
后 还 会 回 到 这 个 问题 上 来 . 


1857 年 秋 , 黎 曼 成 了 格 丁 根 的 额外 教授 , 当时 黎 曼 31 岁 , 这 可 能 仍 是 由 于 狭 利 
克 雷 的 推荐 , 因为 狄 利 元 雷 一 直 是 支持 黎 曼 的 ,1859 年 狄 利 死 雷 去 世 后 , 黎 曼 得 到 


8] 脚注 2 中 提 到 的 R. Narasimhan 所 编 的 歼 曼 全 和 集 里 面 已 经 收入 了 这 些 材 料 一 一 中 译本 注 
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了 空缺 的 正教 授 职位 . 

1857 年 到 1862 年 是 黎 曼 的 创造 性 的 高 峰 , 这 一 点 只 要 看 一 看 他 的 《 全集》 的 
目录 就 可 以 明白 . 1859 年 他 的 著名 论文 “ 论 小 于 一 给 定数 的 素数 的 个 数 ”( Uber die 
Anzahl der Primzahlen unter einen gegebenen Grosse) 问世 , 这 是 直到 现今 的 许多 工 
作 的 基础 . 此 文 于 1859 年 11 月 发 表 在 《柏林 科学 院 月刊 》(Monatsberichten der 
Berliner Akademie) 上 , 而 和 歼 曼 在 1859 年 就 被 提 名 为 柏林 科学 院 的 通讯 院士 . 这 篇 
论文 的 基础 是 所 谓 的 5- 也 数 . 黎 曼 对 于 它 的 零点 提出 了 一 些 很 明确 的 猜想 , 这 些 
猜想 虽然 经 过 了 最 为 热心 的 努力 , 迄今 仍 未 完全 解决 . 

狄 利克 雷 去 世 以 后 , 黎 曼 再 次 受到 W. E. 韦伯 的 强烈 影响 . 黎 曼 在 他 的 讲课 
和 研究 中 重 又 回 到 数学 物理 , 原因 可 能 就 在 这 里 , 还 有 他 对 于 目 己 的 正教 授 的 责任 
的 观念 . 这 一 点 可 以 从 Hattendorf 所 编 的 书 看 出 来 . 这 些 书 有 很 大 的 缺点 ， 因 为 
Hattendorf 未 能 全 面 地 理解 黎 曼 的 天 才 . 黎 曼 的 内 在 发 展 则 可 以 从 他 1860 年 发 表 
的 论文 “ 论 有 限 振幅 的 平面 空气 波 的 传播 ”( Uber die Fortpflanzung ebener Luftwellen 
von endlicher Schwingungsweite) ( 见 《 全 集 》157 页 ), 以 及 他 1861 年 送 交 巴黎 科学 
院 的 论文 “ 论 热 传导 的 一 个 问题 ”( Uber eine Frage der Wiérmeleitung) 中 看 到 . 黎 
坚 在 后 文中 发 展 了 现在 用 于 相对 论 的 全 套 二 次 微分 形式 的 工具 . 

黎 曼 能 够 享受 自己 的 力量 和 伟大 , 时 间 仅 只 3 年 . 1862 年 婚 后 不 久 , 就 因 严重 
的 受 寒 而 病 倒 . 由 于 W. E. 韦伯 的 出 面 , 他 得 到 政府 的 津贴 而 能 去 意大利 疗养 一 段 
时 间 . 可 是 , 疾病 并 未 离 身 . 他 已 经 开始 了 许多 科学 工作 , 但 是 再 也 不 能 去 完成 了 . 

1866 年 7 月 20 日 , 黎 曼 在 马 乔 雷 湖 (Lago Maggiore) 边 的 塞 拉 斯 卡 (Selasca， 
属于 意大利 , 在 瑞士 与 意大利 边界 上 ) 离开 人 世 , 硬 于 附近 的 小 村 庄 比 干 佐 拉 (Bi- 


ganzola). 


在 对 歼 曼 的 外 在 的 生活 轨迹 作 了 回顾 以 后 , 我 要 按照 黎 曼 在 他 的 学 位 论文 中 提 
出 , 又 在 其 后 的 工作 中 进一步 展开 的 方式 , 比较 深入 地 介绍 他 关于 复 函 数 f(z 十 iy) 
的 一 般 理 论 . 不 幸 的 是 , 这 里 一 一 和 在 本 书 其 他 地 方 一 样 一 一 我 只 能 给 出 一 些 例子 ， 
限于 提出 黎 受 的 一 些 最 本 质 的 , 和 他 特有 的 成 就 , 而 不 能 进入 细节 . 

但 在 刻画 黎 曼 特有 的 函数 理论 之 前 , 我 要 预先 作 一 个 可 能 使 人 吃惊 的 说 明 : 黎 
曼 在 图 数论 中 还 作 了 一 些 并 不 符合 他 的 典型 的 理论 框架 的 重要 成 就 . 我 要 引述 的 
是 : 


1. 他 的 上 面 提 到 的 1859 年 关于 小 于 一 个 给 定 的 数 的 素数 个 数 的 论文 . 所 谓 黎 
受 6 一 明 数 s(c + 认 ) 是 用 一 个 解析 表达 式 表 出 的 , 具体 说 , 是 用 一 个 无 穷 乘积 来 表 
不 的 . 这 个 乘积 又 被 化 成 一 个 定 积分 , 而 后 者 又 可 以 通过 改变 积分 路 径 来 估 值 . 整 
个 程序 其 实 是 柯 西 式样 的 函数 论 . 

作 过 了 这 一 个 草率 的 说 明 以 后 , 我 就 要 把 6 一 函数 理论 放 在 一 边 了 , 不 论 这 个 
主题 多 么 有 趣 多 么 重要 . 我 这 样 做 , 是 因为 这 个 工作 , 说 实话 , 并 没有 展示 黎 曼 的 个 
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性 , 而 我 们 就 是 想 把 这 个 个 性 揭示 出 来 , 再 说 , 我 无 论 如 何 也 不 可 能 把 这 个 讲义 编 
得 很 完备 . 

2. 在 黎 曼 的 1857 年 关于 阿 贝 尔 函 数 的 论文 的 一 开头 , 他 就 突然 提出 了 具有 p 
个 变 元 的 罗 -函数 , 而 且 后 来 还 作 了 许多 计算 . 黎 曼 是 从 雅 可 比 那 里 继承 了 这 些 问题 
的 , 但 是 自然 也 是 独立 地 加 以 处 理 的 . 一 般 说 来 , 优化 的 片面 性 与 黎 曼 是 完全 格格 
不 人 的 ; 他 是 只 要 手头 有 什么 方法 , 就 统统 拿 来 为 自己 所 用 , 他 把 最 最 多 样 的 方法 
都 用 于 推进 和 澄清 自己 的 问题 


3. 黎明 在 他 的 函数 论 里 也 使 用 固 级 数 多 (z 一 a), 所 以 也 可 以 说 , 是 在 走 魏 尔 斯 
特 拉 斯 的 路 子 . 函数 和 朝 级 数 的 联系 很 早 就 被 认识 到 了 , 而 这 些 事情 的 理论 也 可 以 
追溯 得 很 远 . 我 想 简短 地 说 一 下 , 黎 曼 手边 究竟 有 些 什 么 方法 可 用 . 拉 格 庆 日 在 他 
1797 年 的 《解析 元 数论》(Théorie des fonctions analytiques) 一 书 里 ,就 是 以 笑 级 
数 为 出 发 点 的 . 如 果 一 个 函数 可 以 展开 为 割 级 数 , 拉 格 朗 日 就 称 之 为 解析 函数 ; 但 
他 只 是 形式 地 运用 徊 级 数 , 而 不 为 收敛 性 问题 操心 . 对 于 他 , 一 个 级 数 只 不 过 是 无 
穷 多 个 系数 的 一 种 格式 ; 这 样 , 他 对 导数 的 定义 也 纯粹 是 形式 的 . 拉 格 明日 的 这 些 
发 展 直到 今天 还 有 影响 “解析 函数 ”一 词 也 是 拉 格 庆 日 造 的 -- 一 我 想 , 在 他 的 心目 
中 , 解析 函数 无 非 就 是 “在 分 析 ( 即 解析 ) 中 有 用 的 函数 "一 一 这 个 名 词 直 到 今天 还 
在 用 , 但 是 这 个 概念 现今 的 内 容 已 经 与 当时 很 不 相同 了 . 

1812 年 高 斯 就 超 几 何 级 数 这 个 例子 处 理 过 收敛 性 问题 

柯 西 在 1821 年 的 《分 析 教 程 》(Cours d’Analyse) 中 处 理 了 可 展开 性 的 一 般 问 
题 , 而 且 发 现 了 凡 寡 级 数 在 复 域 中 都 有 收敛 圆 . 在 这 本 讲义 的 第 一 部 分 里 , 我 详细 
地 讲 过 这 些 事 中 . 

向 前 作 一 个 简短 的 展望 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 伟大 成 就 正在 于 拿 起 了 拉 格 朗 日 已 经 
固定 化 成 为 公式 的 思想 , 使 之 完善 , 并 且 注 入 了 精神 . 我 马上 就 要 仔细 讲 , 魏 尔 斯 特 
拉 斯 把 在 一 个 有 限 区 域 里 收敛 的 级 数 多 (z 一 a)] 作为 思考 的 起 点 , 并 称 之 为 一 个 “ 函 
数 元 素 ”. 如 果 几 个 “函数 元 素 ”的 收敛 圆 有 相 重 部 分 , 而 在 这 个 相 重 部 分 里 它们 又 
相等 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 则 按照 他 的 “解析 拓展 原理 ” 把 这 些 “ 函 数 元 素 ” 依 序 排列 . 于 
是 , 解析 函数 [解析 二 字 是 中 译本 加 的 一 一 中 译本 注 ] 就 以 某 一 个 “函数 元 素 ” 的 一 
切 解析 拓展 的 集合 而 出 现 了 . 这 里 , 我 们 可 以 容易 地 掌握 黎 曼 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 对 
待 直觉 上 是 有 区 别 的 . 对 于 黎 曼 只 是 辅助 手段 的 东西 , 对 于 魏 尔 斯 特 拉 斯 却 是 基本 
原理 , 并 通过 计算 的 方法 来 推动 思想 的 发 展 . 

讲 过 了 这 些 插 话 以 后 , 我 要 回 到 黎 曼 , 并 且 尽 可 能 简短 地 刻画 他 的 典型 的 思路 ， 
看 一 看 他 的 思想 是 如 何 通过 1851 年 的 学 位 论文 和 1857 年 的 两 篇 伟大 著作 ( 阿 贝 
尔 函 数 和 超 几 何 级 数理 论 ) 而 胜利 地 形成 . 


9 本 书 原 是 克 菜 因 的 和 若 于 次 讲稿 , 经 他 人 编辑 而 成 . 因此 , 哪 是 它 的 第 一 部 分 已 难于 分 辨 . 从 内 
容 上 看 , 第 2 章 关 于 柯 西 的 一 节 (67-70 页 ) 正 是 讲 的 这 些 事情 .一 中 译本 注 
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首先 是 单 复 变量 的 解析 函数 [解析 二 字 是 中 译本 加 的 一 一 中 译本 注 ] f(z) 的 定 
义 : ww 二 纪 十 io 称 为 复 变 量 zx 十 记 的 解析 函数 , 如 果 在 最 简单 的 连续 性 和 可 微 性 的 


假设 下 , 有 
Ou Ov Ou Ov 


oz Oy’” Oy Ox 

成 立 的 话 . 这 时 一 定 有 Av = 0, Av = 0. 

今天 , 人 们 以 少 有 的 谨慎 心理 , 把 这 个 方程 组 称 为 柯 西 - 黎 受 微 分 方程 , 因为 人 
们 在 柯 西 的 工作 里 也 找到 了 它 . 但 是 它 本 身 要 古老 得 多 , 例如 在 18 世纪 中 时 , 在 达 
朗 贝 尔 的 工作 中 它 就 已 经 现 映 , 而 实际 上 可 能 出 现 得 更 时 no . 这 样 , 并 不 是 黎 曼 发 
现 了 它们 . 

本 质 的 东西 在 于 , 歼 曼 把 它们 用 作 他 的 发 展 的 起 点 , 从 而 把 一 方面 是 数学 物理 
和 另 一 方面 是 几何 , 连接 了 起 来 . 我 们 要 比较 确切 地 解释 这 一 点 . 

按 净 姆 堆 效 的 说 法 , 我 们 称 必 为 x, 了 平面 上 的 流体 (不 可 压缩 流体 ) 的 速度 势 
(而 96u/6z,0u/6y 就 是 速度 分 量 ), 而 称 v 为 相应 的 流 函 数 (Str6mungsfunktion). 

但 是 在 数学 物理 很 不 相同 的 部 门 中 , 都 会 出 现 这 样 的 wu, v, 而 其 含义 很 不 相同 . 
如 果 想 的 是 稳 恒 电流 , v 就 称 为 静电 势 (这 是 基 尔 截 夫 以 后 的 叫 法 , 在 这 以 前 , 欧姆 
则 把 它 叫 做 张力 (Spannung)); 如 果 想 的 是 稳 恒 热流 , 则 wv 就 是 温度 (这 在 傅 里 叶 的 
工作 中 就 可 以 找到 ). 

男 一 方面 则 还 有 几何 解释 . 由 柯 西 - 黎 受 微分 方程 可 以 推导 出 dw+iv)/ad(z+iy) 
仅 依赖 于 点 z 十 iy, 而 不 依赖 于 dz 十 idy 的 方向 ; 即 是 说 , 重 把 这 个 函数 看 成 由 z, y 
平面 到 v，v 平面 的 映射 , 则 它 是 “ 共 形 ” (conformal) 的 . 黎 曼 应 用 了 所 有 这 一 切 ， 
正如 高 斯 在 他 以 前 做 过 的 那样 . 但 是 黎 曼 同时 还 把 它 作 为 自己 思想 进一步 发 展 的 
源 果 , 并 且 力 求 在 这 里 往 深 处 探索 , 看 这 个 或 者 男 一 个 概念 是 否 自然 的 . 

我 愿 从 更 一 般 的 视野 来 看 竺 这 件 事 . 时 常 有 这 样 的 事情 , 即 应 用 对 于 理论 是 富 
有 上 成果 的 . 微分 学 的 兴起 是 一 个 光辉 的 例子 . 一 个 点 的 运动 及 其 速度 本 来 就 是 先 验 
地 存在 着 的 ; 牛顿 从 中 抽 引 出 了 “ 流 数 ”的 概念 . 与 此 相似 , 曲线 以 及 它 在 一 点 处 的 
切线 的 存在 , 马上 就 可 以 看 到 是 显然 的 . 莱 布 尼 效 的 dr, dy 就 是 从 这 里 出 来 的 . 我 
们 在 这 里 看 见 了 , 无 穷 小 计算 生长 出 来 的 原来 的 起 点 在 于 直觉. 

所 以 , 基于 直觉 和 实验 , 对 于 黎 曼 很 清楚 的 是 , 在 曲面 上 , 简单 的 流 (Str5mungen) 
是 一 定 存 在 的 , 在 两 个 曲面 之 间 , 共 形 映射 也 是 一 定 存在 的 . 这 就 加 速 了 黎 曼 的 创 
造 . 后 来 出 现 的 一 些 疑 虑 , 例如 这 个 程序 是 否 合乎 逻辑 地 令 人 满意 , 以 及 它 为 什么 
令 人 不 满意 , 在 这 里 不 能 讨论 . 黎 曼 本 人 确实 考虑 过 这 些 疑 虑 一 一 但 那 是 后 来 的 事 . 
现在 我 只 概述 一 下 歼 曼 的 一 般 的 也 数 论 思想 的 进化 , 而 我 自己 正 是 历史 地 来 构思 这 
019] 达 天 贝尔 在 1752 年 在 一 篇 关于 流体 中 的 阻力 问题 中 提出 了 它 . 但 是 欧 拉 在 1777 年 就 已 经 把 


它 与 蚁 数 的 解析 性 联系 了 起 来 . 柯 西 在 1814 年 利用 它 来 构成 他 的 复 变 函数 理论 , 黎 曼 是 在 1851 
年 的 学 位 论文 里 提 到 它 的 . 因此 有 些 文献 里 把 它 称 为 达 朗 贝尔 - 欧 拉 方程 组 .一 一 中 译本 注 
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个 进化 的 . 

对 于 黎 曼 , 所 谓 解 析 函 数 , 就 是 从 一 个 起 始 的 区 域 , 按照 柯 西 - 歼 曼 微分 方程 来 
拓展 其 解 所 得 出 的 东西 . 

从 原则 上 说 , 这 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 作法 是 一 回 事 , 只 不 过 , 束 解 析 的 资源 而 言 ， 
黎 曼 比较 魏 尔 斯 特 拉 斯 有 更 大 的 上 自由 空间 . 在 他 的 学 位 论文 中 , 歼 曼 对 于 他 的 起 点 
的 确切 范围 是 多 么 大 , 可 能 还 不 完全 清楚 . 他 说 ( 见 学 位 论文 Nr.20, 即 《 全 集 》39 
页 ) : “在 这 里 , 作为 复 变 量 函 数 的 基础 的 概念 , 恰好 就 是 一 般 的 依赖 关系 这 一 概念 
而 这 些 依赖 关系 可 以 通过 对 量 进行 运算 来 表示 ”. 但 是 我 们 知道 , 黎 曼 的 定义 所 洱 
盖 的 , 恰好 就 是 用 震级 数 所 定义 的 东西 , 而 所 有 用 其 他 计算 程序 给 出 的 表达 式 则 有 
很 不 相同 的 性 质 . 一 般 说 来 , 绝 不 要 这 样 来 对 待 黎 曼 的 著作 , 如 同 对 于 魏 尔 斯 特 拉 
斯 的 著作 那样 , 要 求 它 们 服从 普通 的 逻辑 严格 性 的 标准 , 宁可 说 , 黎 曼 是 通过 思想 
的 丰富 与 观点 的 充实 来 工作 的 , 这 样 做 , 黎 曼 总 是 击 中 有 要害 的 . 


黎 曼 从 他 的 解析 函数 的 定义 , 以 及 他 对 先 验 存在 的 空间 的 概念 出 发 , 发 展 了 多 
么 重要 的 几何 工具 , 现在 我 可 以 作 一 个 描绘 了 . 

因为 一 个 苯 数 党 着 不 同 的 路 径 延 拓 到 同一 个 z 十 饮 点 后 , 可 以 给 出 不 同 的 w+iv 
之 值 , 又 因为 在 歼 坚 的 脑海 里 总 有 一 个 共 形 映射 的 形象 , 这 样 他 就 得 出 了 可 以 多 次 
覆盖 一 个 平面 或 其 一 部 分 的 “ 黎 曼 曲面 ” 这 样 一 个 想法 . 

利用 这 个 想法 , 黎 曼 就 赤 服 了 其 他 研究 者 在 多 值 函 数 上 遇 到 的 困难 . 因为 , 以 
黎 曼 曲面 为 基质 , 可 以 如 同 在 普通 的 平面 上 一 样 进行 操作 , 例如 应 用 积分 路 径 等 等 . 
现 以 第 一 类 椭圆 积分 


“| 
EEC 


的 周期 问题 为 例 . 为 了 下 接地 理解 它 , 以 往 的 数学 家 直到 了 那么 多 的 困难 , 甚至 高 
斯 也 没有 成 功 . 歼 曼 以 他 的 新 途径 为 基础 , 却 得 出 了 简单 得 令 人 惊奇 的 , 极 有 说 服 
力 的 结果 : “% 平面 上 的 周期 平行 四 边 形 就 是 


(z— 0)(z— 1H)(z—7Y) (zo) 


的 具有 适当 切口 的 黎 曼 曲面 的 共 形 映射 像 ” 

甚至 在 今天 , 初学 黎 紧 曲面 的 学 生 也 面临 着 巨大 的 困难 : 黎 曼 曲面 的 本 质 在 于 : 
各 “ 叶 ”(Blatt) 绕 着 “环绕 点 ”(winding point, Windungspunkt) 而 互相 联结 , 至 于 
说 黎 曼 曲面 治 着 从 这 些 点 出 发 的 划 线 相交 , 则 不 是 本 质 所 在 一 一 因为 这 些 曲 线 可 以 
任意 地 移动 , 只 要 其 端点 不 动 就 行 , 再说, 这 些 曲 线 之 所 以 出 现 ， 是 由 于 我 们 不 由 
自主 地 想 在 三 维 空间 里 设想 这 种 图 形 . 此 外 , 歼 曼 在 关于 阿 贝尔 函数 的 工作 里 又 把 
名 词 改 了 :“ 叶 ”改称 为 “ 支 ” (branch,， Zweig), “环绕 点 ”改称 为 “分 支点 ”(point of 


瑟 黎 曼 (Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826—1866) 219 


ramification, Verzweigungspunkt),“ 互 相 穿 透 的 曲线 ”(interpenetrating curve, Durch- 
setzungskurve) 改称 为 “分 支 曲 线 ”(Verzweigungsschnitt). 

一 般 说 来 , 不 仅 。= f(z) 是 z 的 多 值 函数 , 而 且 z 也 是 。 的 多 值 函 数 . 覆盖 在 
z 平面 上 面 的 曲面 的 一 部 分 , 不 论 其 边界 如 何 , 总 是 双方 单 值 地 , 而 且 一 般 是 双方 共 
形 地 , 对 应 着 覆盖 在 。 平面 上 面 的 曲面 的 一 部 分 . 正 是 在 这 里 , 位 相 分 析 ( 即 拓扑 
学 ) 这 个 新 几何 学 科 插 脚 进来 了 .双方 单 值 的 共 形 映射 , 是 双方 单 值 而 且 连 续 的 映 
射 的 特例 . 于 是 出 现 了 一 个 问题 : 何 时 两 个 曲面 才能 双方 单 值 而 且 双 方 连续 地 互相 
映射 ? 我 只 能 按照 历史 来 报告 :曲面 有 两 个 表征 其 特性 的 数 . 其 中 一 个 意义 如 下 : 
在 此 曲面 上 作 封 闭 的 割 口 ( 亦 称 环形 制 口 (Riickkehrschnitte)), 这 些 割 口 不 使 曲面 
分 裂 成 互相 分 离 的 部 分 ; 这 些 割 口 互相 也 不 相交 , 可 以 同时 做 出 的 这 类 制 口 的 最 大 
可 能 的 个 数 记 作 p; 另 一 个 是 4, 即 边 界 曲线 的 个 数 . 

我 可 以 简单 地 回答 上 面 提 出 的 问题 如 下 : 两 个 曲面 可 以 双方 单 值 而 且 双 方 连 
续 地 互相 映射 的 必要 充分 条 件 是 , 他 们 的 p 和 都 相同 1 ， 

黎 曼 并 没有 明确 地 提出 这 个 基本 定理 , 但 是 他 一 再 地 使 用 它 . 

现在 , 特别 是 在 假设 了 曲面 为 封闭 的 , 即 设 4 = 0 以 后 , 曲面 在 位 相 分 析 意 义 下 
就 完全 由 数 p 决定 . 要 想 把 具有 特定 的 p 的 封闭 曲面 变 成 一 个 简单 地 封闭 曲面 , 使 
得 再 也 不 可 能 作 环 形制 口 而 又 不 把 曲面 分 裂 , 就 需要 作 2p 个 割 口 (Querschnitte). 

特别 是 , 车。 = (2) 是 一 个 代数 函数 即 车。 和 z 由 一 个 代数 方程 P( ”加 ) - 


0 (这 是 黎 曼 的 记号 ) 相 联系 , 则 它 的 黎 曼 曲面 , 以 ” 叶 覆 盖 在 整个 z 平面 (无 穷 远 
点 的 个 数 要 适当 计算 ) 的 上 方 , 是 一 个 封闭 曲面 . 如 果 瓦 =0 在 >z 的 有 理 域 中 是 既 
约 的 , 则 它 只 是 一 片 ; 而 且 这 个 命题 之 逆 也 是 成 立 的 . 这 个 结果 本 身 就 已 经 是 一 个 
重要 的 洞察 . 对 于 这 种 封闭 曲面 . 除了 4 = 0 以 外 , 还 可 得 到 


二 二 多 十 1 
2 一 了 ; 


这 里 w 是 环绕 点 的 个 数 (要 计算 重 数 )， 数 p 后 来 被 克 莱 布 什 称 为 曲面 或 方程 
F(¢s, z) 二 0 的 “ 亏 格 ”(genus, 法 文 为 genre). 

我 们 这 就 有 了 代数 方程 F(c, z) = 0 的 双方 单 值 的 关系 的 一 个 陈述 , 这 是 第 一 
个 重大 的 结果 , 特别 是 有 了 以 下 的 理论 : 方程 Fls, 2) = 0 有 互 为 双方 单 值 而 且 双 
方 连续 的 关系 , 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 亏 格 p. 

黎 曼 并 不 需要 这 个 定理 的 证 明 , 因为 在 他 看 来 , 直觉 已 经 可 以 保证 它 为 真 . 

这 样 , 黎 曼 就 给 出 了 区 别 代 数 方程 的 第 一 个 特性 , 借助 于 它 , 可 以 把 可 用 双方 
单 值 变换 一 -或 者 从 公式 的 角度 来 说 是 用 双方 有 理 (birational) 变换 一 一 来 互 变 的 
代数 方程 区 别 开 来 , 这 样 一 类 代数 方程 一 定 有 一 个 数值 的 不 变量 , 它 就 是 p. 具有 同 
样 的 p 的 代数 得 还 可 以 用 另 一 个 反映 其 本 质 的 第 数 来 区 分 , 这 就 是 “ 模 ”(moduli). 

ti 这 里 隐 含 地 承认 了 两 个 曲面 的 “定向 ” 一致 一 一 德 文 版 注 
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黎 曼 发 现 . 当 p 为 0 时 , 模 等 于 0, p = 1 时 模 为 1, 而 对 p > 1 则 模 为 3p - 3. 我 们 
不 可 能 进一步 深入 这 些 重 要 问题 , 但 在 第 7 章 中 , 还 要 回 到 这 些 问 题 上 来 . 


我 们 现在 要 讨论 数学 物理 对 于 黎 曼 的 理论 , 特别 是 对 于 代数 函数 及 其 积分 理论 
的 影响 . 

作为 引子 , 我 从 经 典 的 传统 中 选择 一 个 例子 , 即 从 健 里 叶 的 热传导 理论 中 选 一 
个 例子 . 

令 一 个 已 给 的 连续 函数 w = u(s) 表示 一 个 简单 区 域 边界 上 的 温度 . 随 着 时 间 
的 进程 , 在 区 域内 部 的 温度 wu(z,y) [这 ”个 宇 是 中 译本 加 的 一 一 中 译本 注 ] 会 发 展 
成 为 一 个 稳 恒 态 , 这 个 态 可 以 用 方程 


Auv 一 0 


来 刻画 . 这 里 不 排除 在 区 域内 部 存在 源 和 汇 的 情况 , 只 要 其 总 强度 (Gesamtergiebig- 
keit) 为 零 即 可 . 物理 的 经 验 就 是 这 样 教 导 的 . 这 就 是 法 国人 称 之 为 “ 狄 利 死 雷 间 
题 ” 的 第 一 边 值 问题 , 尽管 这 个 称呼 不 太 符 合 历 史 : 就 是 当 给 定 边 值 以 及 在 物理 上 
确定 的 间断 性 以 后 , 去 确定 这 个 v 的 问题 一 一 它 有 一 个 且 只 有 一 个 解 . 

黎 曼 在 他 的 旺 数 理论 中 采用 的 是 如 下 的 思想 方法 : 取 v 为 一 个 解析 [解析 两 个 
字 是 中 译本 加 的 一 一 中 译本 注 ] 函数 f(z 十 iy) = f(z) = 4+ 记 的 实 部 , 这 里 v 是 由 
以 下 方程 组 确定 的 : 

Ou ov ou 0w 


一 一 一 一 


Bx 8” Oy pc 


Ou Ou 
v= / -用 十 到 曙 ) 
然后 黎 曼 就 给 出 了 第 一 个 存在 定理 : 若 4 的 边 值 是 给 定 的 连续 函数 , 则 存在 一 个 解 
析 [解析 两 个 字 是 中 译本 加 的 一 -中 译本 注 | 函数 f= ww 十 记 , 使 其 实 部 趋向 所 给 的 
边 值 . 

然后 , 黎 曼 显著 地 推广 了 这 个 原理 : 他 不 只 是 考虑 平面 的 有 界 部 分 , 而 是 取 黎 
上 曼 曲 面 的 有 界 部 分 , 甚至 是 整个 的 封闭 黎 曼 曲面 ,而 且 不 仅 考 虑 ， 的 边 值 , 他 还 考 
虚 了 ww 和 w 的 边 值 间 可 能 存在 的 任意 关系 式 . 

在 这 里 不 可 能 追求 这 个 原理 最 为 一 般 的 说 法 . 我 宁可 只 引述 由 这 个 原理 首先 
给 出 的 关于 代数 了 消 数 及 其 积分 的 结果 . 按照 黎 曼 本 人 所 说 , 他 正 是 在 1851/52 学 年 
度 的 冬季 学 期 , 从 这 一 点 开始 的 , 而 且 与 他 的 学 位 论文 有 联系 . 这 和 我 在 1881/82 学 
年 度 的 那 本 小 书 4 关于 黎 曼 的 代数 函数 及 其 积分 的 理论 》13 中 所 展开 的 一 样 ( 见 克 


[12] 此 书 有 Dover Publication 的 英 译 本 . -一 英 译 本 注 [ 原 书 德 文本 由 Teubner, Leipzig, 1882 年 
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莱 因 《全 集 》Bd. 3, 489 页 以 下 ), 而 在 我 关于 黎 受 曲面 的 书稿 (zwei Hefte, 1891/92) 
中 则 讲 得 更 详细 , 在 这 些 书 里 面 , 我 总 是 回 到 归纳 -物理 的 思想 , 我 认为 这 是 黎 曼 的 
发 展 的 真正 源泉 .我 宁可 引用 我 的 这 些 讲义 , 而 这 肯定 多 少 有 些 偏离 黎 坚 的 讲法 . 
我 希望 从 我 的 讲解 中 能 够 看 到 和 歼 曼 是 怎样 用 物理 的 概念 来 确定 在 任意 多 叶 的 黎 晕 
曲面 上 函数 的 存在 性 . 

首先 , 设 给 定 了 一 个 履 盖 在 z 平面 上 方 的 ” 叶 封 财 黎 曼 曲面 . 

我 们 的 基本 的 理想 实验 是 : 把 黎 曼 曲面 想 成 均 义 导电 的 . 要 实现 这 一 点 其 
实 很 简单 : 用 锡 销 把 这 个 曲面 履 盖 起 来 就 行 了 ， 对 于 分 离 的 、 但 互相 穿 透 的 各 
叶 , 设想 在 每 一 叶 上 都 安装 一 条 形状 像 拉链 那样 的 “ 梳 齿 ”以 便 客 过 这 两 叶 的 交 
线 ( 即 分 支 割 口 ) 穿 到 另 一 页 . 这 些 梳 齿 侧面 是 绝缘 的 , 但 是 其 顶端 导电 , 而 且 电 阻 
(Leitungswiderstand) 与 锡 销 的 电阻 相同 . 把 两 点 41， hz 与 一 个 具有 一 定 电 流 和 电 
压 的 电池 的 两 极 相连 . 这 就 会 在 此 曲面 上 产生 一 个 电流 , 其 位 势 % 在 这 个 曲面 上 是 
单 值 连续 的 , 而 且 除 在 A1，A2 两 点 以 外 处 处 满足 方程 Au = 0, 在 这 两 点 则 分 别 有 
log71, 一 log72 那样 的 奇 性 . 

这 样 我 们 就 会 得 到 男 一 个 如 下 的 存在 定理 : 在 任意 的 封闭 黎 曼 曲面 上 必 存 在 
一 个 连续 的 位 势 水 数 v, 但 它 在 两 个 指定 点 处 具有 性 状 确定 的 对 数 奇 性 . 

我 们 要 从 这 个 w 做 出 一 个 函数 十 恩 , 使 得 


Ou Ov Ou Ov 


Oz Oy Oy pr 
如 采 我 们 先 适 当地 处 理 黎 受 曲面 , 这 件 事 其 实 很 简单 . 处 理 的 方法 就 是 : 先 在 此 曲 
面 上 作 2p 个 割 口 , 使 得 如 果 再 作 任 意 一 个 其 他 的 环形 割 口 ( 即 周期 路 径 ) 都 会 把 这 
个 曲面 分 裂 成 好 几 块 ; 然后 再 用 一 个 割 口 把 41，4。 连接 起 来 . 在 这 个 已 经 处 理 过 
的 黎 曼 曲面 上 , 由 下 式 给 出 的 v 将 是 连续 而 单 值 的 : 


“ Ou Ou 
2 一 [ -性 e+ 吴 向 ) 

但 是 穿 过 每 一 个 割 口 , v 的 值 都 会 经 历 一 个 跳跃 , 即 要 增加 一 个 常数 值 ; 当 点 z 趋 
向 4;( 趋 向 42) 时 , 它 的 性 状 就 很 像 向 量 z41 与 x 轴 的 正 向 的 交角 (向 量 z42 与 
z 轴 的 正 向 的 交角 的 负 值 ), 所 以 在 割 口 Az 的 两 岸 ,v 的 值 将 经 历 大 小 为 2r 的 
幅 跃 . 

现在 我 要 综合 起 来 提出 定理 如 下 : 如 果 给 定 一 个 覆盖 在 z 平面 上 的 封闭 黎 曼 
曲面 , 并 且 在 其 上 指定 两 点 41，A42, 并 用 一 条 曲线 把 这 两 点 连接 起 来 ; 如 果 再 用 2p 
个 割 口 将 此 曲面 割 开 如 上 , 则 在 此 曲面 上 必 存 在 解析 函数 u+iv 的 一 个 且 仅 存在 一 
个 具有 以 下 性 质 的 单 值 支 : 除 在 41，Ahs 两 点 外 , 它 是 连续 的 , 而 在 这 两 点 处 成 为 对 


出 版 . 2003 年 英 译 本 又 有 新 版 : F. Klein, On Riemann’s Theory of Algebraic Functions and their 
Integrals, A Supplement to the Usual Treatise, Dover Phoenix Edition, 2003. 中 译本 补 注 ] 
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数 无 穷 大 ; 它 的 实 部 在 此 曲面 连同 其 边界 上 是 单 值 的 , 而 其 虚 部 在 穿 过 连接 A1，4 
两 点 的 曲线 的 相应 点 两 岸上 , 都 有 周期 模 数 2r, 在 穿 过 其 他 2p 个 割 口 时 , 则 有 膨 
期 模 数 已, 而 这 些 模 数 是 需要 计算 才 知道 的 

为 了 与 机 圆 积分 中 所 使 用 的 名 词 一 致 , 我 们 称 任意 穿越 割 口 而 得 的 函数 IAA 
为 “第 三 类 积分 " 

有 了 这 个 第 一 个 存在 定理 , 如 同 下 棋 一 样 , 现在 我 们 已 经 搞定 了 胜局 . 我 们 可 
以 来 构造 所 谓 “ 第 二 类 积分 ”, 即 只 有 1/(z ~ a) 类 型 的 单 极点 的 积分 ; 然后 还 可 以 
来 构造 "第 一 类 积分 ", 即 处 处 为 有 限 的 积分 . 此 外 , 还 可 以 在 曲面 上 以 种 种 不 同方 
式 来 构造 “代数 函数 ”: 例如 可 以 把 第 二 类 积分 与 第 一 类 积分 组 合 起 来 , 使 得 所 有 的 
周期 模 数 均 为 零 ; 还 可 以 简单 地 进行 微分 如 df/dz, 还 有 其 他 方法 来 构造 

事实 上 .可 以 证 明 , 这 种 在 已 给 的 n 人 叶 曲 面 上 单 值 且 只 有 极点 的 , 必定 与 z 
之 间 以 一 个 代数 方程 ( ?” 仇 ) = 0 相 联系 


这 样 我 们 就 看 见 了 , 任 一 个 n 叶 歼 曼 曲 面 , 都 有 代数 函数 作为 其 积分 函数 ; 只 
要 综合 地 把 它们 都 作出 来 , 就 会 对 它们 的 联系 有 一 个 清晰 的 洞察 

但 是 因为 我 们 反 过 来 已 经 知道 , 相应 于 每 一 个 代数 方程 F(c, z) = 0 都 有 一 个 
覆盖 在 z 平面 上 方 的 n 页 黎 曼 曲面 , 我 们 现在 就 有 了 一 个 处 理 代数 旺 数 及 其 积分 
( 即 阿 贝尔 积分 ) 的 新 途径 . 

在 这 里 , 我 不 太 可 能 进一步 深入 下 去 . 我 关心 的 只 是 希望 人 们 看 到 , 黎 曼 是 如 
何 通过 他 的 独特 的 思想 , 以 一 种 全 新 的 方式 达到 这 一 类 函数 的 . 而 由 此 就 可 以 一 萤 
他 在 这 个 领域 得 到 的 , 非 同 寻 常 的 成 功 的 本 质 的 部 分 . 

最 重要 之 点 就 是 , 按照 黎 曼 的 想法 , 对 于 任 一 已 给 的 歼 曼 曲面 , 必 存 在 一 类 ( 且 
只 有 一 类 ) 代数 水 数 (这 个 “类 ” 称 为 代数 函数 的 一 个 “ 域 "), 以 及 它们 的 积分 . 对 
于 黎 曼 , 所 谓 一 “类 ”代数 函数 , 就 是 所 有 以 下 的 孙 数 R(c，z) 的 集合 , 这 些 R(¢, z) 
可 以 用 s 和 z 有 理 地 表示 .“ 域 ”这 个 词 , 则 是 戴 德 金 后 来 引入 的 . 这 是 一 个 用 别 的 
方法 得 不 出 来 的 定理 . 在 这 一 点 上 , 黎 曼 的 理论 直到 今天 , 仍然 超出 了 所 有 从 方程 
F(¢, z) ==0 出 发 来 进行 研究 的 人 ! 我 们 以 后 还 将 常常 回 到 这 里 来 . 


在 一 年 程度 上 对 于 黎 曼 的 思想 的 目标 作 了 概述 以 后 , 我 们 还 必须 考虑 其 基础 的 
巩固 性 . 我 已 经 大 体 上 描绘 了 黎 坚 的 基本 思想 是 如 何 从 他 的 想象 力 产 生 的 , 而 这 种 
想象 力 又 是 以 他 的 直觉 -物理 的 思维 模式 为 基础 的 . 现在 我 就 要 来 讨论 , 黎 曼 是 如 
何 回 到 狭 利 元 雷 , 并 用 一 个 属于 变 分 法 的 原理 来 支持 他 的 思考 的 . 

狄 利 克 雷 并 不 是 利用 变 分 法 来 证 明 存 在 定理 的 第 一 人 ; 高 斯 在 1840 年 , 威廉 . 
汤姆 孙 ( 即 开尔文 勋 志 ) 在 1847 年 , 都 遵循 了 类 似 的 思路 . 但 是 黎 曼 是 从 狄 利克 雷 
那里 学 到 这 个 论证 方法 的 , 所 以 他 就 名 之 为 犹 利克 雷 原理 , 而 没有 管 它 的 历史 演化 
( 见 第 3 章 第 79 页 和 第 5 章 199 页 ). 
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但 是 黎 曼 并 不 只 是 接受 和 应 用 UL 而 是 自 bod 了 一 些 新 的 
东西 . 他 的 成 就 在 于 把 这 个 民 
性 , 并 在 制 口上 有 已 给 的 周期 模 数 然而 我 们 将 不 管 所 有 这 些 推广 为 了 直达 事物 
的 核心 我 们 仍 限 于 最 简单 的 情况 , 即 平面 圆 盘 的 边 值 问题 . 

这 样 , 令 边 值 U(w) 为 幅 角 沁 的 已 知 函 数 . 为 避免 过 于 复杂 , 我 们 设 U(y) 为 
幅 角 4% 的 连续 函数 , 问题 就 在 于 证 明 以 下 的 存在 定理 : 在 圆 盘 内 部 存在 一 个 ( 且 仅 
有 一 个 ) 连续 函数 ww, 趋向 于 已 给 的 边 值 上 且 满 足 方程 Av = 0. 

我 们 可 以 建立 一 个 变 分 法 问题 , 使 它 的 求解 恰好 就 是 上 面 的 定理 . 这 个 变 分 法 

问题 就 是 , 考虑 圆 盘 上 的 积 


Bu\? /Ou\’ 
如) + (PF) em 
其 中 的 vw 连续 收敛 于 已 给 的 边 值 , 而 且 积 分 有 意义 . 因为 这 个 积分 的 值 总 不 是 负 的 ， 
所 以 对 于 一 切 “ 可 能 的 ”ww, 这 些 积分 的 值 必 有 下 确 界 . 这 个 下 确 界 也 是 非 负 的 (但 
要 假设 这 个 积分 不 会 总 是 无 穷 大 而 对 于 很 “ 坏 ” 的 边 值 , 是 会 发 生 这 个 清 况 的 , 阿 
达 马 就 曾 指 出 过 这 种 情况 的 一 个 例子 )， 于 是 得 到 结论 : 这 个 下 确 界 可 以 通过 一 个 
“可 用 的 "wu 达到 ; 即 存在 一 个 连续 的 而 且 连 续 趋 向 已 给 边 值 的 w, 使 得 


| (¥) (%¥) } dzdy = Minimum. 


于 是 就 有 
六 的 (的 es 
这 样 方程 py 
Au= G+ 天 =0 


应 该 作为 一 阶 变 分 为 零 这 个 必要 条 件 而 得 到 满足 . 

这 个 论证 模式 , 对 于 老 一 代数 学 家 是 有 说 服 力 的 ， 柳 受 也 串 不 容 分 说 地 在 犹 利 
克 雷 原理 这 个 名 号 下 接受 了 它 , 其 至 加 以 推广 . 

但 是 现在 出 来 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 , 以 及 他 对 于 狄 利克 雷 原理 的 批评 (这 个 批评 首 
先是 在 1869 年 在 Berliner Monatsberichten 上 发 表 的 ; 即 魏 尔 斯 特 拉 斯 《人 全集》 
(Werke Bd. 2, 49 页 ), 亦 见 Enz. Bd. II, A7b, Anm. 157, 494 页 ). 魏 尔 斯 特 拉 斯 指 
出 , 这 个 论证 是 错误 的 , 至 少 也 是 不 完全 的 . 确实 , 对 于 所 有 连续 可 微 , 而 且 连 续 趋 
向 已 给 的 边 值 的 函数 wu, 这 些 积分 值 有 一 个 下 确 界 ; 但 是 这 个 下 确 界 是 否 正好 落 在 
连续 可 微 函 数 的 范围 内 , 还 是 一 个 不 能 忽略 的 问题 . 
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一 人- 。， ”为 了 弄 清 这 个 反对 意见 的 理由 , 我 们 举 一 个 现在 的 初等 
““” 变 分 法 中 总 在 引用 的 最 简单 的 例子 ， 在 所 有 连接 4，B 两 
图 17 点 , 并 且 通 过 C 点 的 连续 弯曲 5 的 曲线 中 (图 17) 找 出 其 

中 长 度 最 短 的 一 条 . 

对 于 这 里 想 要 加 以 比较 的 “可 能 的 ”曲线 , 正 是 图 上 的 , 由 两 段 直线 AC, CB 
组 成 的 折线 , 给 出 了 “下 确 界 ", 但 这 条 折线 在 C 点 处 并 不 是 连续 弯曲 的 . 所 以 这 里 
的 下 确 界 并 不 落 在 可 用 的 曲线 之 中 ; 而 一 个 合理 的 变 分 问题 是 否 有 适当 的 解 , 并 不 
如 过 去 设想 的 那样 : 并 不 完全 清楚 

出 现 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 攻击 以 后 , 过 去 的 犹 利克 雷 , 以 及 后 来 的 黎 曼 , 本 来 求 
助 于 解答 的 显而易见 . 现在 看 来 , 就 变 得 不 很 牢靠 了 : 黎 曼 的 存在 定理 现在 悬 在 半 


看 一 看 数学 家 们 对 于 黎 曼 的 人 存在 定理 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 批评 取 何 立场 , 是 很 有 
意思 的 . 

大 多 数 数学 家 离开 了 黎 曼 , 他 们 对 于 黎 曼 的 存在 定理 不 抱 信 心 了 , 因为 魏 尔 斯 
特 拉 斯 的 批评 已 经 剥 掉 了 对 它 的 数学 文 持 . 他 们 又 一 次 从 方程 f(s，z) = 0 出 发 ， 
想 这 样 来 挽救 他 们 关于 代数 隔 数 及 其 积分 的 研究 . 我 们 很 快 就 会 回 到 这 个 途径 上 
来 ; 现在 则 从 布 里 尔 (Alexander Wilhelm von Brill, 1842—1935, 德国 数学 家 ) 和 和 麦 
克 斯 . 诺 特 (Max Na6ther)54 的 重要 的 综述 文章 “代数 函数 理论 的 发 展 , 过 去 和 现 
在 ” (Die Entwicklung der Theorie der algebraischen Funktionen in dlterer und netirer 
Ge 让 Jahresbericht der DMV, Bd. 3, 1894) 里 引述 一 段 话 , 这 上段 话 在 这 方面 很 能 刻 
画 这 种 观点 的 特征 : “函数 概念 被 搞 得 如 此 地 一 般 , 而 又 随意 发 挥 , 使 人 无 法 掌握 ， 
从 它 再 也 不 可 能 推演 出 什么 可 以 验证 的 东西 了 ”. 这 样 , 黎 曼 关于 在 给 定 的 歼 坚 曲 
面 上 代数 函数 存在 的 中 心 定理 , 即 存 在 定理 , 颖 然 朋 塌 , 只 留 下 一 片 真空 . 

黎 曼 的 意见 则 颇 不 相同 . 他 完全 认识 到 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 批评 的 公正 和 正确 . 但 
是 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 告诉 我 说 , 黎 曼 说 过 “他 之 所 以 求助 于 狄 利克 雷 原理 , 只 是 因为 这 
是 他 顺手 惑 可 以 拿 到 的 工具 , 他 的 存在 定理 还 是 对 的 ”. 魏 尔 斯 特 拉 斯 大 概 也 同意 
这 个 意见 . 因为 他 引导 自己 的 学 生 H. A. 施 瓦 茨 去 找 另 一 个 证 明 , 而 施 瓦 茨 成 功 了 . 
我 们 马上 就 会 来 讲 这 一 点 . 

物理 学 家 们 则 采取 了 男 一 种 立场 : 他 们 拒绝 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 批评 . 有 一 次 我 
问 过 北 姆 霍 效 这 件 事 , 他 告诉 我 : “对 于 我 们 物理 学 家 , 狄 利克 雷 原理 就 已 经 是 一 个 
证 明 ”. 这 样 , 他 明显 地 是 把 对 于 物理 学 家 的 证 明 ， 和 对 于 数学 家 的 证 明 区 别 开 来 
aal 所 谓 “连续 弯曲 * 就 是 我 们 现在 说 的 “光滑 "中 译本 注 
09 布 里 尔 与 克 莱 因 有 密切 关系 . 麦克 斯 . 诺 特 是 著名 女 数 学 家 艾 米 . 诺 特 的 父亲 . 见 本 书 第 4 


章 108 页 的 脚注 2. 布 里 尔 和 诺 特 在 代数 几何 上 有 重要 贡献 , 本 书 还 会 多 次 提 到 他 们 的 贡献 . 特 
别 是 下 面 说 的 那 一 篇 综述 文章 .一 一 中 译本 注 
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了 . 不 管 怎么 说 , 一 般 的 事实 是 : 物理 学 家 很 少 为 数学 的 精微 之 处 操心 一 一 对 于 他 
们 ,“ 显 然 ” 就 已 经 够 了 . 这 样 , 虽然 后 来 魏 尔 斯 特 拉 斯 证 明了 确 有 不 可 求 导 数 的 连 
续 函 数 存在 , 仍然 有 数学 物理 的 一 个 著名 的 代表 人 物 今天 还 在 教导 说 : “每 一 个 盟 
数 在 无 穷 小 处 总 是 线性 函数 , 这 是 一 个 思维 的 法 则 ”. 所 以 我 曾经 费 了 一 点 心思 , 去 
探寻 物理 学 家 对 待 数 学 严格 性 的 这 种 态度 基础 何在 . 我 在 1901 年 的 “ 微 积分 对 几 
何 的 应 用 ”( 这 本 讲义 是 由 缪 勒 (C. Miiller) 编辑 的 ) ns 中 对 此 作 了 详细 解释 , 并 指 
出 , 这 个 基础 在 于 以 下 事实 : 物理 学 家 的 数学 思想 , 作为 一 种 片面 的 习惯 的 后 来, 总 
是 用 “近似 ”来 思考 的 , 即 精确 度 只 达到 位 数 临 时 限定 的 十 进 小 数 . 在 物理 上 , 点 只 
是 一 个 小 水 滴 , 曲线 则 是 一 条 带 形 . 我 很 高 兴 地 来 引证 关于 犹 利 克 雷 原理 的 批评 的 
各 种 意见 , 因为 这 个 讲义 非常 适 于 说 明 数 学 思想 想 要 前 进一步 都 是 何等 缓慢 . 

我 现在 来 讲 施 瓦 茨 , 他 记 住 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 批评 , 终于 巩固 了 狄 利 克 雷 原理 
的 基础 . 但 在 讲 这 件 事 以 前 , 我 先 给 出 一 些 他 的 生平 材料 . 

H. A. 施 瓦 茨 于 1843 年 生 于 西里 西亚 (Silesia) 的 赫 尔 姆 斯 多 夫 (Hermsdorf, 二 
战 以 后 划 归 波兰 , 并 且 改 了 一 个 波兰 名 字 : Jergmanowa). 1860 年 他 去 相 林 的 “商学 
院 nea ” (Gewerbeakademie) 念书 , 恰好 那 时 魏 尔 斯 特 拉 期 在 那里 教 微 积 分 一 一 从 文 
化 史 的 角度 看 , 这 也 是 很 有 趣 的 事 一 一 施 瓦 茨 后 来 还 在 那里 通过 了 “Gewerbelehrer 
的 考试 (现在 这 种 考试 已 经 废除 了 ). 1864 年 他 在 柏林 毕业 ; 1866 年 起 在 那里 开始 了 
学 术 生 涯 ; 1867 年 在 哈雷 任 额 外 教授 ; 1869 年 任 苏黎世 高 工 (Eidgenossische Poly- 
technikum Zurich 简称 ETH) 任 正 教授 ; 1875 年 来 到 格 丁 根 ; 1892 年 来 到 柏林 担任 
魏 尔 斯 特 拉 斯 的 教 职 , 苏黎世 时 期 是 他 真正 多 产 的 时 期 , 特别 是 在 我 们 此 处 所 关心 


15] 这 本 讲义 后 来 成 为 克 菜 因 的 名 著 《 高 观点 下 的 初等 数学 》(EBlementarmathematik vom hé6heren 
Standpunkie aus) 的 第 3 卷 ,而 这 一 卷 又 把 副标题 从 “ 微 积分 对 几何 的 应 用 " 改 为 “精确 数学 与 
近似 数学 ”. 此 书 由 已 故 吴 大 任教 授 译 为 中 文 , 由 复旦 大 学 出 版 社 2008 年 重印 出 版 . 书 中 详细 解 
释 了 何以 物理 学 家 们 会 认为 凡是 “自然 ”的 函数 必定 都 是 连续 可 微 的 . 看 来 克 菜 因 对 此 持 怀疑 态 
度 . 在 书 中 讲 到 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 不 可 微 连续 函数 的 著名 例子 时 , 添加 了 一 个 脚注 , 讲 到 佩 韩 (Jean 
Baptiste Perrin, 1870 一 1942, 法 国 物 理学 家 , 他 第 一 次 在 实验 中 证 实 了 爱 因 斯 坦 关 于 布朗 运动 的 
理论 ) 在 研究 布朗 运动 中 粒子 的 轨迹 时 , 明确 指出 , 它 证 明了 , 大 自然 中 确 有 连续 而 不 可 微 的 函 
数 . 克 菜 因 还 进一步 请 读者 参阅 博 雷 尔 (Félix Edouard Justin imile Borel, 1871 一 1956, 法 国 数 
学 家 ) 在 1912 年 的 一 篇 演说 “分 子 理论 及 其 数学 ”中 的 “有趣 评述 ”. 博 雷 尔 是 现代 测度 理论 和 
实 分 析 的 创始 人 之 一 , 他 认为 这 一 套 理论 在 描述 微观 的 现象 (如 分 子 ) 时 会 有 大 的 作用 . 历史 当 
然 证 实 了 这 一 点 . 克 莱 因 认为 物理 学 家 们 对 数学 严格 性 的 轻视 来 自 一 种 片面 性 ; 他 对 于 希 尔 伯 特 
“ 揉 救 ” 狄 利克 雷 原理 的 高 度 赞颂 更 说 明 他 对 于 “数学 思想 想 要 前 进一步 -一 得 到 物理 学 家 们 的 
首肯 -一 一 都 是 何等 缓慢 是 感到 忱 惜 的 . 上 面 引 用 的 这 些 话 , 见 该 书 中 文本 45 页 .一 一 中 译本 注 

[16] 这 个 学 校 就 是 后 来 的 柏林 工业 大 学 , Gewerbelehrer 这 种 学 位 现在 已 经 不 存在 了 . 魏 尔 斯 特 拉 
斯 1861 年 在 那里 教 微 积分 的 讲义 , 由 施 瓦 茨 作 了 笔记 . 这 份 笔 记 后 来 才 被 人 发 现 , 保存 在 瑞典 斯 
德 哥 尔 摩 的 米 塔 - 列 夫 勒 尔 研究 所 里 . 其 部 分 内 容 到 1973 年 才 由 P. Dugac 以 “ 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 分 
析 原 理 ”(Blements d’ Analyse de Karl Weierstrass) 为 题 , 发 表 在 Archive for Bxact Sciences, Vol. 
10, 41-176 中 . 其 部 分 中 文 译文 可 以 参看 李 文 林 主编 的 《数学 珍宝 了》, 科学 出 版 社 1998, 682-686 
页 一 一 中 详 本 注 
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的 研究 工作 上 是 如 此 . 这 些 工 作 发 表 在 Ziiricher Vierteljahrsschrift, 1869/70 以 及 
Berliner Monatsberichten 1870 上 ; 亦 见 Crelle 杂志 1872 年 第 74 卷 ， 以 及 施 瓦 区 
的 《全 集 》(Gesammelte Abhandlungen, Bd.，2.)871 . 

施 瓦 茨 的 思路 如 下 : 对 于 圆 盘 , 可 以 利用 来 自 泊 松 的 公式 直接 解 出 边 值 问题 ， 
而 这 个 公式 自 施 瓦 芯 以 后 就 称 为 泊 松 积分 ， 施 瓦 艾 对 这 个 公式 给 出 了 漂亮 的 几何 
解释 ( 见 图 18) : 设 在 边缘 上 给 出 了 连续 的 边 值 U, 要 求 在 任意 点 x, y 处 计算 
之 值 , 使 它 连续 地 收敛 于 边 值 , 而 且 满足 方程 Av = 0; 且 在 内 点 处 明确 地 排除 不 连 
续 性 . 若 把 U 移 到 相对 于 xz, y 对 径 的 点 上 , 得 到 一 个 新 的 边 值 分 布 , 取 这 个 新 分 


布 的 平均 值 , 即 得 所 求 的 wa . 
(3 


医 18 图 19 


利用 莫 菲 (Murphy) 使 用 过 的 一 个 组 合 程序 , 施 瓦 次 把 这 样 得 到 的 结果 推广 到 
两 个 相交 的 圆 盘 所 构成 的 区 域 (如 图 19 所 示 ). 对 于 已 经 在 不 完全 的 圆周 Ki (图 
19 上 用 实 线 画 出 ) 上 给 出 的 连续 的 边 值 , 再 在 弧 1 上 给 定 任意 值 , 就 得 到 在 左 方 的 
完全 圆周 上 的 值 , 从 而 可 以 用 上 面 的 方法 { 即 泊 松 公 式 ) 得 出 第 一 个 圆 盘 里 的 值 , 从 
而 在 弧 2 上 也 有 了 值 . 再 用 给 定 在 不 完全 的 圆周 Ko (图 19 右 方 的 实 线 ) 和 2 上 
算出 的 值 作为 边 值 , 又 可 用 上 面 的 方法 ( 即 泊 松 公式 ) 得 出 第 二 个 圆 盘 里 的 值 , 从 而 
在 弧 1 上 有 了 新 值 . 把 这 个 新 值 连 同 在 不 完全 的 圆周 K; 上 已 给 的 值 , 又 可 以 算出 
在 弧 2 上 的 新 值 . 仿 此 以 往 , 这 个 程序 会 很 快 地 收敛 , 而 给 出 在 整个 区 域 上 满足 方 
程 Aw = 0 的 函数 . (这 个 方法 称 为 施 瓦 英 “ 交 赫 法 ”). 

然后 可 以 再 加 上 第 三 个 圆 盘 , 这 样 下 去 就 可 以 在 平面 (在 黎 曼 曲面 上 也 行 ) 的 
越 来 越 多 的 区 域 上 解 出 边 值 问题 . 

卡尔 . 诺 依 曼 的 平行 的 研究 ( 见 第 5 章 185 页 ) 是 从 1870 年 开始 的 , 并 完 
成 于 他 在 1884 年 的 讲义 《关于 歼 曼 的 阿 贝 尔 积 分 理论 的 讲义 》(Vorlesungen tiber 
Riemanns Theorie der Abelschen Integrale) 中 . 这 样 施 瓦 奖 和 诺 依 坚 朱 救 了 和 歼 坚 的 

17] 关于 文献 , 更 多 地 请 参看 Enz., 特别 是 以 下 两 篇 文章 : Bd. II A7b (Burkhardt-Meyer 所 写 的 
文章 )， 以 及 Bd. II G3 (Lichtenstein 所 写 的 文章 ). 

18 这 里 的 解释 不 太 易 懂 . 建议 有 兴趣 的 读者 看 一 下 工 . Needham,《 复 分 析 , 可 视 化 方法 》( Visual 
Complez Analysis, Oxford U. Press, 1997), 556-558 页 . 此 书 关于 共 形 映射 的 部 分 是 按照 黎 曼 的 从 
直觉 和 物理 出 发 的 思路 写 的 , 而 且 颇 具 可 读 性 . 把 它 与 本 书 这 一 节 对 照 一 下 , 十 分 有 助 于 理解 克 
莱 因 对 黎 曼 的 这 一 部 分 贡献 的 解释 ; 也 会 明白 , 这 一 个 19 世纪 来 年 的 成 就 , 仍 可 用 于 今天 的 教学 
与 研究 . 此 书 中 译本 已 由 人 民 邮 电 出 版 社 在 2009 年 出 版 一 一 中 译本 注 
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存在 定理 . 

我 自己 对 这 个 问题 的 态度 一 直 与 此 不 同 . 我 从 未 见 过 黎 曼 本 人 , 而 作为 普 吕 克 
和 克 莱 布 什 的 学 生 , 我 是 在 1872 年 以 后 才 逐 渐 深入 到 黎 曼 思想 的 深 处 的 , 那 时 我 
已 经 在 埃 尔 朗 根 大 学 了 ， 所 以 我 可 以 说 是 一 个 局 外 人 . 而 局 外 人 , 大 家 知道 , 如 果 
也 要 投身 于 一 项 事业 , 必定 是 为 了 尽 可 能 地 实现 一 项 来 自 内 在 的 冲动 . 很 快 我 就 形 
成 了 这 样 一 个 想法 : 不 要 老 是 在 存在 定理 上 沉思 , 而 要 在 新 的 问题 上 应 用 它 , 要 在 
其 他 的 系统 的 思路 之 中 给 它 找到 地 位 . 这 样 做 , 首先 是 在 关于 椭圆 模 函 数 的 工作 中 ， 
我 成 了 黎 曼 的 主要 拥护 者 之 一 了 . 我 还 会 多 次 讲 到 这 一 点 . 我 在 1881/82 学 年 的 关 
于 黎 曼 的 代数 函数 及 其 积分 的 理论 的 小 书 只 不 过 是 一 个 小 小 证 据 .a9 

在 黎 曼 的 存在 定理 的 方向 上 , 最 美丽 也 是 最 惊人 的 结果 应 该 归 之 于 希 尔 伯 特 
(David Hilbert，1862 一 1943, 德国 数学 家 ). 1901 年 , 他 在 格 丁 根 科学 会 150 周年 
的 《纪念 文集 》 (Festschrift) 中 说 明了 , 犹 利 克 雷 原理 的 证 明 , 原 不 必 求 助 于 一 般 
的 变 分 法 , 而 可 以 利用 积分 号 下 的 ( 正 ) 函数 的 特定 的 构造 . 然而 这 个 证 明 数 学 的 
杰作 , 在 第 一 次 发 表 时 似乎 在 一 般 性 上 尚 有 欠缺 . 后 来 希 尔 伯 特 的 学 生 们 , 如 柯 朗 
(Richard Courant，1888 一 1972, 德国 数学 家 ) 和 外 尔 (Hermann Klaus Hugo Weyl， 
1885 一 1955, 德国 数学 家 ) 等 人 简化 了 它 , 也 更 为 详细 地 阐述 了 它 , 所 以 它 实 际 上 标 
志 了 变 分 法 的 一 个 全 新 的 发 展 . 黎 曼 的 存在 定理 , 也 在 这 个 发 展 过 程 中 得 到 了 完全 
一 般 的 证 明 r2o ， 

现在 我 们 可 以 作出 下 面 的 绪论 : 归根 结 蒂 , 黎 曼 是 正确 的 , 他 的 存在 定理 - 尽 
管 有 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 批评 ,有 许多 数学 家 拒绝 接受 , 尽管 许多 人 提出 的 证 明 并 非 无 
可 挑剔 一 一 是 正确 的 , 可 以 列 人 数学 知识 的 全 部 发 展 中 的 最 伟大 的 知识 之 一 . 

从 事后 来 看 , 狄 利克 雷 原理 的 命运 本 身 就 是 十 分 值得 注意 的 ， 老 一 代数 学 家 ， 
特别 是 狄 利克 雷 , 把 它 当 作 完 全 适用 的 证 明 手 段 来 使 用 , 它 对 于 黎 曼 又 是 极其 富有 
成 果 的 , 后 来 则 被 魏 尔 斯 特 拉 斯 所 反 驶 , 几 十 年 中 , 人 们 不 敢 相信 它 , 只 是 到 了 最 近 
才 叉 被 希 尔 伯 特 拯救 . 在 这 个 例子 里 , 我 们 看 到 , 数学 知识 不 论 看 起 来 多 么 客观 , 其 
实 是 会 改变 的 . 我 愿意 强调 这 一 点 , 不 怕 得 罪 数 学 家 们 , 也 不 想 对 它 的 基础 和 定律 
散布 怀疑 . 


在 讨论 了 对 于 黎 受 存在 定理 的 批评 和 这 个 定理 的 最 终 胜诉 以 后 , 我 想 多 讲 一 点 
黎 受 的 复明 数 的 一 般 理 论 ， 
我 们 已 经 看 到 黎 曼 彻 底 地 研究 过 阿 贝 尔 积 分 . 阿 贝 尔 积分 可 以 看 成 是 最 简单 


LI19] 关于 这 本 书 , 请 参看 本 章 的 脚注 12. 也 请 参阅 G. Springer, Introduction to Riemann Surfaces, 
Addison-Wesley, 1957. 它 的 第 一 章 是 克 莱 因 那 本 书 的 很 好 的 导 引 .一 一 中 译本 注 

129 在 这 方面 , 我 们 还 应 该 引述 一 批 意大利 数学 家 , 他 们 同样 是 依据 希 尔 伯 特 的 证 明 . 其 中 有 : 傅 
比 尼 (Guido Fubini, 1879 一 1943, 意大利 数学 家 ), B. 菜 维 (Beppo Levi, 1875 一 1961, 意大利 数学 
家 ) 和 EE. E. 莱 维 (Eugenio Elia Levi, 1883 一 1917, 意大利 数学 家 , B. 莱 维 的 弟弟 ) 等 人 .一 一 德 文 
版 编者 注 
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的 微分 方程 dy/dz = s 的 解 , 这 里 。 是 z 的 在 某 个 已 给 的 黎 曼 曲面 上 的 代数 函数 , 
这 样 , 我 们 可 以 把 整个 阿 贝尔 积分 理论 包括 在 下 面 的 一 般 的 n 阶 线性 微分 方程 理 
论 中 , 作为 其 特例 : 

y(™) 二 piy (1) + +pny+P=0, 


这 里 pl, p2, .… , pn, 了 是 同一 个 黎 曼 曲 面 上 的 函数 (或 者 说 , 是 属于 同一 个 “ 域 ” 
中 的 代数 函数 ). 我 们 知道 , 利用 常数 变易 法 和 求 积 , 这 个 一 般 情况 可 以 化 为 所 谓 的 
齐 次 方程 

yO) 十 Do 二 Do 


的 问题 . 黎 曼 于 是 就 集中 人 研究 这 种 齐 次 方程 的 解 的 函数 论 性质 . 这 是 超越 函数 理论 
的 次 一 个 更 高 的 领域 . 不 幸 的 是 , 由 于 篇 幅 限 制 , 在 本 书 中 , 我 只 好 完全 忽略 “ 定 积 
分 ”理论 一 一 那 需 要 再 写 男 外 一 章 . 我 必须 再 次 试 着 只 给 出 黎 曼 的 理论 的 最 一 般 的 
概要 , 由 于 近 几 十 年 来 围绕 这 个 问题 又 生出 了 大 量 文献 , 我 就 更 加 需要 这 样 做 了 . 
在 这 里 , 我 们 要 抛 开 所 有 复杂 情况 ,而 只 讨论 最 简单 的 典型 情况 ， 我 们 假设 
pl, Pp2, :°°* , Pn 都 是 z 在 平面 上 的 有 理 函 数 . 
我 们 知道 这 个 齐 次 方程 的 通 解 y 可 以 由 某 些 特 解 线性 地 组 成 如 下 : 


y= C1Y1 十 Co2y2 十 :… 十 Cnyn， 


这 里 的 y, y2,… ,yn 不 论 怎么 选择 , 其 性 态 一 般 都 是 解析 的 , 即 在 任意 a 点 附近 ， 
除非 a 是 奇 点 一 一 即 pl，… ,pn 中 有 一 个 或 多 个 变 成 无 穷 大 -一 -这些 y; 都 可 以 
写成 z -a 的 若 级 数 . 在 这 些 奇 点 附近 , yi, yz,:… ,yn 的 性 态 首先 就 是 可 疑 的 , 主 
要 的 问题 就 在 于 人 研究 , 在 奇 点 附近 , 适当 的 yi, yo,… , yn 的 展开 式 应 该 如 何 构 成 . 

如 果 把 一 个 特定 的 解 沿 着 一 条 绕 着 奇 点 的 闭路 径 作 解析 拓展 , 拓展 到 原来 的 开 
始 的 点 的 附近 时 , 这 个 特定 的 解 的 值 当然 变 了 , 但 它 仍 然 是 一 个 解 . 又 因为 任意 解 
都 是 菜 n 个 特 解 的 线性 组 合 , 所 以 绕 奇 点 拓展 后 得 到 的 新 解 , 应 该 可 用 一 组 以 下 形 
状 的 公式 来 表示 : 

Yi = C11 十 :十 cinyn， 


V2 = C21Y1 十 十 Con yn， 


yn 二 CnlV1 十 :十 Cnn Yn: 


所 以 ,1，y2;:… ;Yn 经 历 了 一 个 线性 变换 . 整个 研究 的 核心 问题 就 是 所 谓 单 值 化 群 
(monodromy group) 的 研究 . 所 谓 单 值 化 群 就 是 这 些 y;， yo,:… ，W 在 绕 奇 点 拓展 
时 所 经 历 的 线性 变换 之 群 . “ 单 值 化 群 ”的 意义 是 由 埃 尔 米 特 提出 的 ( 见 Comptes 
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Rendus, 1851, 即 《 全 集 》(GBuvres), 卷 1 276 页 ) 2 . 

歼 曼 在 整个 这 个 主题 上 的 唯一 发 表 的 文章 就 是 我 们 已 经 引述 过 的 他 1857 年 的 
论文 “对 于 可 以 表示 为 高 斯 级 数 F(a，B, 7y ; 2) 的 函数 理论 的 贡献 ” (Beitriige zur 
Theorie der durch Gaussche ReiheF (a, B, Y; 7T) darstellbaren Funktionen). 

所 谓 高 斯 级 数 一 一 这 个 名 字 又 是 与 历史 不 一 致 的 ,， 因为 甚至 欧 拉 就 已 经 知道 
它 , 并 且 找 到 了 它 的 最 值得 注意 的 性 质 , 虽然 是 高 斯 第 一 个 解决 了 它 的 收 钙 性 问 
题 一 一 就 是 


oat BTD 2 
1 .27y(y 十 1) 


我 们 宁愿 按照 老 一 辈 数 学 家 那样 称 它 为 超 几何 级 数 , 因为 就 构成 规律 而 言 , 它 的 复 
杂 性 仅仅 稍微 超出 几何 级 数 一 点 点 . 由 于 它 包 括 了 许多 来 目 应 用 问题 的 .和 时 稼 出 
现在 分 析 里 的 函数 , 它 早 就 引起 了 人 们 的 兴趣 . 我 这 里 只 想 提 一 下 球 函 数 、 贝 塞 尔 
函数 和 欧 拉 积 分 ， 我 把 这 一 切 统称 为 “ 超 几 何 函 数 ”, 具体 是 什么 函数 从 上 下 文 可 
以 立刻 看 出 来 . 当然 , 它 与 “ 超 几 何 ” (如 非 欧 几何 或 高 维 空间 几何 ) 没有 任何 关系 . 
详情 可 参阅 我 的 1893/94 学 年 的 讲课 的 手稿 22 . 

高 斯 1812 年 在 研究 这 个 后 来 以 他 命名 的 级 数 时 , 只 考虑 了 实 变 量 的 情况 , 但 
是 他 明白 地 把 自己 的 论文 描述 为 一 个 “ 预 篇 ”(pars prior). 从 对 他 的 “手稿 ”( Nach- 
lass) 的 研究 中 , 我 们 知道 , 高 斯 曾 打 算 研究 它 在 复数 域 中 的 性 状 . 他 彻底 地 知道 这 
个 级 数 满足 一 个 具有 3 个 奇 点 的 二 阶 线性 微分 方程 , 而 且 知 道 这 个 微分 方程 的 解 
在 奇 点 处 的 形状 比较 简单 , 所 以 这 个 微分 方程 的 性 质 已 经 在 他 的 视野 之 内 了 . 

这 一 些 也 由 库 默 尔 (Ernst Eduard Kummer, 1810 一 1863, 德国 数学 家 ) 与 高 斯 
独立 地 发 展 起 来 , 并 于 1836 年 发 表 在 Crelle 杂志 第 15 卷 上 , 当时 有 许多 人 引用 这 
篇 文章 . 特别 是 , 库 默 尔 第 一 次 实际 计算 了 相关 的 单 值 化 群 中 的 变换 . 

现在 黎 曼 证 明了 , 能 够 做 到 : 通过 拓展 到 复 平 面 , 就 可 以 不 必 显 式 地 写 出 微分 
方程 (直到 那 以 前 ， 人 们 都 是 显 式 地 使 用 微分 方程 的 ); 而 必须 知道 的 只 是 适当 的 
y1, yz 在 这 3 个 奇 点 处 的 动态 , 以 及 当 绕 过 这 些 奇 点 时 所 产生 的 线性 变换 


Fla, BY; 7) =1+o r+ 


21 = C11Yi 十 C1272， 
22 一 C21Y1 十 C22Y2. 


21] 这 里 对 原文 作 了 一 些 变动 . 以 下 的 说 明 引 自 en.wikipedia.org/wiki/Monodromy: 在 数学 中 
monodromy 所 研究 的 是 某 个 数学 对 象 (不 止 是 微分 方程 的 解 ) “ 绕 过 奇 点 ”时 的 动态 如 何 . 这 个 
字 的 原意 是 “各 管 各 地 变动 ”, 例如 , 设 知 一 个 天 数 在 这 个 过 程 中 不 再 是 单 值 的 , 则 单 值 性 丧失 的 
具体 情况 就 要 用 单 值 化 群 来 刻画 . 所 以 , 它 与 履 盖 映射 , 分 歧 现 象 (ramification) 等 均 有 密切 关 
系 . 一 一 中 译本 注 
23] 这 个 讲稿 后 来 成 了 一 本 书 ， 即 《 论 超 几何 函数 》 (Klein, F. Vorlesungen iiber die hyperge- 
ometrische Funktion. Berlin: J. Springer, 1933). 一 一 中 译本 注 
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他 的 思想 方法 的 基本 特征 在 这 里 又 表现 得 极为 明晰 : 黎 曼 不 打算 通过 公式 来 学 握 函 
数 , 而 是 通过 它们 的 性 质 来 做 到 这 一 扣 . 

我 要 讲 一 点 有 关 这 个 理论 后 来 的 命运 的 一 些 事情 , 因为 要 想 领 会 下 面 所 说 的 ， 
这 些 都 是 必须 知道 的 . 

魏 尔 斯 特 拉 斯 也 做 了 一 些 事情 来 追随 这 个 理论 : 他 让 目 己 的 学 生 寅 克 斯 (Im- 
manuel Lazarus Fuchs, 1833 一 1902, 德国 数学 家 ) 做 这 方面 的 工作 . ( 宣 克 斯 于 1833 
年 生 于 波 森 (Posen) 省 的 摩 辛 (Moschin) ea , 1884 年 来 到 柏林 作为 魏 尔 斯 特 拉 斯 
的 继任 人 ; 1902 年 在 柏林 去 世 .) 

从 1865 年 (就 是 黎 曼 离世 前 一 年 ) 起 , 富 元 斯 就 来 研究 n 阶 线性 微分 方程 理 
论 . 他 还 引导 了 他 的 许多 学 生 从 事 这 个 方向 的 研究 ,而 在 后 来 的 几 十 年 里 , 在 数学 
文献 中 形成 单独 的 一 个 部 门 . 这 里 我 们 就 有 了 一 个 狭隘 的 捆 在 一 起 的 所 谓 “ 学 派 ” 
的 典型 例子 , 这 种 学 派 是 可 以 由 通过 严格 规定 了 的 、 片 面 的 教学 来 形成 的 . 

富 克 斯 并 没有 沿 黎 曼 建造 的 道路 走 下 去 , 而 是 又 回 到 以 很 初等 的 方式 依附 于 公 
式 , 即 回 到 显 式 地 给 出 的 微分 方程 


gf 十 Dig + pny = 0. 


他 主要 的 是 关心 奇 点 , 而 且 回 答 了 以 下 的 问题 : pi， po,… ,pn 必须 有 何 种 构造 , 上 
述 方程 才能 够 有 如 同 超 几 何 级 数 那样 简单 的 特 解 ? 他 发 现 , pi 最 多 只 能 有 单 极点 ， 
p2 最 多 只 能 有 二 重 极 点 , .…… ,pn 最 多 只 能 有 m 重 极点 . 用 富 友 斯 学 派 的 用 语 , 这 
类 方程 就 是 所 谓 “ 富 克 斯 类 ”的 微分 方程 . 他 也 计算 了 单 值 化 群 和 其 他 东西 . 简 言 
之 , 他 推进 了 库 默 尔 的 思想 . 

可 以 想象 , 当 黎 曼 《 手稿 中 的 一 个 片断 “关于 有 具有 代数 系数 的 线性 微分 方程 的 
两 个 一 般 规则 ” (Zrwei allygemeine Lehrsitze iiber lineare Differentialgleichungen mit 
algebraischen Koeffizienten) ( 注 明 了 写作 时 间 为 1857 年 2 月 20 日 , 载 于 《全 集 》， 
第 1 版 , 357-369 页 , 或 第 2 版 379-390 页 ) 1876 年 在 他 的 《 全 集 》 的 第 一 版 中 面世 
时 , 迎接 它 的 是 多 么 大 的 一 片 尺 奇 . 因为 它 表 明了 , 虽然 黎 曼 表面 上 只 停留 在 具有 3 
个 奇 点 的 二 阶 方程 情况 , 其 实 已 经 开始 向 高 阶 情况 进攻 了 . 在 这 里 , 黎 曼 仍然 忠于 
自己 的 原则 , 没有 在 公式 里 寻求 避难 所 . 

在 超 几 何 情况 , 单 值 化 群 由 关于 奇 点 的 假设 即 可 决定 . 在 高 阶 情况 , 黎 曼 一 一 
在 确定 特 解 在 奇 点 处 的 基本 性 态 的 同时 一 一 也 确定 了 单 值 化 群 (这 里 本 来 还 有 一 点 
选择 余地 ), 并 且 由 此 解决 了 这 个 问题 , 遗憾 的 是 , 还 不 是 完全 地 解决 了 它 . 
pa 波 森 省 现在 属于 波兰 , 成 为 波 兹 南 (Poznan) 省 , 波 森 就 是 波 效 南 . 摩 辛 现在 按 波兰 语 叫做 摩 
莘 纳 (Moschina). 这 个 地 区 在 历史 上 就 多 次 易 主 , 时 而 是 波兰 的 一 部 分 , 时 而 又 属于 普鲁士 . 不 
过 当 富 克 斯 出 生 时 , 确实 是 德国 的 一 部 分 . 但 是 克 莱 因 写 这 本 书 时 , 由 于 凡尔赛 条 约 的 规定 , 这 里 


又 回归 到 波兰 . 二 次 大 战 后 , 又 按 雅 尔 塔 体制 算是 波兰 领土 了 . 本 书 讲 到 的 许多 德国 数学 家 的 出 
生地 和 国籍 都 有 类 似 问题 一 一 中 译本 注 
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在 这 里 , 称 它 为 “ 黎 受 问题 ” 比 称 它 为 黎 曼 定理 更 好 , 因为 我 们 对 于 黎 坚 心目 
里 的 所 谓 解决 究竟 是 什么 意义 还 全 然 不 知 , 所 谓 歼 曼 问 题 就 是 要 证 明 :“ 在 关于 在 
满足 一 个 线性 微分 方程 的 一 类 函数 ji yo2,… ,yn.” 

比 之 “ 狄 利 克 雷 问题 ”", 这 个 问题 要 抽象 得 多 . 在 那里 , 边 值 或 不 连续 性 以 及 周 
期 的 模 数 , 都 是 对 个 别 的 函数 给 出 的 . 在 这 里 , 却 要 找 出 n 个 函数 一 一 最 好 说 是 找 
出 函数 的 n 项 线性 组 合 ciyi 十 .… 十 cnym. 狄 利克 雷 原 理 在 这 里 不 能 给 出 存在 定理 ， 
物理 直觉 也 没有 用 . 但 是 为 一 方面 , 它 又 包含 了 一 个 在 已 给 的 n 叶 黎 曼 曲 面 上 是 否 
存在 一 个 代数 函数 的 问题 如 下 : 需要 确定 一 个 图 数 的 n 个 分 文 六 yo，… ,yn, 使 
得 在 绕 过 奇 点 时 , 它们 会 经 历 一 个 最 简单 的 线性 变换 (具体 说 就 是 排列 ). 黎 曼 似乎 
是 认为 存在 性 是 显然 的 , 只 需 人 研究 它们 的 性 质 即 可 , 黎 曼 的 这 种 作法 是 没有 坏处 的 . 

这 个 “ 黎 曼 问题 ”使 得 数学 家 们 在 长 达 30 年 的 时 间 中 束手无策 , 直到 希 尔 伯 
特 , 利用 这 个 时 期 发 展 起 来 的 积分 方程 理论 , 才 给 出 了 第 一 个 完全 的 解答 , 并 且 又 
一 次 彻底 地 论证 和 证 实 了 黎 受 的 远见 . 

这 里 的 细节 和 所 有 相关 的 文献 都 可 以 在 Hilb 在 Enz. I B5 里 的 文章 :“ 复 域 
中 的 线性 微分 方程 ”(Lineare Differentialgleichungen im kompleren Gebiet) 里 找到 
(特别 请 参看 518 页 以 下 的 第 14 节 ，“ 黎 曼 问 题 ”(das Riemannsche Problem)). 

我 在 这 里 讲 了 这 么 多 , 大 家 可 能 已 经 认识 到 黎 曼 的 天 才 走 在 自己 的 时 代 前 面 有 
多 远 , 而 对 后 来 的 研究 有 多 人 么 广阔 深远 的 影响 . 肯定 地 说 , 每 一 个 数学 结构 的 基石 ， 
都 是 对 于 自己 的 所 有 结论 , 提供 使 人 不 得 不 服 的 证 明 . 同样 肯定 的 是 , 如 果 数 学 与 
使 人 不 得 不 服 的 证 明 断 绝 了 关系 , 数学 就 会 判处 自己 死刑 . 然而 天 才 的 多 产 性 的 秘 
密 总 是 在 于 提出 新 的 问题 , 并 以 神 来 之 笔 勾 出 新 定理 , 这 些 新 定理 则 将 揭示 有 价值 
的 结果 以 及 新 的 联系 . 不 创造 新 的 观点 , 不 树立 新 的 目标 , 数学 也 很 快 就 会 枯竭 , 就 
会 开始 僵化 , 尽管 其 证 明 都 是 严格 的 . 所 以 , 在 一 定 意义 上 , 最 能 推动 数学 进展 的 人 
是 那些 以 直觉 取胜 的 人 , 而 不 是 以 严格 证 明 见 长 的 人 . 毫 无 疑问 , 黎 曼 是 几 十 年 来 ， 
其 影响 至 今 仍 旧 最 为 充满 活力 的 数学 家 . 


黎 曼 的 思想 虽然 如 此 基本 地 影响 到 现代 的 函数 论 的 发 展 , 其 传播 却 是 缓慢 而 
非常 渐进 的 . 人 们 今天 可 以 相信 了 , 他 所 发 表 的 东西 并 没有 起 到 如 同上 天 启示 那样 
的 作用 , 没有 使 得 他 的 时 代 的 数学 直觉 的 模式 有 突然 的 剧变 , 这 可 能 是 由 于 黎 曼 写 
的 东西 , 因为 十 分 简洁 , 而 且 包 含 那么 多 新 的 非 同 寻常 的 概念 , 一 开始 是 很 难 接近 
的 . 首先 被 广泛 接受 的 是 他 的 代数 函数 及 其 积分 的 理论 . 但 是 即 令 在 这 里 , 数学 家 
们 先 也 只 是 研究 了 一 个 最 简单 的 情况 , 在 那里 , 它们 与 黎 曼 曲面 及 其 代数 非常 的 联 
系 , 马上 就 可 以 看 明白 . 这 个 最 简单 的 情况 就 是 两 叶 曲面 的 情况 , 其 方程 可 以 立即 
写 出 来 : 


= (2— 0)(z— 60). (z— an). 
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这 里 有 ”个 有 限 远 的 枝 点 , 而 当 nn 为 奇数 时 , oo 也 是 一 个 梳 点 . 这 个 曲面 的 亏 格 
( 见 219 页 ) p 当 nn 为 偶数 时 , 是 = (n—2), 而 当 ”为 奇数 时 , 则 为 s(n 1). 若 p>1， 
好 ”> 4, 就 说 是 超 椭圆 情况 ; 对 p= 二 2, 即 m > 5, 则 老 名 词 “wltraelliptic”4 现 
在 还 在 使 用 .“ 处 处 有 限 的 ” 超 椭 圆 积 分 则 是 


dz zdz z?-1ldz 
一 | 一， 三 | 一， Up 三 -一 . 
© © © 


早 前 时 常 称 它们 为 阿 凡 尔 积分 , 但 是 这 是 缺少 根据 的 ,因为 阿 贝 尔 积 分 还 要 广泛 
得 多 . 

ultraelliptic 积分 是 第 一 个 按照 黎 曼 的 意义 得 到 彻底 处 理 的 . 这 是 普 利 姆 (Fried- 
rich Emil Prym, 1841- 一 1915， 德国 数学 家 ) 的 功绩 , 是 在 他 的 主要 为 教学 需要 而 在 柏 
林 写 的 学 位 论文 里 完成 的 : “wliraelliptic 际 数 的 新 理论 ”( Theoria nova functionum 
wultraellipticarum，1863, 第 二 版 , 1865) ?5 ( 普 利 姆 是 黎 曼 的 一 位 亲密 的 学 生 , 生 于 
1841 年 ; 从 1869 年 到 1915 年 在 维尔 欧 堡 (Wiirzberg) 教书 ). 他 一 直 忠 于 黎 受 的 原 
则 , 正 是 这 些 原则 刺激 了 他 的 第 一 个 独立 创造 ; 1911 年 他 又 和 罗斯 特 (George Rost) 
合 写 了 一 本 较 大 的 书 , 讨论 ” 叶 的 黎 曼 曲面 这 个 一 般 的 情况 : 《一 阶 普 利 姆 函数 理 
论 , 与 歼 曼 的 创造 的 联系 》(Theorie der Prymschen Funktionen erster Ordnung, im 
Anschluss an die Schopfungen Riemanns). 

在 普 利 姆 的 学 位 论文 发 表 两 年 后 , 即 1865 年 , 卡尔 . 诺 依 曼 (当时 , 他 在 带 宾 
根 教书 ) 的 详细 而 且 流 行 的 教 本 《 黎 曼 关于 阿 员 尔 积分 的 理论 讲义 》( Vorlesungen 
tiber Riemanns Theorie der Abelschen Integrale) 问世 . 其 中 原来 也 只 讨论 了 两 叶 曲 
面 的 情况 一 一 即 超 几 何 积分 的 情况 . 关于 一 般 的 n 叶 曲 面 的 情况 和 存在 , 独立 的 讨 
论 首先 见于 1884 年 出 版 的 此 书 第 二 版 . 

与 卡尔 . 诺 依 曼 差 不 多 同时 , 克 莱 布 什 (他 也 与 卡尔 . 诺 依 坚 同 时 , 都 是 弗 半 
沈 . 诺 依 曼 在 哥 尼 斯 堡 的 学 生 ) 也 在 研究 黎 曼 的 代数 晒 数 及 其 积分 的 理论 , 但 是 与 
卡尔 : 诸 依 曼 取 完 全 不 同 的 态度 . (元 莱 布 什 于 1833 年 出 生 于 哥 尼 斯 堡 . 1854 年 由 
哥 尼 斯 堡 大 学 毕业 , 老师 中 有 弗 朗 欧 : 诺 依 曼 , 海 赛 , 里 吹 洛 . 然后 他 又 成 了 柏林 大 
学 的 Privatdozent, 1858 年 任 卡尔 斯 鲁 厄 (Karlsruhe, 德国 西南 部 德 法 边界 附近 的 城 
市 ) 大 学 的 理论 力学 教授 ; 1863 年 任 吉 条 (Giessen) 大 学 的 数学 教授 ; 1868 年 任 格 丁 
根 大 学 教授 , 直到 1872 年 去 世 .) 以 后 (在 第 7 章 里 ), 我 们 还 要 讲 到 他 是 如 何 力求 
使 得 黎 曼 的 一 般 结果 也 可 用 于 代数 曲线 的 理论 . 但 是 他 并 没有 采用 黎 曼 的 方法 , 认 
为 它 是 太 奇 特 而 且 基 础 也 还 不 太 可 靠 . 他 从 代数 方程 F(s, z) = 0 出 发 , 把 它 解释 为 
一 条 曲线 , 而 且 为 了 与 射影 几何 联系 起 来 , 又 把 它 写 成 齐 次 形式 B(x1, zx2, x3) = 0， 
并 试图 推进 到 黎 曼 的 一 般 定 理 . 他 与 苹 丹 (Paul Albert Gordan, 1837 一 1912, 德国 数 
64 数学 名 词 以 ultrar 或 hyper 开始 的 , 中 文 译名 通常 都 是 “起 -". 因为 在 这 里 没有 找到 适当 而 


又 通用 的 译 法 , 只 好 原文 照 录 .一 一 中 译本 注 
251 第 一 次 全 文 发 表 于 1864 年 的 Denkschriften der Wiener Akademie, Bd. 24. 
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学 家 ) 合 写 的 4《 阿 贝尔 函数 理论 》(Tjheorie der Abelschen Funktionen, Leipzig, 1866) 
一 书 就 是 这 样 来 详细 阐述 这 个 主题 的 . 卡尔 : 诺 依 受 的 书 与 到 莱 布 什 的 书 形 成 了 
对 比 : 卡尔 : 诺 依 曼 以 紧密 地 贴近 和 歼 曼 为 基础 , 而 克 莱 布 什 则 走 且 己 的 路 , 非常 强 
烈 而 主观 地 作 自 己 的 工作 . 这 两 本 教 本 为 自己 树立 的 目标 也 颇 不 相同 . 卡尔 : 诺 依 
曼 想 要 把 自己 与 黎 曼 的 联系 , 在 最 低 阶 的 情况 , 尽 可 能 清晰 而 且 一 般 地 可 以 理解 的 
方式 表现 出 来 ; 克 莱 布 什 则 不 同 , 想 要 激发 人 们 的 思考 与 独立 工作 . 卡尔 诺 依 蝇 
的 书 被 人 指责 为 “ 太 和 容易” 了, 而且“ 清楚 得 让 人 厌烦 ”, 它 是 黎 曼 的 那 一 套 思想 极 
为 出 色 的 导 引 . 克 莱 布 什 - 苞 丹 的 书 很 难 , 要 求 读者 密切 地 配合 才能 懂 , 但 是 它 引 导 
读者 透彻 深入 到 问题 之 内 , 刺激 他 认真 地 研究 黎 曼 的 思路 . 这 两 本 书 , 各 以 自己 的 
方式 , 成 为 解读 黎 曼 的 著作 的 基本 著作 , 但 是 对 于 我 们 而 言 它们 都 属于 过 去 了 的 时 
代 . 

到 了 19 世纪 60 年 代 末 , 以 黎 曼 为 基础 的 研究 者 的 名 字 捅 集 得 更 多 了 . 我 只 能 
举 出 其 中 最 重要 的 , 只 有 知道 了 这 些 人 , 才能 在 文献 的 海洋 中 , 找到 目 己 的 路 . 要 给 
出 受到 黎 曼 的 喜 舞 的 文献 的 完备 的 目录 , 本 书 实 非 其 地 . 

作为 第 一 人 , 我 要 举 出 卡 索 拉 蒂 (Felice Casorati, 1835 一 1890, 意大利 数学 家 ) 
的 漂亮 教材 《 复 变 函数 理论 》(Theoria delle funzioni di variabili complesse). 这 是 
一 部 大 部 头 书 , 而 且 和 大 部 头 书 中 常见 的 一 样 , 此 书 也 只 出 了 第 一 卷 (1868 年 ). 大 
约 在 同时 , 亥 姆 霍 效 开 始 把 黎 曼 的 方法 用 于 数学 物理 . 从 1869 年 起 , 施 瓦 茨 则 忙于 
建立 黎 曼 存在 定理 的 新 基础 . 我 则 将 更 详细 地 报告 黎 曼 关于 超 几 何 函 数 的 研究 . 

1876 年 是 研究 黎 曼 的 历史 的 关键 一 年 . 因为 那 一 年 由 H. M. 韦伯 在 戴 德 金 协 
助 下 编辑 的 《 黎 曼 全 集 儿 问世 了 , 其 中 包含 了 黎 受 手稿 的 许多 笔记 . 但 是 其 中 还 看 
不 到 黎 曼 的 讲义 , 而 就 我 所 知 , 它们 构成 了 黎 受 的 成 就 的 很 大 一 部 分 , 但 是 还 只 是 
私下 流传 . 这 个 空 际 首 先是 由 麦克 斯 : 诺 特 和 维 廷 格 尔 所 编 的 黎 曼 的 踪 著 填补 起 来 
了 Be , 我 在 前 面 已 经 讲 过 这 些 事 情 , 这 里 再 次 提 到 是 因为 它们 在 这 方面 的 重要 性 . 

我 以 为 , 让 我 的 这 本 讲义 在 其 涉及 的 问题 上 更 生动 一 些 , 是 很 有 价值 的 . 这 样 ， 
我 在 这 里 , 和 在 别处 一 样 , 给 出 一 些 个 人 的 说 明 , 使 得 我 们 与 科学 的 关系 , 更 有 人 性 
的 色彩 . 

戴 德 金 人 们 知道 他 是 由 于 他 在 数 的 理论 方面 的 工作 (这 一 点 我 在 后 面 还 要 
说 ). 他 于 1831 年 生 于 不 伦 瑞 克 , 而 且 从 1862 年 直到 去 世 的 1916 年 , 他 都 住 在 那 
里 . 作为 格 丁 根 大 学 的 一 位 Privatdozent (1854 一 1858), 他 是 黎 受 的 同事 和 友人 ,与 
黎 曼 有 紧密 的 联系 . 他 听 黎 曼 的 课 , 所 以 对 于 我 们 , 他 是 黎 曼 的 传统 的 主要 代表 . 他 
长 于 数学 原理 的 透彻 深入 . 他 材 性 爱好 深思 , 但 可 能 在 活力 与 决断 上 有 所 欠缺 . 这 
样 , 他 的 性 情 的 结构 足以 说 明 , 何以 尽管 黎 曼 的 家 人 已 经 把 黎 曼 的 科学 手稿 交付 给 
他 , 而 且 他 也 确实 发 表 了 其 中 很 大 一 部 分 , 并 且 添 加 了 一 些 确 切 的 注解 来 说 明 这 些 


gel 见 210 页 脚注 3 一 一 中 译本 注 
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手稿 , 却 仍 未 能 靠 他 自己 把 这 些 手 稿 前 后 协调 地 完整 地 编辑 出 来 . 所 以 在 1871 年 
他 与 克 莱 布 什 联手 来 编辑 一 个 完整 的 版 本 , 而 当 克 莱 布 什 于 1872 年 去 世 以 后 , 则 
与 H. M. 韦伯 合作 来 做 这 件 事 . 

H. M. 韦伯 , 1842 年 生 于 海德 堡 27 ,在 那里 听 了 玄 姆 霍 效 和 基 尔 霍 夫 的 课 , 开 
始 了 研究 工作 . 从 1873 年 到 1883 年 他 在 哥 尼 斯 堡 工作 , 从 1892 年 到 1895 年 在 格 
丁 根 任 正 教 授 ; 然后 又 来 到 斯 特 拉 斯 堡 , 并 于 1913 年 在 那里 离世 . 他 生性 善于 与 人 
处 , 而 且 又 富 于 活力 ; 此 外 他 还 有 一 种 奇特 的 能 力 , 善于 深入 一 开始 对 于 他 很 陌生 
的 概念 〈 例 如 歼 曼 的 函数 理论 和 戴 德 金 的 数 的 理论 ). 这 种 广度 使 他 能 够 对 于 近 几 
十 年 来 的 几乎 所 有 领域 都 作出 贡献 , 并 且 写 出 一 些 全 面 的 教科 书 一 一 例如 韦伯 - 黎 
曼 , 韦伯 - 威 尔 斯 坦 (Josef Wellstein, 1869 一 1919, 德国 数学 家 ), 特别 是 《代数 教程 》 
(Lehrbuch der hlgebra) Pa 一 一 这 些 书 我 们 都 用 过 . 他 和 戴 德 金 合 作 的 1876 年 版 的 
黎 曼 全 集 , 我 们 前 面 已 经 说 过 ; 1892 年 的 第 二 版 则 是 由 互 . M. 韦伯 独力 完成 的 . 

关于 麦克 斯 . 诺 特 (1844 年 生 , 自 1875 年 就 在 爱 尔 朗 根 , 1922 年 去 世 ), 当 我 
们 讨论 代数 簇 的 理论 时 还 会 广泛 地 讨论 到 他 . 他 是 克 莱 布 什 最 好 的 学 生 之 一 . 

至 于 维 廷 格 尔 , 他 是 我 们 遇 到 的 第 一 个 奥地利 数学 家 2 . 他 生 于 1865 年 , 所 
以 比 前 面 提 到 的 人 年 龄 小 得 多 ; 自 1903 年 起 , 他 就 是 维也纳 大 学 的 教授 . 作为 《 数 
学 与 物理 学 月 刊 》(Monatshefte fir Mathematik und Physik) 的 副 主编 , 他 就 一 直 与 
德意志 帝国 的 数学 有 最 亲密 的 联系 . 

如 果 很 概略 地 浏览 黎 曼 的 理论 在 19 世纪 70 年 代 中 期 以 后 的 进一步 的 发 展 ， 
就 要 提 到 我 自己 的 工作 , 首先 是 关于 椭圆 神 函 数 一 一 这 个 名 词 来 自 戴 德 金 一 一 的 工 
作 , 然后 是 关于 最 一 般 的 自 守 函数 的 工作 . 

这 里 要 做 一 些 最 简单 的 解释 . 所 谓 自 守 函 数 , 就 是 满足 以 下 一 组 函数 方程 


1 


的 函数 , 这 里 i 是 一 个 指标 , 而 且 这 一 组 方程 可 以 包含 无 穷 多 个 方程 ; 这 样 , 它们 就 
是 周期 函数 在 最 广泛 意义 下 的 推广 : 把 对 变量 z 增加 一 个 周期 变 成 对 z 做 一 个 线 
性 变换 . 

在 研究 自 守 函数 这 个 主题 时 , 我 从 1881 年 起 就 与 庞 加 菜 有 密切 的 接触 . 这 也 
是 黎 受 的 思维 方式 被 移植 到 法 国 , 并 在 那里 坚实 地 站 住 了 脚 的 时 期 . 我 将 在 第 8 章 


27 还 有 一 位 语 利 希 . 弗 里 德里 希 . 韦伯 (Heinrich Friedriech Weber), 也 是 德国 物理 学 家 , 生 辛 
年 是 1843 一 1912, 与 我 们 这 里 说 的 H. M. 韦 但 生 共 年 很 相近 , 容易 混淆 . 但 二 人 没有 亲属 关系 . 为 
了 避免 误会 , 我 们 在 正文 中 时 常 加 上 中 名 (middle name) 马丁 , 而 写 为 H. M. 韦伯 一 一 中 译本 注 

[28) 《韦伯 - 黎 曼 》 这 本 书 前 面 已 经 说 过 .《 韦伯 - 威 尔 斯 坦 》 就 是 H.M. Weber und J. Wellstein， 
《初等 数学 百科 全 书 》 (Encyklopddia der Elementarmaothematik), 全 书 共 3 卷 . 第 一 卷 《 算术 ， 代 
数 与 分 析 了 》 有 郑 太 朴 的 中 译本 , 改名 为 《数学 全 书 》, 1934 年 商务 印 书 馆 出 版 . 但 是 最 著名 , 影响 
最 大 的 是 正文 说 到 的 最 后 一 本 :《 代数 教程 》 一 一 中 译本 注 

29 但 是 在 第 3 章 中 , 元 莱 因 还 提 到 他 更 早 一 些 的 奥地利 朋友 : 施 托 尔 兹 .一 一 中 译本 注 
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我 已 经 提 到 过 我 在 1881/82 学 年 关于 黎 曼 的 代数 函数 及 其 积分 的 理论 的 小 书 
(请 参看 221 页 脚注 12 一 一 中 译本 注 ), 我 试图 在 其 中 前 明 黎 曼 的 基本 物理 思想 , 

从 那 以 后 , 对 黎 曼 的 函数 理论 的 兴趣 就 不 断 地 在 扩展 , 甚至 到 了 国外 . 在 我 的 
学 生 中 需要 特别 提 到 苏黎世 的 赫 尔 维 茨 (Adolf Hurwitz, 1859 一 1919, 德国 数学 家 ) 
和 慕尼黑 的 迪克 (Walther Franz Anton von Dyck, 1856 一 1934, 德国 数学 家 ). 但 是 
为 了 停留 在 我 们 的 近邻 而 不 至 于 漫 无 边际 , 我 只 提 一 下 格 丁 根系 列 : 先是 希 尔 伯 特 
(1901 年 拯救 了 狄 利克 雷 原理 ), 然后 是 寇 贝 (Paul KK5be, 1882 一 1945, 德国 数学 家 )， 
外 尔 (《 黎 曼 曲 面 的 概念 》B0 (Die JIdee der Riemannschen Piche, 1913) 和 柯 明 

我 列举 了 许多 与 黎 曼 有 密切 关联 的 , 或 多 或 少 为 人 周知 的 姓名 . 只 有 当 我 们 去 
看 一 看 他 们 的 文章 时 , 这 才 不 会 成 为 一 个 死 名 单 . 必须 学 会 掌握 我 们 这 门 科 学 的 伟 
大 联系 的 基本 线索 的 艺术 , 在 浩如烟海 的 文献 之 中 , 既 不 会 迷失 于 细节 之 中 , 又 不 
流 于 肤浅 的 猎奇 . 只 有 这 样 , 才能 获得 全 面 的 数学 教育 . 对 于 想 留 在 我 们 这 门 科 学 
里 的 人 , 如 果 做 不 到 这 一 点 , 我 就 不 会 让 他 离开 大 学 ! 

我 们 现在 就 要 走向 魏 尔 斯 特 拉 斯 , 要 离开 黎 曼 了 . 但 是 在 以 后 各 章 里 , 我 们 将 
一 再 遇 到 黎 曼 的 名 衬 . 


魏 尔 斯 特 拉 斯 (Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, 1815 一 1897) 


如 同 对 待 黎 曼 的 传记 一 样 , 我 们 先 把 一 些 外 在 生活 方面 的 材料 集中 一 下 . 

1. 他 的 《全 集 》(Gesammelte Abhandlungen) 已 经 出 版 的 有 卷 1 (1894 年 ), 卷 
2 (1895 年 ), 卷 3 (1903 年 ).《 讲 义 》(Vorlesungen) 已 经 出 版 的 有 已 经 编 人 《全 集 》 
卷 4 的 : 阿 贝 尔 函 数 , 还 有 《 全集》 卷 5, 6 是 关于 椭圆 函数 (1915 年 ) 的 . 关于 变 分 
法 的 卷 7 正在 编辑 中 . 关于 解析 函数 的 一 卷 还 要 等 一 等 . 

2. 生平 资料 : 有 兰 佩 (Karl Otto Emile Lampe, 1840 一 1918, 德国 数学 家 ) 写 的 
“纪念 演说 ”(Gediichtnisrede) (Jahrbericht der DMV, Bd. 6, 40 页 以 下 , 1897); 基 灵 
(Wilhelm Karl Joseph Killing, 1847 一 1923, 德国 数学 家 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 学 生 ) 的 
“校长 演说 ”(Rektoratrede Miinster, 1897, 发 表 于 Natur und Offenbarung, Bd，43， 
131 页 以 下 ); 米 塔 - 列 夫 勒 (Magnus G6sta Mittag-Leffler, 1846 一 1927, 珊 典 数学 家 ) 
1900 年 在 巴黎 的 国际 数学 家 大 会 上 的 演讲 6 . 

兰 佩 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 学 生 . 米 塔 - 列 夫 勒 所 说 的 是 以 他 所 和 擎 握 的 私人 文件 为 
基础 的 : 它们 都 不 是 太 零 碎 , 所 以 一 一 可 能 恰好 因此 一 一 读 起 来 很 有 趣 . 但 是 我 们 
还 缺少 一 个 关于 魏 尔 斯 特 拉 斯 作为 一 个 人 的 完全 的 正确 评价 , 而 且 是 考虑 到 他 的 本 
Bo 此 书 有 英 译 本 : “The concept of a Riemann surface”, Addison-Wesley 一 — 英 译本 注 


1 新 近 的 还 可 参看 4ctae Mathematica，Vol，39 (1927)， 以 及 较 早 的 Vol. 21 (1897), Vol. 35 
(1912). 一 一 德 文 版 编者 注 
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质 上 是 关于 科学 的 观点 的 评价 ,因为 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 发 展 有 一 些 很 不 寻常 的 方面 ， 
缺少 这 样 的 评价 就 更 令 人 遗憾 了 . 由 于 材料 收集 得 不 齐全 , 在 许多 地 方 , 我 们 就 只 
能 暗中 摸索 了 . 去 找到 这 些 散 处 各 处 的 材料 , 并 把 它们 整理 出 来 , 填补 上 这 个 空 
是 一 件 值得 人 们 感谢 的 工作 . 


我 们 迄今 所 讨论 过 的 大 量 德国 数学 家 , 都 来 自 新 教徒 方面 . 雅 可 比 是 我 们 遇 到 
的 第 一 个 犹太 数学 家 , 犹太 数学 家 的 数目 一 直 在 增加 . 

魏 尔 斯 特 拉 斯 则 不 同 , 他 来 自 天 主教 派系 . 他 于 1815 年 10 月 31 日 生 于 明 斯 
特 兰 (Miinsterlandlsa ) 的 奥 斯 腾 非 尔 德 (Ostenfeld), 他 的 父亲 在 那里 担任 一 个 小 官 
员 . 据说 父亲 是 从 新 教 版 依 了 天 主教 的 . 不 论 这 是 否 事实 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 肯定 是 生 
活 在 天 主教 的 环境 中 的 , 而 这 个 情况 大 大 影响 了 他 的 发 展 . 由 于 这 些 原因 , 他 生活 
过 的 许多 地 方 , 在 他 以 前 都 在 数学 史上 无 人 知道 . 只 要 把 他 的 生平 排列 一 下 , 就 可 
以 看 到 这 一 点: 

1829 一 1834 年 , 他 在 帕 德 博 恩 (Paderborn) 上 中 学 (Gymnasium); 

1839 一 1840 年 , 他 在 明 斯 特 (Miinster) 的 神学 与 哲学 学 院 跟 古 德 曼 (Christoph 
Gudermann, 1798- 一 1852, 德国 数学 家 ， 也 是 天 主教 徙 ) 念书 . 也 是 在 这 里 他 通过 了 
高 级 教师 (Oberlehrer) 的 一 年 试用 期 . 

1842 一 1848 年 , 他 在 德意志 -克隆 (Deutsch-Crone, 也 作 Deutsch-Krone， 当 时 
是 德国 西 普鲁士 的 一 个 城市 , 现 属 波兰 , 更 名 瓦尔 什 (Walcz)) 的 一 个 天 主教 Pro- 
gymmasium (这 是 一 个 课程 简化 了 的 中 学 ) 里 任教 师 . 

1848 一 1854/155 年 , 在 布 劳 恩 斯 贝 格 (Braunsberg, 原 属 德国 的 东 普 鲁 士 , 现 属 
波兰 , 更 名 为 布 兰 涅 沃 Braniewo) 的 一 个 神学 院 (seminary) Collegium Hoseanum 任 
同样 的 职务 . 


从 这 些 材料 里 可 以 看 到 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 一 生 最 富 创 造 性 的 时 期 -一 -30 岁 到 40 
岁 之 间 一 一 是 在 远离 一 切 科学 生活 的 地 方 度 过 的 ， 几乎 完 全 得 不 到 任何 数学 的 激 
励 , 那些 地 方 小 而 又 小 , 几乎 无 人 知道 . 

1834 一 1838 年 他 到 了 波恩 大 学 , 但 是 他 的 学 生 时 代 的 生活 却 有 着 大 不 相同 的 
格调 , 其 原因 我 们 全 然 不 知 . 在 宗教 信仰 上 更 加 混杂 的 波恩 大 学 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 一 
开始 并 不 是 学 数学 的 , 而 是 学 的 法 律 . 这 时 , 他 在 萨克森 军团 (Corps Saxonia)Bsl 里 
很 活跃 . 据说 他 每 天 晚上 都 是 小 酒馆 里 面 最 会 寻 欢 作乐 的 人 , 击剑 室 他 也 从 不 缺席 . 
这 一 切 怎么 能 够 和 他 的 其 他 的 发 展 相 容 , 我 是 完全 无 法 理解 的 . 兰 佩 称赞 后 期 的 魏 
尔 斯 特 拉 斯 “有 一 种 自由 感 , 在 一 定 程 度 上 , 认为 自己 是 自己 生命 的 至 高 无 上 的 主 
明 斯 特 是 这 个 地 区 的 一 个 大 城市 , 属于 北 莱茵 - 威 斯 特 法 
伦 州 , 奥 斯 腾 菲尔德 也 属于 这 个 州 .一 一 中 译本 注 


[33] Corps Saxonia 是 一 种 历史 久远 的 德国 大 学 生 组 织 . 直译 应 为 “萨克森 军 园 ”, 但 是 , 它 实 际 上 
是 一 个 既 非 政治 性 亦 非 宗教 性 的 , 而 只 是 联系 感情 的 , 与 兄弟 会 类 似 的 组 织 .- -一 中 译本 广 
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等 ?; 这 种 态度 可 能 来 自 他 在 波恩 的 学 生年 代 . 

波恩 对 于 魏 尔 斯 特 拉 斯 几乎 没有 任何 数学 方面 的 激励 . 直到 1836 年 才 有 闵 朔 
夫 (Miinchow) 到 那里 教书 . 作为 古老 学 派 的 代表 , 闵 朔 夫 把 天 文学 、 物 理学 和 数学 
统一 起 来 . 他 的 继任 者 是 普 吕 死 , 仍然 把 数学 与 物理 学 连 在 一 起 , 肯定 不 能 花 太 多 
时 间 在 数学 上 面 . 而 魏 尔 斯 特 拉 斯 又 几乎 没有 听 过 他 的 任何 课 . 受到 一 种 无 法 抗拒 
的 倾向 所 驱动 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 开始 私下 里 学 习 数 学 一 一 早 在 帕 德 博 恩 , 他 就 得 到 建 
议 , 去 攻读 斯 坦 纳 在 Crelie 杂志 上 的 文章 . 雅 可 比 的 人 《椭圆 隐 数 理论 的 新 基础 一 
书 (Fundamenta Nova Theoriae Functionen Elliticarum) 是 1829 年 出 来 的 , 那 时 还 
很 新 , 吸引 了 许多 人 的 注意 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 化 了 很 大 的 精力 才 读 完了 它 一 一 他 没有 
任何 预备 知识 一 一 并 且 决 心 深入 研究 它 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 听 说 明 斯 特 的 古 德 曼 正在 
全 面 研究 椭圆 函数 , 于 是 中 汤 了 在 波恩 的 学 习 , 来 到 明 斯 特 . 但 是 他 先 花 了 1838/39 
学 年 的 一 半 , 住 在 父母 亲家 里 “治疗 号 体 和 有 灵魂” (这 是 他 在 准备 1841 年 明 斯 特 的 
高 级 教师 考试 时 , 在 “履历 ”里 面 填写 的 ). 我 无 法 更 多 地 确定 这 种 精神 泪 丧 的 原因 
和 进程 ; 官方 的 报告 只 是 使 我 们 更 搞 不 清楚 , 更 深 的 精神 问题 是 何 时 开始 的 . 

现在 我 要 谈 一 下 古 德 曼 是 谁 . 他 是 因 学 生 而 成 名 的 人 . 他 于 1798 年 生 于 下 萨 克 
条 地 区 硕 尔 德 斯 海 姆 (Hildesheim) 的 温 内 代 (Winneburg). 他 先 在 克 雷 威 (Cleve)， 
后 来 则 在 明 斯 特 教书 , 而 于 1852 年 在 那里 去 世 . 他 的 科学 成 就 与 我 们 这 里 有 关 的 ， 
是 他 独立 而 且 细 致 地 研究 了 习 圆 旺 数 和 椭圆 积分 . 因为 积 


， -|/ dz 
(1 — z2)(1 — k2z2) 


中 含有 一 个 模 数 &, 所 以 称 为 一 个 模 积 分 , 它 的 反 国 数 则 称 为 一 个 模 函 数 . 他 的 全 
部 理论 都 可 以 在 Crelle 杂志 1838 一 1843 年 的 卷 18, 19, 20, 21, 23, 25 各 卷 上 找到 
十 德 曼 的 工作 的 特点 在 于 他 强力 地 强调 震级 数 展开 式 ; 这 正 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 后 来 前 
进 的 方 回 . 

十 德 曼 的 作品 读 起 来 令 人 生 厌 , 其 细 市 早 就 被 人 忘记 了 . 留 下 来 的 只 有 十 德 曼 
引入 的 记号 的 那 一 部 分 , 具体 说 来 就 是 : 他 用 sn，cn，dm 代替 了 雅 可 比 的 sin am， 
cos am, A am. 

古 德 曼 是 怎样 得 到 这 些 记号 的 , 现 已 不 得 而 知 ; 关于 这 一 点 他 也 从 未 说 起 过 . 我 
猜想 , 这 些 记 号 末尾 的 字母 n, 是 取 目 第 二 个 字 “amplitudinis”( 振 幅 ) 的 最 后 一 个 
音节 “nis” 的 第 一 个 字母 ; 这 时 当时 很 流行 的 做 法 . 这 个 假设 也 可 以 用 魏 尔 斯 特 拉 
斯 以 自己 的 记号 Al 来 表示 “abelian series ( 阿 贝 尔 级 数 )” 来 证 实 . 

除了 这 些 记 号 以 外 , 人 们 记得 古 德 曼 , 还 由 于 他 所 编辑 的 双 曲 基数 表 . 这 对 于 
天 文 , 物理 和 工程 计算 都 很 重要 . 

1839/40 学 年 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 昕 了 古 德 曼 的 课 一 一 他 是 唯一 的 学 生 . 1841 年 , 他 
递交 了 申请 高 级 教师 职位 的 论文 ; 主题 是 他 自己 定 的 :“ 论 模 函 数 的 展开 ”(Vber die 
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Entwicklungen der Modulfunktionen). 

这 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 《 全 集 》 第 1 卷 的 第 一 篇 文章 . 它 包 含 了 许多 他 后 来 工作 的 
萌芽 , 是 椭圆 函数 理论 联系 着 阿 贝尔 的 原理 的 一 项 重要 进展 . 

为 了 简短 地 做 一 个 概述 , 我 要 稍微 回溯 一 点 .作为 很 长 的 级 数 展开 式 的 结果 ， 
雅 可 比 最 终 得 到 了 以 下 形状 的 一 类 公式 : 

sn u 一 a cn = “2 dn uu = ws 

这 里 的 指标 是 我 后 来 为 了 讲述 流畅 而 后 来 特别 加 上 (ad hoc) 的 . 这 些 8 则 是 久 的 
整 范 数 , 其 两 个 周期 之 一 , 例如 wa, 是 特殊 的 (distinguishedy, 所 以 8 按 e2riu/oa 的 
展开 式 有 超越 的 系数 . 

另 一 方面 , 阿 贝尔 曾经 顺便 指出 sn, en, dn 都 可 以 表示 为 4 的 军 级 数 之 商 , 这 
些 寡 级 数 的 系数 则 是 &2 的 多 项 式 . 如 果 我 们 从 下 面 的 积分 式 


二 / 2 
(1 — 22)(1 — R222) 


开始 , 就 更 容易 看 出 这 一 点 来 . 

魏 尔 斯 特 拉 斯 在 他 的 工作 里 则 直接 从 这 些 函 数 出 发 -一 为 了 纪念 阿 贝尔 , 他 用 
记号 Al 来 表示 这 些 级 数 .一 一 他 从 椭圆 积分 开始 , 而 最 终 建立 了 由 积分 通 向 3 函数 
的 系统 的 通过 . 

魏 尔 斯 特 拉 斯 得 到 了 以 下 的 表达 式 


A A As 
Al 41 .41 
其 中 hl 是 w 和 k 的 超越 函数 , 而 wv 的 每 一 个 戎 的 系数 都 是 52 的 多 项 式 . 他 计算 
了 的 这 些 医 直到 20 次 方 , 包括 其 奇特 的 数值 因子 . 后 来 发 现 这 些 hi 与 相应 的 
9 只 相差 一 个 形 如 cex 的 因子 . 

我 要 顺便 指出 , 这 些 Al 只 是 他 建立 更 好 的 函数 一 一 即 o 项 数 一 一 的 道路 上 的 
中 间 站 . 这 些 o 与 9 以 及 hl 都 只 相差 一 个 指数 因子 , 这 些 因子 是 这 样 安排 的 , 使 
得 基本 的 o (Stamm-o) 和 cot， ca, aa 之 间 都 对 于 wi, ws 完全 对 称 . 特别 是 基本 的 
o 满足 以 下 的 哺 数 方程 : 


sn 二 Cn Oo nN 


o (ulw1, ww2) 一 Ilacwi 十 Bw2, Tw1 十 0w2 )， 


这 里 的 a, 8, ~, 6 是 任意 整数 , 而 且 
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所 以 , c 对 于 周期 的 任意 “线性 变换 ”是 不 变 的 . 这 些 事 情 里 的 内 在 的 完全 对 称 性 ， 
这 样 就 第 一 次 完全 显现 在 我 们 面前 . 然而 在 1862/63 学 年 冬季 学 期 魏 尔 斯 特 拉 斯 
在 柏林 大 学 讲课 以 前 , 他 的 活力 还 没有 达到 这 样 确 定 的 形式 . 

作为 中 学 教师 时 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 工作 , 尽管 还 没有 达到 这 样 和 谐 的 结论 , 仍 
然 是 一 项 伟大 的 科学 成 就 . 古 德 曼 对 此 也 不 音 赞美 之 词 . 根据 基 灵 在 1897 年 的 公 
开 的 文件 上 引用 了 当时 古 德 曼 的 说 法 : “候选 人 由 此 就 获得 了 与 生 俱 有 的 权利 , 可 
以 进入 戴 着 光荣 光环 的 发 现 者 之 列 ”. 


魏 尔 斯 特 拉 斯 现在 有 了 终生 的 目标 : 通过 在 寡 级 数 (单个 与 多 个 变 元 的 ) 方面 
的 严格 的 、 系 统 的 工作 来 掌握 任意 高 阶 的 超 椭圆 积分 的 反 演 问题 , 而 这 早 就 由 先知 
般 的 雅 可 比 提出 了 一 一 甚至 可 能 是 对 最 一 般 的 阿 贝 尔 积分 提出 的 . 

正 是 在 这 样 一 条 道路 上 , 所 谓 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 论 , 可 以 说 , 是 作为 一 项 副 
产品 出 现 的 . 

当 魏 尔 斯 特 拉 斯 生活 在 德意志 -克隆 和 布 劳 恩 斯 贝 格 , 因而 处 于 数学 上 与 世 隔 
绝 的 年 代 , 他 就 力图 一 丝 不 苟 地 , 系统 地 解决 这 个 问题 . 关于 他 在 这 个 时 期 的 结果 ， 
我 们 只 有 很 零星 的 例子 : 

在 德意志 -克隆 的 Progymnasium 的 1843 年 的 年 度 报告 “关于 解析 阶 来 的 说 
明 ” (Bemerkungen uiber die analytischen Fakultaten ) 中 ， 我 们 已 可 找到 魏 尔 斯 特 拉 
斯 国 数 论 的 基础 ( 见 《 全集 》 第 1 卷 87 页 以 下 ). 

在 布 劳 恩 斯 贝 格 Gymnasium 1849 年 的 年 度 报告 里 ， 他 对 于 任意 的 第 一 类 和 第 
二 类 超 椭 圆 积分 

dz zdz zdz 23dz 

各 自 的 4 个 周期 , 建立 了 “ 双 线 性 关系 式 ”( 这 是 整个 理论 的 基础 ), 它们 对 应 于 单个 
椭圆 积分 情况 下 的 “ 勒 让 德 基 系 式 ” 


W172 一 Wan = 2T7， 


( 见 “ 对 阿 贝尔 积分 理论 的 贡献 ? (Beitrag zur Theorie der Abelschen Integrale),《 全 
集 》 第 1 卷 , 133 页 以 下 ). 

这 里 讲 到 的 少量 文章 在 《4 全集》 第 1 卷 里 被 大 大 扩展 了 . 我 们 知道 , 早 在 1841 
年 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 就 已 经 证 明了 我 们 现在 所 说 的 洛 表 展开 定理 . 

1842 年 在 关于 单 变 元 代数 微分 方程 的 研究 中 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 不 仅 进 展 到 了 决 
定 解 的 解析 性 质 , 而 且 越 过 这 一 点 进 到 了 解析 拓展 原理 ; 在 这 里 他 吃惊 地 看 到 , 这 
些 也 数 拓展 的 尽头 是 所 谓 “自然 边界 ”. 

1854 年 标志 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 工作 的 完成 , 是 他 一 生 的 转折 点 . 他 被 哥 尼 斯 堡 
大 学 授予 了 荣誉 学 位 , 还 得 到 了 假期 把 他 的 初步 的 简短 的 工作 做 出 来 . 
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1856 年 他 被 召 到 柏林 . 正如 1826 年 Crelle 杂志 的 创立 一 样 , 1856 年 对 于 整 
个 数学 也 有 决定 性 的 意义 

1855 年 , 当时 32 岁 的 克 罗 内 克 (Leopold Kronecker, 1823 一 1891, 德国 数学 家 ) 
作为 一 个 富有 的 个 人 来 到 柏林 4 . 克 罗 内 克 1823 年 生 于 利 格 尼 效 (Liegnitz, 在 德 
国 西里 西亚 地 区 , 现在 属于 波兰 , 更 名 为 勒 格 尼 查 Legnica), 1891 年 去 世 ， 克 罗 内 
克 的 完全 不 同 的 数学 才能 , 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 数学 才能 一 样 , 值得 特别 地 加 以 估计 . 
就 他 主要 是 关心 代数 和 算术 而 言 , 就 他 后 来 为 所 有 数学 工作 树立 了 一 个 规范 而 言 ， 
他 具有 一 种 特定 的 犹太 人 式 的 才能 , 但 是 是 特别 的 、 独 有 的 、 很 强 的 才能 . 在 他 自 
己 的 领域 里 , 他 似乎 是 通过 某 种 预感 , 就 掌握 了 许多 基本 的 关系 , 但 还 不 能 把 它们 
清楚 地 做 出 来 .ss 

1856 年 ,当时 46 岁 的 库 默 尔 被 召 到 柏林 作为 狄 利克 雷 的 继任 者 . 

同年 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 , 当时 41 岁 , 也 被 召 到 柏林 . 可 能 是 由 于 库 默 尔 的 建议 . 

最 后 , 在 1857 年 , 40 岁 的 博 卡 特 (Karl Wilhelm Borchardt, 1817 一 1880, 德国 
数学 家 ) 从 Crelle 杂志 第 53 卷 起 , 开始 主编 这 个 杂志 . 只 要 看 一 看 这 些 名 字 , 我 们 
就 可 以 看 到 一 个 新 的 柏林 数学 学 派 是 怎样 成 形 的 . 

魏 尔 斯 特 拉 斯 就 这 样 被 转移 到 一 个 充满 数学 的 兴奋 的 世界 . 然而 , 尽管 这 带 给 
他 许多 内 在 和 外 在 的 进展 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 新 职位 , 对 于 他 仍 是 好 坏 参 半 的 事情 . 如 
果 在 今天 , 他 会 被 作为 一 个 “院士 ” 召 到 相 林 , 例如 像 爱 因 斯 坦 那 样 . 但 是 , 他 那 时 
还 是 一 个 国家 的 公职 人 员 : 教授 , 他 必须 在 商学 院 (柏林 工业 大 学 的 前 喘 的 一 部 分 ) 
每 周 上 12 小 时 课 , 同时 他 还 是 柏林 大 学 的 额外 教授 . 他 在 以 前 的 生活 中 固然 受到 
了 限制 , 现在 又 有 了 一 个 过 重 的 负担 . 

除 此 而 外 , 他 在 1857 年 向 柏林 科学 院 递 交 了 第 一 篇 关于 一 般 阿 贝尔 函数 的 论 
文 , 而 在 同时 , 黎民 关于 同一 个 问题 的 论文 也 发 表 在 Crelle 杂志 第 54 卷 上 . 黎 曼 
的 论文 里 包含 了 那么 多 新 概念 , 使 得 魏 尔 斯 特 拉 斯 把 自己 的 论文 收回 了 , 而 且 事 实 
上 以 后 再 也 没有 发 表 . 这 件 事 必然 使 得 魏 尔 斯 特 拉 斯 非常 激动 . 

不 论 如 何 , 在 1859/60 学 年 冬季 学 期 , 他 已 经 有 了 过 分 劳累 的 迹象 , 而 到 1861 
年 就 彻底 地 精神 崩 演 了 .所 以 , 1861/62 学 年 , 他 就 没有 再 教 课 , 而 只 在 柏林 大 学 活 
动 , 在 那里 , 他 最 终于 1864 年 ( 那 时 他 是 49 岁 ) 获得 正教 授 职位 . 

这 样 , 我 们 看 到 魏 尔 斯 特 拉 斯 获得 了 他 在 柏林 的 最 高 的 职位 . 

34 克 罗 内 克 家 庭 很 有 钱 , 但 是 他 热爱 数学 . 1855 年 以 前 , 他 在 利 格 尼 效 (Liegnitz) 自家 的 庄园 里 ， 


1855 年 他 来 到 相 林 帮 他 田 易 管理 银行 . 他 虽然 热爱 数学 , 并 且 以 主要 精力 从 事 卓 有 成 效 的 数学 研 
究 , 但 是 并 不 急于 在 大 学 里 谋求 职务 . 所 以 克 莱 因 说 他 “作为 一 个 富有 的 个 人 来 到 柏林 ”一 一 中 


译本 注 

35] 关于 克 罗 内 克 和 整个 柏林 数学 圈子 , 请 参看 A. Kneser 在 克 罗 内 克 诞 生 百 周年 时 的 Festrede， 
Jahresbericht der DMV, 1925, p.210 页 以 下 . 亦 见 H. M. Weber 发 表 在 Mathematische. Annalen.， 
Bd. 43 的 Kronecker 一 文 , 以 及 G. Frobenius, “GeadGcptnisrede auf Leopold Kronecker’, Abh. Der 
Berliner Akad., 1893. 一 一 德 文本 编者 注 
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他 的 就 职 演说 (Antrittsrede) 对 于 我 们 特别 有 意思 . 这 是 在 他 进入 柏林 科学 院 
时 ,于 1857 年 7 月 9 日 作 的 (人 人 全集》 第 1 卷 223-226 页 ). 现在 的 一 代 人 都 把 魏 尔 
斯 特 拉 斯 看 做 只 是 纯粹 数学 的 代表 . 但 在 这 篇 演说 里 , 在 简短 地 概述 了 他 的 理论 目 
标 , 以 及 为 了 达到 这 个 目标 所 作 的 工作 以 后 , 可 以 找到 一 段 有 趣 的 话 (上 文 225 页 ): 


“但 是 我 认为 , 尽管 物理 学 把 数学 看 作 仅 是 一 个 辅助 的 , 虽然 有 时 是 不 可 缺少 
的 学 科 , 也 尽管 数学 家 把 物理 学 家 提出 的 问题 , 只 看 成 是 为 他 们 的 方法 提供 了 丰富 
的 例子 , 我 们 对 数学 与 自然 科学 的 关系 , 还 要 看 得 更 深 一 些 才 好 . 但 是 今天 , 我 不 能 
束 这 个 深 藏 在 我 心中 的 问题 作 进 一 步 的 探讨 . 然而 对 于 我 提出 的 这 个 问题 , 即 从 现 
在 的 数学 所 满足 的 抽象 理论 中 , 是 否 真有 可 能 得 出 直接 有 用 的 东西 , 我 只 能 引用 希 
脂 数 学 家 的 例子 , 他 们 在 谁 也 没有 想到 圆锥 截 线 可 能 是 行星 运行 的 轨道 以 前 很 久 ， 
网 已 经 以 纯粹 思辩 的 方式 来 研究 圆锥 截 线 了 ; 我 还 要 说 , 我 一 直 希 望 会 有 更 多 的 函 
数 具有 雅 可 比 所 赞颂 的 3 函数 那样 的 性 质 , 它 告诉 我 们 , 一 个 整数 可 以 分 解 成 多 少 
个 平方 和 , 怎样 求 椭 圆 的 弧 长 , 它 还 可 以 一 一 也 只 有 它 可 以 一 告诉 我 们 摆 的 运动 
的 真正 的 法 则 .” 


这 样 , 我 们 看 到 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 并 不 是 全 然 远 离 数 学 的 应 用 , 肯定 更 不 会 反对 
应 用 . 虽然 他 的 论著 里 找 不 到 与 应 用 数学 有 密切 关联 ,然而 在 他 的 讲义 里 , 他 总 
是 触及 力学 中 的 问题 ; 特别 是 , 他 力促 自己 的 学 生 一 一 如 布 隆 斯 (Ernst Heinrich 
Bruns, 1848 一 1919, 德国 数学 家 ， 天 文学 家 )， 科 瓦 列 夫 斯 卡 媚 (Sofia Vasilyevna Ko- 
valevskayase , 1850 一 1891, 俄罗斯 数学 家 ) 等 人 一 一 走向 这 个 方向 . 尽管 如 此 , 他 的 
态度 与 歼 曼 很 不 相同 ; 黎 曼 用 他 的 数学 才能 来 打开 自然 科学 的 新 道路 , 反 过 来 又 从 
自然 科学 得 到 形成 新 数学 思想 的 刺激 ; 魏 尔 斯 特 拉 斯 则 满足 于 对 应 用 数学 已 经 形成 
的 问题 给 出 完全 的 、 严 格 的 解答 . 

大 约 在 30 年 的 长 时 期 里 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 一 直 对 越 来 越 多 的 听众 讲课 , 虽然 在 
他 的 晚年 , 这 些 讲课 常 因 疾病 而 受阻 , 终于 , 在 1897 年 2 月 17 日 , 81 岁 半 时 , 他 最 
后 在 病痛 中 倒 下 . 

魏 尔 斯 特 拉 斯 的 讲义 对 于 我 们 特别 重要 , 因为 他 很 少 把 自己 的 作品 印刷 出 来 . 
在 我 们 这 个 “车 登 堡 (Johann Gutenberg., 13947?—1468, 德国 人 ， 近代 活字 印刷 术 的 
发 明 人 ) 时 代 ”, 他 却 对 于 印刷 术 从 原则 上 有 一 种 反感 , 这 实在 是 一 个 值得 注意 的 现 

36] 俄罗斯 人 的 姓名 规则 有 些 怪 . 一 般 说 来 , 它 由 3 个 部 分 组 成 : 本 人 的 名 字 , 即 first name, 其 
次 是 父 名 ， 最 后 是 姓 (last name, family name). 现在 Sofia 是 本 名 ;Vasilyevna 是 父 名 ， 即 是 说 ， 她 
的 父亲 岂 Vasilyev; 至 于 姓 , 她 家 原来 姓 Krukovsk, 但 是 她 婚 后 要 从 夫 姓 , 而 她 夫 家 姓 Kovalevsk. 
此 外 , 俄罗斯 人 的 姓名 又 有 不 同 的 后 级 , 视 性 别 而 异 ; 男 的 用 y 音 , 女 的 用 aya; 所 以 她 的 丈夫 叫 
Kovalevsky， 而 她 自己 叫 Kovalevskaya. 俄罗斯 名 字 的 拉丁 对 照 拼 法 又 不 是 完全 统一 的 , 所 以 现 
在 中 文 文献 里 俄罗斯 名 字 的 翻译 时 常 引 起 混淆 . 再 就 是 她 的 本 名 , 时 常 有 人 爱 用 她 的 小 名 Sonya 


(索尼 娅 ), 克 莱 因 就 是 这 样 做 的 . 她 本 人 则 用 Sofia (索菲娅) 中 译本 依 克 莱 因 用 “索尼 娅 "中 
译本 注 
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象 . 这 样 , 他 从 不 许 人 把 他 的 作品 用 机 械 印 刷 , 而 要 求人 们 手 抄 . 在 当时 的 柏林 , 通 
常 的 情况 是 , 人们 震 对 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 课程 有 兴趣 , 就 得 把 这 一 部 分 系统 地 手 抄 下 
来 . 这 些 笔记 又 传播 到 国外 , 最 终 对 我 们 这 门 科学 的 进程 有 权威 性 的 影响 . 所 以 , 我 
们 必须 稍微 仔细 地 讨论 这 些 讲义 . 

在 他 的 《人 全集》 第 3 着 末尾 有 这 些 讲 义 的 完全 的 清单 8S7. 我 在 这 里 只 能 提 一 
下 魏 尔 斯 特 拉 斯 所 遵循 的 总 的 顺序 : 解析 函数 , 椭圆 函数 , 查 圆 函数 的 应 用 , 超 椭圆 
哺 数 或 阿 贝 尔 函 数 . 

他 也 讲 过 其 他 的 科目 , 例如 综合 几何 和 变 分 法 . 后 一 门 课 后 来 重复 讲 过 好 几 次 . 

按照 我 的 回忆 一 一 我 在 1869 年 就 到 过 柏林 , 1869/70 学 年 我 也 在 那里 一 一 魏 尔 
斯 特 拉 斯 的 地 位 是 一 种 绝对 权威 的 地 位 , 他 的 听众 , 时 常 还 未 曾 正 确 地 了 解 其 深意 ， 
就 把 他 的 教学 当 作 不 容 置 疑 的 规范 , 不 允许 有 任何 怀疑 、 要 掌握 魏 尔 斯 特 拉 斯 教学 
的 内 容 必 须 克 服 很 大 的 困难 , 因为 他 几乎 从 不 引用 其 他 材料 . 他 在 教学 中 为 自己 树 
立 了 一 个 目标 : 要 为 次 序 分 明 的 思想 给 出 一 个 协调 的 体系 . 这 样 , 他 总 是 从 基础 开 
始 , 系统 地 向 上 建筑 , 循序 渐进 , 使 得 在 这 个 系列 中 , 不 需要 引证 其 他 文献 ， 只 需要 
引述 自己 已 经 讲 过 的 东西 就 行 了 . 

我 和 李 一 起 都 从 来 没有 听 过 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 课 一 这 一 点 我 很 后 悔 ， 这 是 出 
于 一 种 反叛 的 精神 . 在 讨论 班 上 , 我 老 是 按 我 自己 的 思路 在 想 问 题 . 但 是 我 确实 对 
魏 尔 斯 特 拉 斯 有 一 次 讲 的 椭圆 函数 课 作 过 笔记 , 多 年 以 后 在 我 自己 关于 这 个 主题 的 
工作 中 , 还 用 过 它 . 

魏 尔 斯 特 拉 斯 这 样 就 逐渐 在 整个 科学 世界 里 被 看 做 一 个 不 可 比拟 的 权威 ( 见 
米 塔 - 列 夫 勒 1900 年 在 巴黎 的 国际 数学 家 大 会 上 的 演讲 , 他 在 那里 (131 页 ) 引述 
了 挨 尔 米 特 说 的 话 :“ 魏 尔 斯 特 拉 斯 是 我 们 所 有 人 的 老师 ”.) 

然而 到 头 来 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 也 难免 因为 别人 攻击 他 的 教义 而 失望 ( 见 米 塔 - 列 
夫 勒 在 Acta Mathematica, Vol. 39, 194 页 以 下 所 发 表 的 , 他 于 1885 年 3 月 24 日 
致 科 瓦 列 夫 斯 卡 娅 的 信 ). 随 着 克 罗 内 克 , 在 数学 中 又 出 现 了 一 个 新 方向 . 克 罗 内 克 
以 哲学 的 考虑 为 基础 ， 只 承认 整数 存在 , 至 多 承认 有 理 数 存在 , 而 想 完 全 废除 无 理 
数 一 一 按照 这 个 方 回 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 图 数理 论 的 基础 是 不 能 令 人 满意 的 . 这 是 在 
科学 的 框架 内 的 一 种 变化 , 但 是 有 点 像 那 种 在 文学 和 艺术 里 常 有 的 那 种 迅速 的 变化 
一 样 . 非常 邻 人 遗憾 的 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 一 -可 能 是 由 于 和 克 罗 内 克 的 个 人 争论 -一 
对 别人 的 反对 意见 反应 强烈 , 这 种 反应 在 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 晚年 表现 得 很 清楚 -一 在 
上 面 引 述 的 信 中 可 以 看 到 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 痛苦 ， 现 在 我 们 几乎 都 会 说 : 不 必 太 认 
真 ; 世上 的 一 切 事物 都 要 服从 永恒 的 变化 这 条 规律 , 幸存 者 都 必须 认命 , 魏 尔 斯 特 

37 请 参看 225 页 的 脚注 [16]. 那里 提 到 的 由 施 瓦 兹 作 的 数学 分 析 讲 课 笔 记 , 是 本 书 没 有 提 到 的 . 
因为 它 的 发 现 较 晚 . 把 那 份 笔记 与 现 有 几乎 所 有 的 数学 分 析 教 材 比较 , 铠 怕 很 难 找到 讲 得 如 此 清 


楚 的 书 . 例如 看 一 下 魏 尔 斯 特 拉 斯 是 如 何 讲 “臭名 昭著 ”的 =- 5 的 , 就 会 理解 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 讲 
义 的 重要 性 .一 一 中 译本 注 
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拉 斯 的 情况 不 过 是 一 个 例子 . 我 们 谁 都 不 能 阻止 世界 离开 我 们 , 超越 我 们 . 我 们 其 
至 不 该 这 样 希望 , 因为 当 我 们 年 轻 的 时 候 , 我 们 何尝 没有 排斥 过 那些 占 统治 地 位 的 

时 至 今日 , 我 们 也 知道 , 到 罗 内 克 的 哲学 , 虽然 在 最 严肃 的 数学 家 中 也 一 再 能 
找到 代表 人 物 , 却 设 有 从 根本 上 动摇 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 函数 论 . 我 们 不 能 否认 克 罗 内 
克 的 哲学 是 一 种 有 条 件 的 论证 , 是 在 一 定 方 同上 的 数学 探讨 . 但 是 它 从 来 没有 能 够 
找到 广泛 的 适用 性 , 它 自 映 也 从 来 没有 真正 的 成 有 果 . 庞 加 菜 有 一 次 曾经 这 样 说 到 死 
罗 内 克 ( 见 4cta Mathematica, Vol. 27) : 他 在 数学 中 得 到 伟大 的 成 就 (主要 在 数论 
和 代数 方面 ), 只 是 因为 他 有 时 忘记 了 自己 的 哲学 教义 . 


我 愿意 现在 来 谈 一 谈 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 函数 论 . 当然 在 这 里 和 以 前 在 别处 一 样 ， 
我 只 能 提出 一 些 最 基础 的 东西 , 再 加 上 这 个 理论 的 几 个 一 般 方向 . 

魏 尔 斯 特 拉 斯 的 出 发 点 是 寡 级 数 Z(z - o) 或 多 (1/z). 它 在 收敛 圆 内 的 值 , 如 
果 收 敛 圆 存在 的 话 , 就 构成 了 “函数 元 素 ”. 再 借助 于 “解析 拓展 "一 一 这 些 拓 展 也 是 
借助 于 大 级 数 来 实现 的 , 它 还 可 以 ( 按 我 们 常用 的 说 法 ) 穿 透 黎 曼 曲面 的 各 叶 一 一 就 
得 到 了 所 谓 “ 解 析 函 数 ", 即 一 个 项 数 元 素 解 析 拓 展 的 全 体 . 

这 里 产生 了 一 个 问题 , 即 “奇异 的 地 方 - 我们 用 这 个 词 统称 使 得 函数 为 无 
穷 , 或 使 得 水 数 分 支 的 地 方 一 一 (它们 一 定位 于 各 个 短 级 数 的 收敛 贺 的 圆周 上 ) 是 
否 也 算 作 属于 这 个 函数 ? 魏 尔 斯 特 拉 斯 规定 , 如 果 无 穷 大 和 分 支 都 是 有 限 阶 的 , 就 
要 算 : 在 这 种 地 方 , 可 能 有 (z 一 a)!/” 的 容 的 展开 式 , 而 且 其 中 只 能 有 有 限 多 个 负 
寡 . 对 于 无 穷 远 点 , (z - a) 就 要 换 成 1/z. 

魏 尔 斯 特 拉 斯 这 样 就 得 到 了 “解析 结构 ” (Gebilde) 的 概念 . 

这 些 定 义 和 黎 曼 所 需要 的 定义 本 质 上 是 相同 的 . 但 是 再 往 前 走 , 黎 曼 和 魏 尔 斯 
特 拉 斯 的 理论 就 发 展 得 大 不 相同 了 . 因为 魏 尔 斯 特 拉 斯 只 用 短 级 数 来 运作 , 他 的 解 
析 拓 展 就 一 方面 使 人 能 够 维持 完全 的 算术 严格 性 , 而 另 一 方面 又 使 得 向 多 变 元 情况 
的 推广 变 得 容易 而 显然 一 一 魏 尔 斯 特 拉 斯 一 直 对 多 元 情况 赋予 了 很 大 的 分 量 . 

“ 魏 尔 斯 特 拉 斯 严格 性 ”, 这 个 说 法 在 那 时 已 经 成 了 演绎 数学 的 口头 禅 , 它 一 方 
面包 含 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 处 理 无 穷 级 数 时 的 小 心 谨慎 . 在 这 方面 , 他 把 一 致 收敛 性 
的 概念 放 在 非常 重要 的 地 位 , 一 致 收敛 性 后 来 成 了 重要 的 工具 和 证 明 方 法 . 另 一 方 
面 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 又 成 了 回 到 基本 的 算术 运算 的 第 一 人 , 每 一 轮 讲课 , 都 要 从 头 讲 
起 , 从 无 理 数 的 本 性 的 精确 讨论 开始 一 一 后 来 这 就 成 了 一 个 习惯 , 简直 令 人 心烦 . 

按照 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 定义 ,一 个 解析 函数 可 以 有 “自然 边界 ”, 这 一 点 我 们 前 面 
已 经 说 过 . 这 些 自 然 边界 可 以 是 曲线 , 也 可 以 是 孤立 的 点 (“本 性 奇 点 ”). 和 歼 曼 从 不 
考虑 自然 边界 . 但 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 系统 的 思维 模式 使 得 他 能 对 于 解析 函数 在 自 
然 边 界 的 附近 的 性 态 有 一 个 精确 的 看 法 . 

从 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 出 发 点 可 以 直接 引导 出 的 最 简单 的 情况 如 下 : 令 一 个 函数 
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G(z) = 多 (z -a) 是 由 在 全 平面 上 收敛 的 寡 级 数 给 出 的 . 它 就 被 称 为 “ 魏 尔 斯 特 拉 
斯 整 函数 ”, 设 它 不 是 有 理 函 数 , 即 此 震级 数 不 是 只 在 有 限 多 项 以 后 就 中 断 的 , 则 它 
在 z= co 处 有 本 性 奇异 点 , 所 以 这 一 点 不 应 该 被 包括 在 解析 结构 内 . 

魏 尔 斯 特 拉 斯 在 z = co 附近 研究 整 函数 一 一 这 个 名 词 也 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 创造 
的 一 -并 且 得 到 了 下 面 的 定理 (后 来 则 被 推广 为 皮卡 (Charles Emile Picard, 1856 一 
1941, 法 国 数学 家 ) 定理 ) : 一 个 不 恒 为 常数 的 整 旺 数 , 在 本 性 奇异 点 z = oo 附近 必 
可 无 限 多 次 地 无 限 逼 近 任意 指定 值 . (其 实 这 个 定理 已 经 在 好 几 年 以 前 就 由 卡 索 拉 
蒂 发 现 了 [3 ). 

魏 尔 斯 特 拉 斯 关于 整 嚼 数 的 这 些 研究 发 表 在 他 的 “ 论 单 值 解析 函数 ”(Zur The- 
orie der eindeutigen analytischen Funktionen, Berl. Abh., 1876, 妈 《 全集》Bd. 2, 77 
页 以 下 ) 一 文中 , 但 是 这 些 肯定 都 属于 他 的 更 早 的 研究 工作 . 

除 此 以 外 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 还 积极 地 研究 了 如 何 用 G(z) 的 零点 来 表示 它 . 他 把 


G(z) 写成 
G(z) = II @ 三 ) elilz) 
这 里 的 指数 因子 是 必须 要 有 的 , 这 样 才能 保证 收敛 性 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 把 因子 
(z — Qi)el (” 


称 为 G(z) 的 “过 因子 ”. 

我 们 在 这 里 看 见 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 兴趣 方向 的 两 个 标本 : 一 是 把 函数 分 解 为 
“ 素 因 子 ” 的 乘积 ; 二 是 趋 于 自然 边界 的 倾向 . 

我 在 这 里 还 要 再 加 两 点 一 般 的 说 明 . 首先 , 虽然 魏 尔 斯 特 拉 斯 是 惊人 的 多 面 手 ， 
他 却 从 没有 真正 地 研究 过 数论 . 数论 之 引 人 注 意 在 于 , 可 以 按照 各 个 数学 家 的 口味 
对 它 有 大 不 相同 的 态度 . 有 些 数学 家 被 它 完 全 迷 住 了 , 总 在 引述 高 斯 称 数论 为 数学 
的 女皇 这 件 事 ; 另 一 些 数学 家 , 如 像 当 今 的 法 国 数学 家 , 对 它 毫 无 兴趣 掉头 而 去 . 对 
待 数论 , 不 仅 是 个 人 , 而且 是 整个 时 代 的 数学 , 都 取 不 同 的 态度 , 其 基础 可 能 在 于 
数论 比 之 我 们 的 科学 的 其 他 分 支 , 更 要 求 不 同 的 方法 , 而 一 个 人 在 绝 大 多 数 情况 下 ， 
都 只 能 学 会 正确 地 、 成 功 地 使 用 一 种 工具 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 尽管 看 起 来 对 于 数论 很 冷 
省, 心目 中 却 总 是 放 着 “整数 可 以 分 解 为 素 因 子 ” 这 个 定理 , 而 且 这 种 分 解除 了 可 
以 相差 单位 元 [而 且 容 许 各 个 因子 次 序 不 同 ]eel 外 是 唯一 的 . 看 来 在 他 的 心目 中 , 建 
立 这 个 定理 对 于 整 范 数 的 类 比 , 是 函数 论 的 理想 . 我 们 已 经 看 到 , 他 在 他 的 整 也 数 
的 领域 中 是 多 么 成 功 ， 我 还 愿意 加 上 一 点 , 在 他 的 多 值 代数 函数 及 其 积分 理论 中 ， 
他 也 提出 了 , 并 探索 过 同样 的 问题 . 
Bal 卡 索 拉 蒂 在 1868 年 发 表 了 这 个 定理 的 证 明 , 而 且 就 发 表 在 本 章 233 页 所 引述 的 他 写 的 书 
《 复 变 函数 理论 》 中 . 其 实 , 用 现代 的 语言 这 个 定理 可 以 很 清楚 地 表示 为 : 若 w = f(z) 非常 值 函 


数 , 而 zo 是 其 本 性 奇异 点 , 则 在 其 任意 邻 域 中 , f(z) 之 值 在 整个 w 平面 上 稠密 .一 一 中 译本 注 
89! 方 括号 里 的 字样 是 中 译 者 加 的 .一 一 中 译本 注 
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其 次 , 我 还 想 看 一 下 把 他 引导 到 这 些 问 题 的 源泉 是 什么 . 到 大 师 们 的 作坊 里 去 
看 一 看 , 看 大 师 们 的 创造 性 的 产物 是 怎样 出 现 的 , 又 是 怎样 成 长 的 , 这 既是 有 趣 的 . 
也 是 有 益 的 . 

我 找到 了 两 个 这 样 的 源泉 . 第 一 是 这 位 大 师 的 传承 . 我 们 可 以 用 他 的 从 事 阿 贝 
尔 函 数 的 研究 为 证 据 , 这 些 函 数 的 研究 是 雅 可 比 提出 的 . 第 二 个 源 果 是 大 师 的 思维 
有 一 种 系统 化 的 结构 . 这 种 结构 强 使 他 一 旦 开始 某 项 研究 , 就 一 定 要 达到 某 种 完美 
的 地 步 , 看 他 手边 可 用 的 工具 有 多 大 的 能 力 而 定 . 

第 三 的 可 能 的 出 发 点 是 应 用 (以 黎 曼 为 例 ), 魏 尔 斯 特 拉 斯 则 完全 没有 . 

第 四 个 可 能 的 出 发 点 是 某 种 哲学 -逻辑 的 假设 , 我 们 确实 在 一 些 有 成 果 的 数学 
家 身上 看 到 过 , 一 个 例子 就 是 上 面 讲 到 的 克 罗 内 克 : 只 对 整数 进行 运作 , 而 且 认 为 
只 含有 限 多 步 的 思考 才 是 有 效 的 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 似乎 也 没有 这 样 的 出 发 护 , 如 果 我 
们 不 把 algebraica algebraicae 这 样 的 基本 命题 也 算 进 去 的 话 . 

魏 尔 斯 特 拉 斯 的 整 函数 及 其 乘积 分 解 的 理论 , 我 上 面 讲述 了 其 最 初等 最 基本 的 
要 点 , 在 他 的 椭圆 函数 理论 中 , 在 他 所 构造 的 基本 函数 o(w) 中 , 找到 了 最 光 瘤 的 应 
用 ; 说 不 定 他 的 整 函 数理 论 原来 就 是 来 自 他 的 椭圆 函数 理论 . 让 我 在 这 里 再 讲 所 要 
考虑 的 椭圆 函数 理论 的 细节 , 是 多 余 的 ,因为 我 在 第 1 章 里 已 经 接触 到 了 这 一 点 . 
我 宁可 只 讲 一 下 几 个 历史 性 质 的 命题 . 

第 1 章 35 页 已 经 给 出 了 o(w) 的 乘积 展开 式 


也 
ro = (1 at) 


ox 也 1 2 
MiW1 十 ?72w2 2 (m1w1 十 m2Ww2 )2 . 


在 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 工作 里 周期 总 是 有 一 个 因子 2 : 2w1, 2w2, 而 这 里 少 了 因子 2. 但 

是 在 我 的 工作 进程 中 ， 我 总 是 只 写 wi, wo 来 代替 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 周期 22”，2w',49 即 
只 用 = 周期 . 作为 补偿 , 我 得 到 了 较 大 的 对 称 性 , 因为 我 在 继续 工作 时 时 常 发 现 要 

用 某 个 数 3, 4, … , n 去 除 周期 . 考虑 各 种 顶 圆 函数 在 周期 的 线性 变换 


f 
WwW1 = Qwl 十 Bw, 


2 一 Yw1 十 diw2 


(其 中 a, 8, y, 6 为 整数 且 | = 1 ) 下 的 性 态 可 以 得 到 更 流畅 的 原理 . 这 就 是 所 


谓 的 “层次 理论 ”(5tujentheorie) (1879, 见 克 莱 因 《人 全集/ 第 3 卷 , 169 页 以 下 ). 如 
果 函 数 在 所 有 这 类 变换 下 不 变 , 就 说 它 属 于 第 1 层次 . 如 果 它 们 在 以 下 的 变换 族 下 


lo] 然后 魏 尔 斯 特 拉 斯 记 wl = wo oa = 一 (ww 十 ww wa 二 wr 
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面 不 变 : 
w1 一 QU1 十 Cuwa 三 WwW] 
(mod 2)， 
ws 一 YW1 十 ga 三 wa | 
或 在 以 下 的 变换 族 下 面 不 变 : 


WI = QW1 + Bws 三 wi 
(mod n), 
ws = YW1 十 bwa 三 wa 


就 说 它们 属于 第 2 或 者 第 n 层次 . 

这 些 基 本 点 可 以 总 结 起 来 如 下 : 函数 o(w),， 多 (), 儿 '(w), g2， gs 都 是 第 1 层次 
的 , 而 雅 可 比 的 那些 函数 sn w，cn w, dn u,k? 则 都 是 第 2 层次 或 第 4 层次 的 . 使 用 更 
高 层次 的 函数 有 时 是 很 有 好 处 的 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 大 多 数 情况 要 与 第 2 层次 的 函数 打 
交道 , 并 努力 给 它们 以 对 称 的 形式 . 他 通过 引 人 和 人 所谓 辅 助 c 函 数 cl (w)，ca(uw)，cs(z) 
来 做 到 这 一 点 , 而 这 些 辅助 o 函数 则 依赖 于 半 周 期 . 为 此 , 他 先 通 过 等 式 


(oz( 汐 =2( 人 党 】 
来 引进 3 个 常数 el, e2, ea. 它们 都 是 第 2 层次 的 函数 , 并 且 适 合 臣 等 式 
PT = 45313 gpPB- gs3=4(PB-e) (PB-e) (Fes). 
oi (i 二 1, 2, 3) 可 以 利用 它们 表示 为 
0i = VDP- 
根 号 的 符号 要 这 样 选择 , 使 得 
lim(ciu 一 1/u) 


为 有 限 . 函数 ci/c 也 是 属于 第 2 层次 的 ,而 且 可 以 很 迅速 地 代替 雅 可 比 的 函数 
sn, cn, dn. 

作 了 这 些 简短 介绍 之 后 , 我 本 想 结束 关于 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 复 变 函数 理论 的 讨论 
了 , 不 过 还 需要 加 上 一 些 关于 历史 的 说 明 , 详 见 Fricke 在 Bnz. II B3 里 的 出 色 的 
综述 文章 :“ 椭 圆 函 数 ”( 届 ptschpe Funktionen). 

如 果 我 们 要 问 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 是 从 哪里 得 到 把 他 的 函数 表示 为 无 穷 乘 积 这 一 
想法 的 , 我 们 就 会 找到 他 的 主要 先行 者 , 那 位 不 幸 英 年 早 逝 的 有 才华 的 数学 家 艾 森 
斯 坦 ， 他 在 Crelle 杂志 1847 年 的 35 卷 上 发 表 了 一 篇 文章 :“ 可 以 把 椭圆 函数 表 
为 其 商 的 双重 无 穷 乘 积 的 精确 研究 ” (Genaue Untersuchung der unendlichen Dop- 
pelprodukte, aus welchen die elliptischen Funktionen als Wuotienten zusaommengestzt 
sind). 
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他 在 这 篇 文章 里 没有 得 到 完全 对 称 的 法 式 , 因为 他 缺少 了 需要 加 到 各 个 素 因 子 
上 的 指数 因子 . 但 是 他 看 到 了 乘积 


wu 
. 1—— -~ 
lI ( M1W1 i ) 


只 是 条 件 收 敛 的 , 即 其 值 依赖 于 各 个 因子 的 次 序 ; 他 也 决定 了 其 多 值 性 的 情况 , 并 
由 此 得 到 函数 多 (4)， 儿 "(ww),g2z, ga 以 及 它们 之 间 的 关系 . 这 样 , 艾 森 斯 坦 只 是 缺 
少 了 指数 因子 一 一 而 魏 尔 斯 特 拉 斯 则 把 指数 因子 与 此 乘积 的 各 个 因子 不 可 分 地 融 
为 一 体 一 一 只 有 引入 它们 才 使 这 个 乘积 绝对 收敛 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 目 己 说 , 他 是 从 高 
斯 那里 得 到 这 个 想法 的 , 因为 高 斯 在 1812 年 对 于 工 函数 就 是 这 样 做 的 ( 见 高 斯 《 全 
集 ) 第 3 卷 145 页 关于 超 几 何 级 数 的 文章 ). 

读者 们 请 勿 因为 这 里 引用 了 艾 木 斯 坦 而 被 误导 , 对 魏 尔 斯 特 拉 斯 成 就 的 伟大 产 
生 误 解 . 能 把 许多 研究 成 果 融 合 为 统一 的 理论 , 这 就 已 经 是 一 个 伟大 成 果 . 如 果 考 
虑 到 雅 可 比 理论 的 权威 性 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 能 够 项 住 同时 代 人 们 的 思想 , 敢于 按 自己 
的 新 观点 对 之 加 以 改造 , 就 更 应 该 高 度 评价 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 成 就 了 . 


现在 我 要 讲 一 讲 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 函数 论 的 传播 和 效果 . 

我 们 已 经 说 过 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 思想 , 首先 是 通过 听 诬 的 笔记 , 而 传播 到 较为 
广阔 , 却 仍 然 很 有 限 的 公众 之 中 的 . 教科 书 是 逐渐 出 现 的 , 而 且 只 是 部 分 地 由 他 的 
直接 的 学 生 , 特别 是 德国 学 生 写 的 . 这 一 点 可 以 部 分 地 用 以 下 事实 来 解释 : 魏 尔 斯 
特 拉 斯 的 直接 教学 过 分 地 压制 了 听众 的 自发 性 , 而 且 事 实 上 , 只 有 那些 已 经 通过 其 
他 途径 完全 确信 了 其 讲课 内 容 的 听众 , 才能 完全 听 懂 . 篇 幅 较 大 的 著作 要 么 是 外 国 
人 写 的 , 要 么 就 是 在 外 国 出 版 的 . 我 们 在 研究 魏 尔 斯 特 拉 斯 所 建立 的 理论 的 进一步 
发 展 时 , 也 会 有 这 种 一 一 乍 一 看 有 点 怪 一 一 的 感觉 . 

我 要 先 列举 一 些 与 魏 尔 斯 特 拉 斯 密切 相关 , 并 且 有 助 于 传播 他 的 结果 的 教科 


书 . 

a) 基础 

第 一 本 教科 书 是 我 的 朋友 施 托 次 ( 生 于 奥地利 的 因 斯 布鲁克 附近 的 哈 尔 ) 所 
写 的 《一 般 算 术 讲 义 , 按 现代 观点 处 理 》(Vorlesungen iiber allgemeine Arithmetik. 


Nach den neueren Ansichten Bearbeitet), 1865/66. 此 书 的 突出 之 处 是 , 作者 在 叙述 
上 高 度 自 觉 地 按照 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 叙述 方式 , 一 直到 原理 的 奖 罚 都 是 . 


b) 一 般 的 函数 论 

1887 年 出 版 了 Biermann {奥地利 人 ) 的 《解析 函数 理论 》 (Theorie der Ana- 
lytischen Funktionen). 但 是 我 不 能 无 条 件 地 推荐 它 , 因为 它 不 全 可 靠 , 

福 赛 思 (Andrew Russell Forsyth, 1858 一 1942, 英国 数学 家 ) 的 《 单 复 变 函数 论 》 
(Theory of Functions of a Compler Variable, Cambridge, 1893). 
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Harkness (James Harkness, 1864 一 1923, 加 拿 大 数学 家 )-Morley (Frank Morley, 
1860 一 1937, 美国 数学 家 ) 的 《 函数 理论 专著 少 (4 Treatise on the Theory of Functions, 
New York, 1893). 第 一 作者 是 英国 人 , 第 二 作者 是 美国 人 . 二 人 都 能 够 接纳 纯粹 数 
学 , 而 那 时 由 凯 莱 (1895 年 去 世 ) 和 西 尔 维 斯 特 (1897 年 去 世 ) 所 代表 的 他 们 自己 
的 数学 传统 , 已 经 消退 了 . 他 们 很 快 地 急切 地 接受 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 思想 . 


领先 的 是 施 瓦 茨 写 于 1885 年 的 《椭圆 函数 的 公式 和 定理 儿 (Formeln und 
Lehrsdtze zum Gebrauch der elliptischen Funktionen) (这 并 不 是 一 本 真正 的 教科 书 )， 

其 余 的 教 本 都 是 外 国人 写 的 , 事实 上 , 这 一 次 都 是 法 国人 . 

1886 /89, 险 尔 分 (George Henri Halphen, 1844—1889, 法 国 数学 家 ): 《 论 椭 辆 
泡 数 及 其 应 用 》(Traité des fonctions elliptigues et de leurs applications), 此 书 共 两 
卷 半 , 以 初等 方式 开始 , 但 是 很 快 就 进 到 新 的 研究 , 后 因 作 者 去 世 未 能 完成 . 

1833, 坦 纳 利 (Jules Tannery,，1848 一 1910, 法 国 数学 家 ) 和 莫 克 (Jules Molk， 
1857 一 1914, 法 国 数学 家 ) 合 写 的 《椭圆 函 数理 论 原 理 》(EBléments de la théorie des 
fonctions elliptigques), 共 4 着， 非常 彻底 , 是 上 典型 的 教科 书 . 

在 法 国 , 因为 柯 西 于 1857 年 去 世 , 函数 论 的 研究 被 削弱 了 . 从 19 世纪 40 年 代 
末 以 来 , 是 埃 尔 米 特 (1822 一 1901) 维持 了 柯 西 传统 的 高 度 . 但 是 埃 尔 米 特 不 论 是 多 
么 出 色 的 数学 家 , 总 还 缺少 一 个 足以 创建 和 维持 自己 的 学 派 的 领导 者 所 需 的 独立 品 
质 . 他 总 需要 有 所 依赖 , 使 得 他 先是 倾慕 于 雅 可 比 , 后 来 则 倾慕 于 歼 曼 和 魏 尔 斯 特 
拉 斯 . 埃 尔 米 特 是 一 个 非常 值得 注意 的 数学 角色 , 我 们 以 后 还 常会 讲 到 他 . 许多 重 
要 的 开创 性 的 发 现 都 有 赖 于 他 , 然而 在 他 的 系统 讲述 中 , 尚 有 不 完全 清楚 之 处 . 我 
只 举 一 个 例子 : 他 在 流传 很 广 的 函数 论 讲义 的 复印 件 (他 在 索 邦 (Sorbonne, 即 巴黎 
大 学 ) 的 许多 讲义 都 流传 很 广 ) 里 , 使 用 了 “coupure”( 字 面 的 意思 是 “切割 ”) 一 词 ， 
不 知 是 什么 意思 ? 这 是 黎 曼 的 “Schnitt” 一 词 的 译文 , 不 明白 是 指 问题 中 国有 的 自 
然 边界 , 或 者 只 是 一 个 分 文 割 口 (Verzweigungsschnitt), 所 以 有 些 含混 

说 真 的 , 埃 尔 米 特 通过 他 的 伟大 的 善 与 人 相处 , 通过 他 自觉 地 把 数学 提升 到 超 
越 各 种 党 派 之 争 , 超越 每 一 种 片面 的 民族 主义 (这 种 民族 主义 已 经 在 法 国 年 轻 一 代 
中 抬头 ), 通过 他 的 大 量 通 信 , 在 好 几 十 年 里 , 实际 上 是 整个 数学 的 中 心 . 但 是 他 没 
有 一 种 强 有 力 地 抓 住 一 个 方面 不 放 的 精神 ， 而 这 是 数学 的 新 方向 的 开创 者 所 必需 
的 . 

从 1880 年 以 来 , 埃 尔 米 特 的 学 生 们 拿 起 了 德国 的 函数 论 , 开 出 了 法 国 数学 的 新 
花灯 ; 其 中 就 有 皮卡 和 庞 加 莱 等 人 . 庞 加 莱 写 出 了 我 们 迄今 还 没有 的 关于 魏 尔 斯 特 
拉 斯 的 工作 在 科学 上 的 意义 的 最 彻底 (而 且 非 常 有 趣 ) 的 报告 ( 见 Acta Mathematica 
第 22 卷 ). 
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回 渊 一 点 , 对 于 我 们 的 教科 书 的 清单 还 应 该 加 上 : 


d) 阿 贝尔 函数 

1894, 贝克 (Henry Frederick Baker, 1866 一 1956, 英国 数学 家 ) 的 《 阿 贝 尔 定理 
和 相关 理论 》(Abel’s Theorem and the Allied Theory, Cambridge Univ. Press) 总 的 
说 来 也 是 基于 德国 的 函数 论 . 


现在 我 们 来 讲 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 函数 论 的 进一步 的 发 展 . 

首先 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 函数 的 一 般 理论 . 在 德国 我 们 要 举 出 普 林 斯 海 姆 (Alfred 
Israel Pringsheim, 1850 一 1941, 德国 数学 家 ). 他 于 1850 年 出 生 , 1877 年 以 后 一 直 在 
茶 尼 恩 大 学 . 他 是 从 哥 尼 硕 贝 格 (Leo Konigsberger, 1837 一 1921, 德国 数学 家 ) 的 海 
德 堡 学 派 转 到 魏 尔 斯 特 拉 斯 旗下 的 , 他 严格 地 、 几 乎 绝 无 例 外 地 只 使 用 和 宕 级 数 , 而 
得 到 了 新 的 结果 . 

这 里 我 还 要 提出 一 个 人 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 思想 和 方法 的 传播 , 很 大 地 是 由 于 他 
的 富有 成 效 的 国际 活动 . 

这 人 就 是 米 塔 - 列 夫 勤 (Magnus Gasta Mittag-Leffler, 1846 一 1927, 瑞典 数学 家 ). 
他 于 1846 年 生 于 斯 德 哥 尔 摩 , 1881 年 以 后 ,一直 在 斯 德 哥 尔 摩 大 学 . 作为 魏 尔 斯 特 
拉 斯 的 学 生 , 他 研究 函数 的 部 分 分 式 分 解 以 及 相关 的 分 解 . 米 塔 - 列 夫 勒 是 一 种 独 
特 类 型 的 数学 家 ; 在 他 身上 , 比 起 他 善于 安排 自己 的 外 部 活动 , 以 及 他 想 用 或 多 或 少 
地 属于 外 部 的 动机 来 激励 他 人 研究 数学 , 他 自己 的 真正 的 数学 研究 要 居于 第 二 位 . 
在 这 方面 , 以 及 在 他 的 私人 生活 上 , 他 都 是 一 个 了 不 起 的 企业 家 . 但 是 更 有 甚 者 , 他 
还 是 一 个 洞 明 世事 的 外 交 家 . 他 穿梭 于 巴黎 和 柏林 之 间 , 使 自己 成 为 埃 尔 米 特 和 魏 
尔 斯 特 拉 斯 都 少不了 的 人 , 推动 他 们 的 国家 的 官方 关系 来 传播 他 们 的 思想 . 他 很 早 
就 明日 了 庞 加 莱 的 了 不 起 的 意义 , 把 庞 加 莱 紧 紧 地 拉 到 自己 身边 , 为 他 在 1882 年 
创办 的 杂志 4cta Mathematica 完全 地 赢得 了 庞 加 莱 . 

从 一 开始 起 他 就 很 巧妙 地 利用 自己 与 瑞典 外 交界 的 关系 , 为 4cta 赢得 了 很 大 
的 发 行 量 , 使 得 这 份 杂 志 声 名 远扬 , 而 且 处 处 都 能 得 到 一 一 而 在 那 时 , 较 老 的 杂志 
《数学 年 刊 》(Mathematische Anmalen) (创办 于 1868 年 ) 还 时 常 处 于 阴影 中 . 

在 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 学 生 中 , 研究 椭圆 函数 最 多 的 是 吉 佩 尔 特 (Ludwig Friedrich 
Wilhelm August Kiepert, 1846 一 1934, 德国 数学 家 ), 他 从 1879 年 起 一 直 在 汉诺威 . 
研究 阿 贝 尔 函 数 最 多 的 是 肖 特 基 (Friedrich Hermann Schottky, 1851 一 1935, 德国 数 
学 家 ). 

我 在 这 里 只 提起 这 两 位 ; 但 是 事实 上 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 影响 了 所 有 我 们 这 些 人 . 
我 们 虽然 生活 在 别 的 土壤 上 , 却 也 来 到 了 椭圆 函数 和 相关 的 函数 这 个 领域 . 我 只 需 
要 提 一 下 我 自己 和 麦克 斯 . 庄 特 . 

在 我 1886 年 到 1889 年 关于 超 几 何 函 数 和 阿 贝尔 函数 的 工作 (见于 Mathemae- 


250 图 第 6 章 黎 受 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 复 变 量 函 数 的 一 般 理 论 


tische，Annalen, Bd.， 27-36, 即 《 全集》 第 3 卷 , Nr. XCV-XCVIIT) 中 , 我 把 关于 o 
的 概念 推广 到 高 阶 情况 , 而 且 对 于 魏 尔 斯 特 拉 斯 将 代数 函数 的 分 解 为 素 因 子 和 单位 
元 素 , 在 黎 曼 曲面 上 如 何 实现 这 种 分 解 , 给 出 了 我 最 终 的 意见 . 我 本 来 愿意 关于 这 
一 点 多 讲 一 些 , 但 是 , 在 这 本 讲义 的 总 的 框架 下 , 这 却 不 太 可 能 1. 

最 后 , 我 想 对 于 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 著名 学 生 索 尼 娅 . 科 瓦 列 夫 斯 卡 娅 讲 儿 何 话 . 

她 于 1850 年 生 于 莫斯科 , 而 且 在 海德 堡 师 从 哥 尼 和 希 贝 格 , 作为 私人 学 生 攻 读数 
学 -我 在 这 里 只 能 讲 一 下 她 的 数学 命运 一 一 后 来 又 到 柏林 跟从 魏 尔 斯 特 拉 斯 , 二 
人 关系 非常 密切 . 但 是 由 于 当时 不 许 女生 听课 , 她 就 从 没有 听 过 他 的 公开 谋 程 . 由 
于 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 推荐 , 她 以 自己 在 线性 偏 微分 方程 上 的 工作 (发 表 在 Crelle 杂 
志 80 卷 上 ), 于 1874 年 在 格 丁 根 得 到 博士 学 位 in absentia ( 即 本 人 未 曾 参 加 答辩 )、 
在 这 个 工作 中 , 她 证 明了 具有 解析 系数 的 线性 偏 微 分 方程 必 有 解析 解 , 这 就 实现 了 
魏 尔 斯 特 拉 斯 在 一 项 青年 时 期 的 工作 里 提出 的 思想 , 而 这 项 工作 现在 发 表 在 魏 尔 斯 
特 拉 斯 《全 和 集 》 第 1 卷 里 ea . 由 于 米 塔 - 列 夫 勒 的 鼓动 , 她 在 1883 年 成 了 斯 德 哥 尔 
摩 的 一 所 以 米 塔 - 列 夫 勒 为 首 的 私人 大 学 中 的 privatdozent, 1884 年 成 了 该 校 的 教 
授 ; 她 在 国际 上 也 得 到 了 名 声 : 1889 年 , 仍然 是 由 于 米 塔 - 列 夫 勒 的 鼓动 , 她 由 于 在 
可 以 求解 的 非 对 称 陀螺 绕 固 定点 的 旋转 的 工作 , 获得 了 巴黎 科学 院 的 大 奖 . 1891 年 
索尼 嫩 . 科 瓦 列 夫 斯 卡 娅 在 斯 德 哥 尔 摩 去 世 . 

她 的 本 性 绝 非 仅 用 她 的 数学 工作 就 可 以 完全 刻画 的 . 除了 数学 以 外 , 她 还 会 写 
小 说 , 而 且 能 体验 小 说 ; 最 后 . 她 还 是 关心 妇女 解放 运动 的 中 心 .9 所 以 , 要 想 对 她 
的 科学 品格 做 一 个 清楚 的 描述 是 很 难 的 事 . 一 方面 有 人 热情 地 赞 颁 她 为 一 个 女 
英雄 ; 另 一 方面 则 有 怀疑 者 , 很 快 就 倾向 于 责备 她 的 一 生 和 她 的 工作 . 哪 一 方面 都 
不 能 使 我 们 确定 无 疑 ; 因为 我 们 都 知道 , 名 誉 , 过 分 的 赞扬 以 及 过 于 苛求 , 都 会 扭曲 
一 个 人 的 真实 的 面目 . 可 能 最 有 价值 的 评判 是 米 塔 - 列 夫 勒 在 Acta Mathematica 第 
16 卷 上 为 她 写 的 纪念 文章 . 

我 们 自然 只 能 讨论 她 的 一 生 中 很 小 的 一 个 片断 , 而 且 还 只 能 是 很 简短 的 讨论 . 
我 们 主要 关心 的 是 她 的 数学 工作 的 意义 . 第 一 件 使 我 们 震动 的 事 在 于 , 她 的 工作 都 
是 紧密 地 基于 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 工作 , 而 且 风 格 也 都 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 , 这 样 就 看 不 


[4 风 Krazer-Wirtinger, Abelsche Funktionen und allgemeine Thetafunktionen, (Enz. II BT7)， 以 
及 Bieberbach, Nevere Untersuchungen iiber Funktionen von kompleren Variablen, (Enz. II C4). 

[42 妇女 得 到 博士 学 位 在 格 丁 根 这 并 不 是 第 一 次 ; 100 年 前 ( 按 指 本 讲义 完稿 的 100 年 以 前 , 即 
1826 年 附近 . 中 译本 补 注 )， Dorothea Schlezer 年 仅 17 岁 时 ， 就 以 关于 俄罗斯 的 金融 问题 的 论 
文 “Do Re Metallicao” 获得 博士 学 位 . 在 她 的 学 位 论文 上 , 我 还 见 到 了 美丽 的 标注 : virgo erudita， 
不 幸 后 来 又 变 成 了 没有 感情 色彩 的 domina doctissima. 

43] 根据 其 他 材料 来 源 (例如 著名 的 数学 史 网 站 MacTutor History of Mathematics Archive), 这 
所 大 学 就 是 斯 德 哥 尔 摩 大 学 . 在 这 类 问题 上 , 克 莱 因 的 看 法 , 至 少 在 “感情 色彩 ” 上, 与 其 他 材料 
颇 有 不 同 . 中 译文 没有 更 动 克 莱 因 的 原文 .一 一 中 译本 注 

Ma 关于 她 的 生平 , 可 以 参看 米 塔 - 列 夫 勒 的 姐妹 A.Ch. Leffler 在 Reclam 的 Universalbibliothek 
一 书 中 为 她 写 的 传记 . 
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出 来 , 这 些 工作 在 多 大 的 程度 上 出 于 她 的 独立 思考 (9 .关于 她 后 来 的 结果 出 现 了 
一 些 怀疑 ; 见 沃 尔 泰 拉 (Vito Volterra, 1860—1940, 意大利 数学 家 ) 对 她 关于 双 折 蝇 
体 研 究 的 批评 (hcta Mathematica, Vol. 16, (1892/93), 153 页 以 下 ), 她 的 就 职 论文 
(Acta Mathematica, Vol. 6, 1883) 中 也 被 发 现 有 基本 的 错误 . 

无 论 如 何 , 有 一 点 是 肯定 的 ; 索尼 娅 . 科 瓦 列 夫 斯 卡 姨 以 很 强 的 理解 力 和 巨大 
的 激情 参加 到 对 于 数学 的 热情 的 兴趣 之 中 . 很 奇怪 的 是 , 尽管 她 在 不 同 领域 中 有 许 
多 兴趣 , 尽管 她 一 生 充 满 变故 , 她 在 数学 中 仍然 有 那么 大 的 成 就 . 不 管 怎么 说 , 魏 尔 
斯 特 拉 斯 在 人 事 上 对 任何 人 都 取保 留 的 态度 , 她 却 把 魏 尔 斯 特 拉 斯 从 这 种 情况 中 拉 
出 来 了 . 通过 这 位 老师 与 她 深 深 信任 着 的 学 生 的 通信 , 使 得 这 位 老师 更 加 接近 我 们 . 

在 这 桩 奇异 的 事件 以 后 , 妇女 在 德国 可 以 沿 着 更 加 清楚 的 道路 来 研究 数学 了 . 
1893 年 普鲁士 政府 允许 女生 听课 了 ,而且 首 先是 在 格 丁 根 . 1895 年 第 一 次 通过 正 
规 的 考试 向 一 位 妇女 授予 了 博士 学 位 一 一 这 位 女士 就 是 Grace Chisholm, 后 来 的 
Young 夫人 . 


我 们 现在 就 要 结束 对 于 歼 曼 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 复 变 函 数理 论 , 及 其 后 来 的 发 展 
的 叙述 了 . 我 们 希望 读者 在 离开 本 章 时 , 对 于 数学 与 文化 的 现代 发 展 的 各 种 问题 是 
怎样 联系 着 的 , 会 有 一 个 概观 . 我们 这 些 格 丁 根 的 人 并 不 是 想 要 反对 现代 的 东西 ， 
但 是 我 们 希望 把 重心 放 在 , 而 且 一 直 维 持 在 , 我 们 的 工作 上 . 


145] 魏 尔 斯 特 拉 斯 写 给 格 丁 根 数学 系 为 她 申请 学 位 的 信 , 其 中 包含 了 对 她 迄 至 当时 为 止 的 工作 所 
作 的 详细 的 意见 , 最 近 由 Wentscher 和 Schlesinger 发 表 在 Jahresbericht der DMV, Bd. 18, ((1910)， 
89 页 和 93 页 以 下 ). 


对 代数 族 和 代数 结构 的 本 性 的 
更 深入 的 洞察 


代数 几何 的 进一步 的 发 展 


我 们 在 第 3 第 4 两 章 里 , 讨论 了 代数 曲线 、 代 数 曲面 等 等 的 理论 是 怎样 在 射 
影 直 党 的 基础 上 发 展 起 来 的 . 我 要 先 研究 最 简单 的 事物 一 一 曲线 . 这 里 有 两 个 常用 
词 : 相交 定理 (intersection theorems) 和 接触 曲线 [Beriihrungskurven]. 先 讨 论 最 简 
单 的 情况 , 即 平面 Cs 的 情况 , 而 以 后 我 也 很 乐意 再 回 到 这 个 情况 . 这 里 我 们 有 以 
下 的 定理 : 

a) 所 有 经 过 8 个 点 的 Cs 必 再 相交 于 第 9 个 点 . 

b) 一 个 平面 Cs 必 有 9 个 扭转 点 [Wendepunkte]. 这 些 点 构成 一 个 值得 注意 的 
构 形 : 它们 3 个 一 组 地 位 于 一 些 直线 上 , 即 是 说 , 阁 一 直线 上 至 少 有 两 个 这 样 的 点 ， 
则 其 上 恰好 有 3 个 这 样 的 点 . 这 样 的 直线 称 为 扭转 直线 [Wendelinie], 一 共有 12 条 . 
我 们 已 经 讲 到 过 , C4 有 28 条 二 重 切 线 . 1857 年 出 现 了 黎 曼 的 伟大 的 关于 阿 贝 尔 函 
数理 论 的 论文 . 以 往 各 世代 的 几何 学 , 经 过 极为 劳苦 的 研究 才 掌 握 了 的 问题 , 黎 曼 
在 此 文中 采取 了 一 条 完全 不 同 的 途径 ; 这 样 , 他 就 对 他 所 继承 下 来 的 资料 , 给 予 了 
一 种 新 的 影 响 次 远 的 概念 性 的 内 容 . 

当 黎 曼 研究 代数 方程 

F{s, z)=0 


时 , 因为 。 和 z 可 以 解释 为 正 交 坐标 , 他 实际 上 就 是 处 理 的 平面 代数 曲线 ; 而 对 < 
和 z 赋予 复数 值 , 甚至 早 在 黎 曼 之 前 就 有 人 做 过 了 . 但 是 黎 坚 还 是 添加 了 一 些 新 东 
西 : 1. 考虑 了 属于 这 一 “曲线 ”的 阿 贝 尔 积分 | R(s, z)dz. 这 就 把 “ 阿 贝 尔 定理 ” 
审 到 更 加 接近 于 相交 定理 的 地 步 . 2. 他 考虑 了 “ 双 有 理 变换 ”, 即 当 5 和 z 为 Si 和 
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zi 的 有 理 函 数 , 而 且 反 过 来 s 和 zw 也 是 s 和 >z 的 有 理 函 数 时 , 大 (cz =0 变 
为 记 (41, 2) = 0, 这 种 变换 就 把 这 两 个 方程 放 在 同一 组 里 面 . 我 们 马上 就 要 更 充分 
地 解释 这 些 , 而 现在 我 还 要 加 上 一 些 历 史 的 和 个 人 的 说 明 . 

黎 曼 从 一 开始 就 认识 到 他 的 理论 对 于 代数 几何 的 意义 . 但 是 在 他 的 讲义 里 , 他 
只 对 最 简单 的 情况 之 一 一 一 平面 C4 作 了 深刻 的 考虑 . 这 些 结果 只 是 在 晚 得 多 
的 时 候 , 才 通 过 讲课 笔记 为 人 所 知 . 要 想 把 它 的 方法 介绍 给 更 广大 的 公众 , 就 需要 
更 加 外 向 的 活动 . 完成 这 件 事 的 人 是 克 莱 布什 . 

克 莱 布 什 1833 年 生 于 哥 尼 斯 堡 , 也 成 长 在 哥 尼 斯 堡 数 学 学 派 里 . 他 出 生 太 上 晚 
没有 来 得 及 听 雅 可 比 的 讲课 , 但 是 与 雅 可 比 的 学 生 海 赛 关系 密切 . 他 也 是 弗 庆 北 . 
诺 依 曼 的 热诚 的 学 生 . 正 是 弗 朗 兹 . 诺 依 曼 对 于 数学 物理 的 热情 , 引导 他 做 出 了 第 
一 项 创造 性 的 工作 . 这 项 工作 是 关于 弗 朗 效 . 诺 依 曼 的 三 维 体 的 弹性 理论 的 . 此 文 
发 表 于 1862 年 , 那 时 卡尔 : 诺 依 曼 和 克 菜 布什 同 在 卡尔 斯 鲁 厄 的 高 工 教书 一 一 殉 
莱 布 什 和 从 1858 年 到 1863 年 , 即 25 岁 到 30 岁 , 一 直 在 那里 教书 . 但 是 克 莱 布 什 很 
快 就 转向 了 纯粹 数学 , 具体 说 是 转向 代数 几何 学 . 在 这 个 领域 中 , 他 把 雅 可 比 和 斯 
坦 纳 的 传统 和 英国 三 人 组 凯 莱 、 西 尔 维 斯 特 和 萨 尔 莹 的 工作 连接 起 来 了 . 对 此 , 他 
还 加 上 了 来 自 黎 曼 的 强 有 力 的 推动 . 克 莱 布 什 在 吉森 大 学 时 期 (1863 一 1868 年 ) 和 
他 在 格 丁 根 大 学 时 期 (1868 一 1872 年 , 他 在 那 时 是 “乔治 . 奥 十 斯 特大 学 ”1 的 副 校 
长 (Rector) 中 ) 的 科学 活动 也 大 体 上 可 以 这 样 来 刻画 , 他 于 1872 年 突然 去 世 , 享 
年 仅 39 岁 . 

他 的 第 一 篇 关于 代数 几何 的 论文 是 发 表 在 Crelle 杂志 Bd. 63 (1863- 一 1864) 上 
的 极 好 的 文章 :“ 论 阿 贝 尔 函 数 在 几何 上 的 应 用 ” (Upber die Anwendung der Abelschen 
Funktionen in die Geometrie). 我 们 想 在 一 些 简 单 情 况 下 解释 它 . 但 是 我 要 先 讲 一 
下 , 克 莱 布 什 是 以 一 种 充满 活力 的 方式 使 他 的 思维 方式 得 到 广泛 接受 的 . 元 莱 布 什 
也 像 雅 可 比 一 样 , 是 一 个 深 受 欢迎 的 教师 , 他 知道 怎样 把 有 才能 的 青年 人 找 出 来 , 并 
使 他 们 成 为 独立 的 研究 者 . 要 想 对 他 一 生 的 工作 做 出 正确 的 评价 , 就 必须 除了 考虑 
他 本 人 的 工作 以 外 , 还 考虑 到 出 日 “ 殉 莱 布什 学 派 * 的 那些 人 的 工作 . 我 在 此 只 提出 
他 的 最 值得 注意 的 学 生 : 那 就 是 戈 丹 , 我 们 在 下 面 还 会 更 仔细 地 考察 这 个 人 . 还 有 
很 重要 的 布 里 尔 和 麦克 斯 . 诸 特 . 最 后 , 我 本 人 也 在 某 种 程度 上 属于 这 个 圈子 , 虽然 
我 只 是 稍 晚 一 些 , 在 来 到 格 丁 根 以 后 才 参 与 了 这 个 学 派 的 计划 一 一 而 且 再 晚 一 点 ， 


ul 就 是 格 丁 根 大 学 . 到 这 样 的 名 字 是 因为 它 是 在 1737 年 由 当时 的 汉诺威 选项 侯 , 即 后 来 的 英 
国 国 王 乔 治 IL 世 创 建 的 . 所 以 它 的 正式 校 名 是 : George August Gattingen Universitit. 直译 


本 注 

09 欧洲 大 学 的 主要 领导 人 的 作用 和 称谓 是 很 不 相同 的 ， 所谓 Rector 是 行政 和 教学 的 负责 人 
(或 者 说 是 leading teacher). 但 有 时 最 重要 的 决定 需要 一 个 有 荣誉 地 位 的 负责 人 才能 做 出 . 在 牛 
津 和 剑桥 , Rector 这 样 的 人 叫做 Chancellor. 在 许多 国家 干脆 没有 类 似 的 制度 . 译 者 不 知道 克 莱 
布什 在 格 丁 根 到 底 是 什么 地 位 , 所 以 , 把 Rector 译 为 “ 副 校长 ”可 能 很 不 恰当 , 请 读者 指正 .一 一 
中 译本 注 
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我 又 把 我 自己 与 黎 曼 更 紧密 地 联系 了 起 来 . 在 我 看 来 , 克 莱 布 什 的 影响 , 最 重要 的 
方面 是 他 给 予 我 们 的 精神 影响 , 他 不 仅 在 我 们 心里 哺育 出 对 科学 的 热爱 , 也 唤醒 了 
对 自己 的 能 力 的 自信 . 这 样 , 他 的 影响 与 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 影响 是 很 不 相同 的 : 后 者 
的 高 答 入 云 的 地 位 , 如 我 在 上 一 章 指 出 的 那样 , 宁可 说 是 压抑 了 他 的 听众 , 而 不 是 
鼓励 他 们 进行 独立 的 创造 活动 . 对 于 年 轻 一 代 , 具有 特殊 意义 的 事情 , 是 他 在 1868 
年 与 卡尔 : 诺 依 曼 一 起 , 创办 了 《 数学 年 刊 》(Mathematische Annalen) 这 份 刊物 . 
它 成 了 这 个 新 学 派 的 机 关 刊 , 而 且 通 过 它 建立 起 了 一 个 世界 性 的 具有 相同 兴趣 的 数 
学 群体 (请 参看 《数学 年 刊 ) 第 7 卷 上 发 表 的 , 署名 克 羔 布什 的 “一 群 朋友 ” 写 的 关 
于 克 莱 布 什 的 科学 工作 的 论文 ). 当 克 莱 布 什 于 1872 年 突然 去 世 后 , 我 们 这 些 受 他 
领导 的 人 , 很 自然 地 遭 到 了 许多 其 他 数学 家 的 强烈 反对 . 对 我 们 的 猜疑 到 了 这 样 的 
地 步 , 使 得 没有 人 订阅 这 份 我 们 常 在 其 上 发 表 自 己 工 作 的 《数学 年 刊 》, 而 在 德国 ， 
《数学 年 刊 》 只 是 由 克 莱 布 什 的 少数 几 个 学 生 和 同 党 来 维持 的 . 从 一 开始 起 , 我 们 
就 努力 在 科学 上 取得 超过 他 人 的 地 位 , 从 而 最 终 克 服 了 这 些 反 对 , 为 克 莱 布什 的 科 
学 事业 赢得 了 普遍 的 正面 的 接受 . 正 是 因此 , 《数学 年 刊 》 成 了 最 具 综合 性 的 数学 
刊物 号， 

我 想 用 一 个 初等 的 例子 来 开始 我 对 克 莱 布 什 这 篇 文章 的 说 明 . 这 个 例子 将 说 
明 克 莱 布 什 的 思维 方式 的 新 颖 与 美丽 , 同时 又 尽 可 能 易于 接受 . 


我 先 讲 一 个 三 阶 平面 曲线 03. 这 时 , 黎 曼 数 ( 即 “ 亏 格 ”) p = 1, 而 相应 的 阿 贝 
尔 积分 积分 就 是 椭圆 积分 , 所 以 我 们 的 基础 是 牢固 的 . 为 简单 起 见 , 我 们 把 Cs 设 
想 为 其 方程 已 经 具有 瑶 尔 斯 特 拉 斯 的 法 式 ( 见 第 1 章 34 页 ) 


2 一 42383 gD 一 93， 


33] 请 参看 分 别 发 表 于 1898 年 和 1921 年 的 本 刊 第 1-50 卷 和 51-80 卷 的 总 索引 . 

4 在 克 莱 布 什 自己 的 工作 和 林 德 曼 (Karl Louis Ferdinand von Lindemann, 1852- 1939, 德国 数 
学 家 , 克 革 布什 的 学 生 ) 从 1875 年 起 开始 发 行 的 克 莱 布什 的 讲义 中 , 还 有 许多 中 间 的 计算 来 确定 
它 和 来 自 雅 可 比 的 形式 工具 的 关系 . 
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或 者 更 方便 地 写 为 


y? 一 Az — 92X — 93. 
为 了 在 无 穷 远 点 附近 研究 Cs 的 性 态 , 我 们 把 它 齐 次 化 . 就 是 令 
T= Z1/7a3， Y = x2/73, 


而 有 


2 3 2 3 
7Z223 = 471 一 922173 一 9323， 


当 zs = 0 时 , 我 们 有 xz3 = 0. 所 以 , 无 穷 远 直线 zs = 0 是 一 条 扭转 切线 [Wende- 
tangentel, 它 在 y 轴 zl = 0 上 的 无 穷 远 点 处 切 于 Ca.z 轴 则 是 扭转 点 的 所 谓 “ 调 和 
极 线 ”(harmonic polar). 在 z 轴 上 ， 要 这 样 选取 零点 , 使 得 在 wy 的 表达 式 中 不 出 现 
z? 项 . 这 样 一 来 就 暴露 出 了 我 们 的 方程 的 特殊 形状 所 带 来 的 位 置 上 的 特殊 性 ( 见 图 
2005 ). 现在 很 清楚 , 我 们 有 一 个 “处 处 有 限 的 椭圆 积分 ”: 


[2 
oY Jw Vir3— gr— ga 
积分 路 径 则 是 满足 此 方程 的 所 有 实 点 和 复 点 的 集合 . 正如 此 公式 所 指出 的 , 积分 下 
了 虑 可 以 取 为 无 穷 远 处 的 扭转 点 . 于 是 , 在 下 限 处 , 积分 之 值 为 零 . 在 曲线 的 整个 实 
的 部 分 上 积分 , 就 得 到 实 周期 w1. 如 果 我 们 对 积分 在 z 的 某 一 特定 值 uo 增加 一 个 
W1)， 或 增加 一 个 虚 周 期 (WwW2,) 或 者 更 一 般 地 增加 一 个 M1W1 + mowo (m1, 1n2 为 整数 )， 
则 在 v 平面 上 的 相应 点 对 应 于 曲线 上 的 同一 个 点 . 反 过 来 , C3 上 的 每 一 个 点 决定 
丁 忌 平 面 上 的 无 穷 多 个 参数 值 wo 十 miwi + maws . 所 以 , 整个 曲线 被 一 对 一 地 映 
为 单一 的 周期 平行 四 边 形 ; 这 清楚 地 反映 了 我 们 的 积分 必定 “处 处 有 限 ” 这 一 事实 ， 
因为 如 采 不 然 , 此 曲线 在 % 平面 上 的 像 必定 会 延伸 到 无 穷 远 处 . 
以 上 一 切 只 不 过 是 把 通常 我 们 熟悉 的 语言 翻译 成 了 曲线 的 语言 但 是 现在 到 
了 一 个 本 质 的 思想 转折 点 . 我 们 要 问 : 何 时 Cs 上 的 三 个 点 wD)，w(2), wl3) 位 于 同 
一 条 直线 
caX 十 by 十 c 一 0 


上 , 亦 即 何 时 会 有 
aP(u) + bP'(u) +e = 07 
阿 贝 尔 定理 指出 , 当 


utd) + wu) 43) 三 0 (modd. wi1, w2) 


5 此 图 引 上 自 克 莱 因 :《 高 等 几何 学 讲义 》 (Vorlesungen tber hoihere Geometrie) 第 3 版 , Berlin， 
1926, 149 页 以 下 . 
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时 , 就 是 这 样 . 这 可 以 从 下 面 的 说 明 看 出 来 . 以 wh,u(2 ,uk3) 为 零点 的 线性 式 az 十 
by 十 c 必 以 w= 0 为 其 三 重 极点 . 由 阿 贝 尔 定理 , 有 ,wt = 0, 即 一 个 双 周 期 函 
数 的 零点 之 和 , 必定 模 (mod) 周期 而 合同 于 其 极点 之 和 m . 

也 可 以 同一 的 方法 得 到 : Cs 上 的 6 个 点 位 于 一 条 圆锥 和 截 线 上 的 条 件 是 


(1) 十 1 2) 十 … .十 46) 一 0 (modd. CO1 ， 2 )， 


如 此 等 等 所 有 这 些 关 于 平面 Cs 的 接触 曲线 的 结论 , 原来 几何 学 家 们 要 非常 辛劳 
才能 导出 , 现在 变 得 几乎 是 平凡 不 足 道 了 . 捏 转 点 理论 也 是 一 个 例子 : 如 果 这 三 个 
把 uiDueut 融合 为 一 点 凡 即 是 说 过 此 三 点 的 直线 变 成 一 条 扭转 直线 , 我 们 就 
得 到 刻画 这 个 的 等 式 


3 一 0 (modd. Wl1， w2), 


尔 即 
Miw1 十 Mowo 
也 一 Te 
3 
这 里 mi，m2z 独立 地 遍 取 一 个 mod 3 的 剩余 类 系 中 的 值 . 由 
此 立即 得 到 有 9 个 扭转 点 存在 , 即 
0 1 2 
3 3 图 21 
一 必 wo 二 wi wa 十 2wl1 
3 3 | 3 
2w2 2wo 十 1] 2wa 十 2w1 
3 3 | 3 
( 见 图 21): 


我 们 可 以 很 容易 地 刻画 出 位 于 同一 直线 上 的 点 的 三 元 组 . 为 了 简化 语言 , 我 们 
可 以 这 样 来 观看 上 面 的 表 中 m1, m2 的 格式 


并 且 把 它 当 作 一 个 行列 式 一 样 , 我 们 就 可 以 这 样 说 : 以 下 的 点 的 三 元 组 都 位 于 同一 
直线 上 : 
同一 行 的 3 个 点 ， 
(6] 具有 指定 零点 与 极点 的 椭圆 函数 可 以 用 oc(w) 来 表示 , 从 这 里 也 可 以 看 出 这 个 条 件 也 是 充分 


条 件 . 例如 可 见 Fricke, Die Elliptischen Funktionen und ihre Anwendungen, Bd. 1, Abschn. I, Kap. 
3, 87. 
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同一 列 上 的 3 个 点 ， 
对 应 于 此 行列 式 的 展开 式 的 每 一 个 具有 正 号 的 项 的 三 个 点 ，( 例 如 0,1; 1,2; 
2, 0)， 
对 应 于 此 行列 式 的 展开 式 的 每 一 个 具有 仙 号 的 项 的 三 个 点 ; 
在 这 些 情况 下 , 这 一 组 的 3 个 mi 之 和 , 以 及 3 个 m2 之 和 均 可 被 3 整除 . 
在 这 个 表 里 我 们 已 经 把 这 12 条 扭转 直线 三 个 一 组 地 分 成 了 4 组 , 使 得 我 们 眼 
里 一 下 子 就 看 见 了 海 赛 的 4 个 扭转 三 角形 ( 见 第 4 章 137 页 的 图 14). 同时 我 们 也 
就 认 出 了 : 海 赛 关 于 扭转 点 的 九 次 方程 , 并 不 是 什么 本 质 上 新 的 东西 , 但 它 与 三 分 
椭圆 蚌 数 的 问题 有 密切 的 联系 . 
令 C03 与 一 条 圆锥 截 线 相交 而 不 是 与 直线 相交 , 就 可 以 用 类 似 于 此 的 考虑 , 而 
不 需 计 算 , 得 到 斯 坦 纳 关 于 接触 圆锥 截 线 (Beriihrungskegelschnitte) 的 结果 . 
我 们 也 可 以 用 Cs 来 说 明 双 有 理 变 换 的 概念 . 
如 果 有 两 个 二 次 的 空间 曲面 互相 穿 透 , 所 得 的 交 线 就 是 一 条 空间 C4 (因为 任 
意 平面 都 与 它 相 交 于 4 个 点 . 我 们 把 这 个 空间 Cs 以 两 种 不 同方 式 投 影 到 平面 上 ， 
如 图 22). 如 果 投 影 中 心 Or 位 于 G4 上 , 我 们 就 会 在 平面 页 上 得 到 一 个 C3m. 但 
是 如 果 我 们 从 一 个 任意 点 Or 对 平面 Err 作 投 影 , 则 会 得 到 一 个 平面 Ca (容易 证 明 
其 上 没有 二 重点 ). 


图 22 


这 是 因为 , 如 果 On 是 在 空间 Ca 之 外 , 则 过 Ox 的 任意 平面 必 与 空间 Ca 交 
于 4 个 点 . 所 以 这 个 平面 与 Bri 的 交 线 也 交 这 个 空间 Ca 的 投影 于 4 个 点 . 但 若 投 
影 中 心 Or 在 空间 C4 上, 则 过 Oi 的 平面 与 空间 Cu 的 4 个 交点 中 有 一 个 就 是 Oi 
目 身 .既然 除 Or 以 外 的 交点 只 有 3 个 , 所 以 此 平面 与 摊 的 交 线 只 交 空 间 Ca 在 
Bi 上 的 投影 于 3 个 点 , 这 样 就 得 到 了 上 面 说 的 C3. 现在 及 上 的 Cs 与 mr 上 的 
Cu 之 点 必 为 双方 单 值 对 应 , 这 是 因为 对 于 平面 C4。 上 的 一 个 点 , 上 必 有 空间 Ca 的 一 


D 严格 地 说 , 还 需要 证 明代 数 曲 线 的 这 样 一 种 对 应 是 双 有 理 的 . 
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个 确定 的 点 与 之 对 应 , 而 空间 C4 上 的 这 个 点 又 唯一 地 对 应 于 Cs 上 的 一 个 点 . 其 
逆 亦 成 立 . 

这 样 我 们 就 看 到 , 双 有 理 等 价 的 曲线 可 以 有 不 同 的 阶 入 . 

在 此 . 我 要 澄清 一 个 时 常 出 现在 文献 里 的 误解 . 两 个 平面 肯定 可 以 双 有 理 地 联 
系 起 来 , 于 是 , 这 两 个 平面 上 的 曲线 也 就 双 有 理 地 协调 起 来 了 . 这 可 以 用 克 雷 蒙 纳 
(Antonio Luigi Gaudenzio Giuseppe Cremona, 1830 一 1903, 意大利 数学 家 ) 变换 来 
实现 . 克 雷 蒙 纳 是 与 克 莱 布 什 关 系 很 密切 的 意大利 数学 家 , 而 这 个 变换 就 是 以 他 命 
名 的 . 但 是 这 个 性 质 的 道 绝 非 必然 的 .两 条 平面 曲线 之 间 有 双方 单 值 对 应 , 不 能 决 
定 这 两 个 平面 之 间 也 有 双方 单 值 的 对 应 . 春 取 一 个 包含 我 们 的 Cs, 但 不 含 投影 中 心 
Or 的 固定 的 羽 , 则 我 们 可 以 用 上 面 说 的 两 个 投影 来 把 两 个 投影 平面 联系 起 来 . 对 
于 两 的 每 一 点 都 有 fo 上 的 一 点 相对 应 , 而 对 应 于 fa 上 的 这 一 点 义 有 所 1 上 的 一 
个 点 . 但 是 , 对 Bit 上 的 一 点 有 末 上 的 两 个 点 相应 , 从 而 也 就 有 Br 上 的 两 个 点 相 
应 . 我 们 这 样 就 看 见 了 两 个 平面 曲线 之 间 的 双 有 理 变 换 可 以 包含 在 两 个 平面 的 多 值 
关系 之 中 . 

我 对 此 讲 得 这 人 么 详细 , 是 因为 , 认为 黎 曼 定理 已 经 包含 在 死 雷 蒙 纳 理论 中 这 种 
误解 , 一 再 出 现在 文献 中 . (例如 可 见于 埃 尔 米 特 为 Appell-Goursat 的 书 Theorié des 
fonctions algébriques et de leurs intégrales, Paris, 1895 所 写 的 序言 中 ). 

按照 歼 曼 - 克 莱 布 什 , 我 们 把 所 有 可 以 用 双 有 理 变换 互 变 的 曲线 作为 同一 组 ; 特 
别 是 , 它们 有 相同 的 p. 这 样 , 曲线 的 亏 格 p, 和 它 的 阶 数 n, 类 数 &, 二 重点 数 d, 尖 
点 数 ” 二 重 切 线 数 t 以 及 扭转 点 数 w 一 样 , 都 是 刻画 曲线 的 数 . 

数 p 与 其 他 常见 的 几何 量 之 间 , 有 关系 式 

_ Us dr 
或 者 与 此 对 偶 地 有 
_ (k—1)(k— 2) i 
2 
不 过 , 为 使 这 些 关 系 成 立 , 正如 对 于 通常 的 普 如 克 公式 一 样 , 需 设 C 上 仅 有 的 奇 点 
是 二 重点 和 尖 点 等 等 .对 于 我 们 一 直 正 在 考虑 的 情况 , 即 平面 C4 的 情况 , 我 们 有 
d ==2, r=0, 所 以 p=1, 而 与 没有 二 重点 和 尖 点 的 平面 Cs 的 亏 格 一 样 . 

我 们 对 于 三 阶 曲线 所 做 的 一 切 , 都 可 以 移 到 任意 的 n 阶 代数 曲线 f(x, y) =0 
上 ; 这 时 不 再 是 只 有 一 个 处 处 有 限 的 椭圆 积分 , 而 是 有 p 个 处 处 有 限 的 阿 贝尔 积分 
ul;,… ， Up. 但 是 在 下 面 , 我 只 能 指点 一 下 这 些 关 系 . 

这 p 个 处 处 有 限 的 积分 都 可 以 写作 


p(T, Y) 
Oy 


“四 在 图 22 上 , 我 们 把 BB 和 丁 r 画 成 同一 平面 
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这 里 wz 从 是 一 个 在 二 重点 和 尖 点 处 只 有 单 零 点 的 任意 m_ 3 次 多 项 式 . 一 开始 
人 们 会 以 为, 在 守 = 0 处 , 积分 会 成 为 无 穷 大 , 但 是 因为 是 沿 着 曲线 f(z, y) = 0 
积分 的 , 所 以 在 这 些 点 处 , 应 有 dz =0 (就 是 说 , 在 这 些 点 处 , 切线 是 铅 直 的 ). 这 些 
点 其 实 无 害 , 还 可 以 从 下 面 看 到 . 沿 着 这 条 曲线 , 我 们 有 


of of 


Ort Bd = fraz + fydy = 0, 
所 以 
dr dy. 
fy fr 


但 是 当 六 = 0 时 , fs 去 0, 所以, 一定 有 dz = 0. 甚至 在 C 上 的 无 穷 远 点 , 积分 也 
仍然 是 有 限 的 . 这 是 因为 (x, y) 至 少 是 n -3 次 的 , 而 所 一般 地 至 少 为 n 一 1 次 ， 
所 以 积分 在 这 种 点 上 的 性 态 有 如 / dz/z?. 由 于 同样 的 原因 , $b(z, y) 的 次 数 最 多 为 
n _ 3. 一 个 含有 两 变 元 r, y 的 nn 次 多 项 式 包含 了 (n 十 1)(n + 2)/2 个 线性 出 现 的 
常数 为 系数 . 如 果 把 这 里 的 n 换 成 n 3, 再 减 去 二 重点 和 尖 点 的 个 数 , 就 会 得 到 


zo -Un 一 2 一 dr 一 P 个 常数 


这 就 相应 于 p 个 处 处 有 限 的 积分 . 所 以 , 我 们 选取 9 恰好 为 n 一 3 次 多 项 式 . 

这 2 个 有 限 积分 的 每 一 个 都 有 22p 个 周期 模 数 . 为 了 尺 可 能 直观 一 些 , 而 又 不 
失 一 般 性 , 我 将 在 没有 二 重点 的 平面 C4 的 情况 下 , 来 说 明 阿 贝尔 定理 与 相交 定理 
的 联系 . 这 时 , p = 3, 而 

pr, YI = ar+by+te. 
所 以 现在 我 们 有 3 个 处 处 有 限 的 积分 : 
ZdZ yaz dz 
下 wu2 一 Ww3 一 大: 
. 一 条 C， 曲线 与 我 们 的 C4 有 4n 个 交点 . 如 果 在 C4 上 取 4 个 点 , 我 们 要 问 ， 

它们 何 时 才 位 于 一 条 Cn 上 ? 

由 阿 贝 尔 定理 (要 适当 地 选择 积分 下 限 ) 可 知 , 这 时 必 有 辣 余 关系 


U1 一 


ud + .+ =0 (modd. wi1, ‘** , W16), 
uD 十 二 ut) =0 (modd. wal, ..., w26), 
uD) + + = (modd. wsl，… ，w36)， 


余下 的 只 需 讨论 , 这 些 等 式 何 时 是 互相 相关 的 . 但 是 , 如 果 我 们 是 问 的 接触 曲线 , 则 
对 余下 的 部 分 , 我 们 对 同 余 关系 的 讨论 和 上 面 的 C3 是 同样 的 . 这 样 我 们 就 得 到 了 
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对 于 一 些 问 题 的 暗示 , 而 这 些 问题 , 充满 了 我 们 的 文献 的 很 大 一 块 , 并 且 引导 至 代 
数 曲 线 理 论 中 最 美丽 的 定理 

我 们 现在 继续 讨论 克 莱 布 什 1863 年 的 文章 . 我 要 先 解释 一 件 纯粹 形式 的 事情 ， 
即 克 莱 布 什 用 于 一 个 C4 上 的 第 一 类 积分 的 齐 次 记号 . 在 引入 齐 次 坐标 后 , 积分 


zdz yc dz 
fy fy | fy 
将 取 对 称 的 形状 , 而 且 几 乎 立即 就 可 看 出 , 它们 是 处 处 有 限 的 . 于 是 我 们 令 
火 一 2 ， 2 一 >, f(z, y) 一 za，73 Z34 
3 T3 TX3 
这 样 ， 
ds Tidrs 1.0r.02 - 工 .和 
Z3 2 co 
之 3 
如 有 果 简 记 
ZadZ1 一 Z1dZ3 — ge 
EE 
DZo 
立刻 就 有 


Ui 一 | sis ( 一 1, 2， 3). 


这 其 实 是 第 一 个 形式 上 的 进展 . 但 是 zz 似乎 在 ds 中 起 了 特殊 的 作用 . 我 们 现在 
要 说 明 , 这 种 不 对 称 性 也 可 以 消除 挥 . 


在 C4 上 我 们 有 
OF OF OF 
Br ed! 十 Or? 十 Bre dT3 一 0， 
此 外 , 由 欧 拉 齐 次 函数 定理 , 我 们 又 有 
OF OF oF 
V1 Bp. + 2725 + T7387 = 4F =0, 
所 以 


OF ,OF .OF 
Dzl Ox» Ozs 


这 样 ,dw 可 以 写成 以 下 三 个 等 价 的 形式 : 


= (zz2dzs 一 Z3dz2)j : (7Z3dzl 一 21073) : (TZ1dzx2 — x2d71). 


TkAdTI 一 Tdzk 
下 | 


™ 


dw = (k, Ll, m = 1, 2, 3). 
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克 莱 布 什 把 它们 放 到 一 起 而 成 为 (完全 不 带 门户 之 见 , 到 菜 布什 这 里 是 遵循 阿 隆起 
德 的 做 法 ): 
C1 TL] QZ1 


C2 LD QZ2 


C3 尼 3 dra 
3 9 


ob,, 


%=1 


这 里 的 c; 是 纯粹 的 形式 的 量 , 所 以 可 以 给 它们 以 任意 值 . 


全、 
ci 二 1 0 0 
co 二 0 或 1 或 0， 
c3 二 0 0 1 


Eva 
就 得 到 我 们 开始 时 所 给 的 dz. 现在 我 们 就 可 以 把 前 面 给 出 的 三 个 积分 写成 


C d 
本 (= 1,2,3) 

2》, CAAz、》 

入 二 1 
这 样 就 完全 实现 了 我 们 的 意图 . 积分 的 对 称 性 和 有 限 性 清楚 地 出 现 了 . 对 于 G4 的 
无 穷 远 点 , 即 zs = 0, 所 有 的 wu; 都 是 有 限 的 , 和 对 于 za = 0, zs = 0 完全 一 样 . 更 
有 其 者 ， 


3 
> CA 了 二 0 
入 二 1 


就 是 点 (c1， cz, cs) 相对 于 FF =0 的 极 线 , 而 在 过 (c1, cz, cs) 对 五 =0 的 切线 的 切 
点 上 此 式 总 是 成 立 的 . 只 要 适当 地 选取 (cl， C2， c3), 就 可 以 消除 Ui, U2, Us 在 某 点 
可 能 变 为 无 穷 的 疑虑 

我 现在 要 指出 如 何 对 于 在 阶 数 为 n, 而 且 具 有 d 个 二 重点 ,r 个 尖 点 的 曲线 
一 0 写 出 这 p 一 了 (n 一 1) (n 一 2) -4 个 处 处 有 限 的 积分 ( 克 莱 布什 就 只 限于 
研究 这 种 情况 ) 这 些 积分 是 


m= wa5, ,w= | tras 


cr dz 


四 


3 
》 CAEz、 
入 一 工 


这 里 和 前 面 一 样 ， 
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而 加 ,，.…， 如 是 zi xz， zs 的 n 一 3 次 齐 次 多 项 式 , 而 且 在 二 重点 和 人 尖 点 处 为 
零 . 这样 的 $ 中 恰好 含有 p 个 线性 无 关 的 常数 ( 见 第 259 页 ) 所 以 , 只 需要 选择 
$1，… ， 9 为 任意 p 个 线性 无 关 的 、 满 足 这 些 条 件 的 齐 次 多 项 式 即 可 . 这 些 9 的 
每 一 个 都 与 C。 相交 于 n(n - 3) 个 交点 , 而 且 除 了 二 重点 与 尖 点 外 (这 两 种 点 在 以 
下 的 考虑 中 不 计 ) 外 , 还 在 


n(n—3)—2d—2r=2p—2 


个 点 上 为 零 . 
很 自然 , 我 们 的 公式 在 p = 1 时 也 适用 , 但 这 时 [就 只 能 令 % 为 任意 常数 了 ] 虽 ， 
而 积分 除了 相差 一 个 任意 常数 因子 以 外 , 就 只 能 是 


= | 


这 一 点 从 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 法 式 也 很 容易 得 出 . 


注意 , 由 
m= ora, ,w= | bras 


du : du2 :i dup = D1: 92: : Dy. 


目 从 黎 曼 在 这 里 选用 了 字母 $ 以 后 , 使 用 这 个 字母 就 已 经 是 标准 的 记号 了 . 我 们 称 
0 ,9p 为 “代数 徐 的 伴随 的 (adjoint) 9 形式” 

我 之 需要 作 这 个 形式 的 插话 , 是 为 了 使 读者 读 到 克 菜 布什 的 文献 时 不 至 于 摸 不 
着 头脑 , 特别 是 在 读 他 的 《几何 学 讲义 》(Vorlesungen iiber Geometrie) 时 如 此 , 此 
书 是 在 1875/76 学 年 由 林 德 曼 编 写 的 . 

我 们 必须 克服 这 样 一 种 印象 , 以 为 齐 次 的 记号 一 定 是 含混 的 , 不 稳定 的 , 或 者 
难以 掌握 的 ， 这 种 表示 法 绝 不 比 我 们 在 射影 几何 学 中 所 惯用 的 表示 法 更 加 形式 
化 一 一 从 代数 角度 来 看 , 那 就 是 三 元 形式 的 不 变 理论 . 特别 是 , 我 们 必须 对 一 个 已 给 
的 、 实 际 画 出 来 了 的 曲线 , 一 直 做 到 积分 v 的 具体 概念 , 使 得 可 以 通过 画图 来 验证 
接触 曲线 定理 等 等 , 而 这 些 定理 正 是 从 这 种 积分 的 理论 导出 的 . 我 在 《数学 年 刊 》 
(Mathematische Annalen, Bd. 7, 1874) 中 正 是 对 Cs (宁可 说 是 对 Cs 的 更 方便 的 
对 偶 , 即 类 数 为 3 的 曲线 ) 做 到 了 这 一 点 , 并 且 用 “新 型 黎 曼 曲面 ”的 理论 (我 在 
第 4 章 开 始 时 , 即 第 113 页 , 讲 到 过 这 一 点 , 亦 见 克 莱 因 《人 全集》 第 2 卷 89 页 以 
下 ) 来 解释 曲线 的 虚 元 素 . (我 也 曾 对 Ca, 或 类 数 为 4 的 曲线 做 过 图 形 的 研究 ); 这 
些 文章 都 在 《数学 年 刊 》10 和 11 卷 (1876 一 1877) 中 , 亦 见 《 全集》 第 2 卷 , 编号 为 
XXXVIII 一 XLI 的 那些 文章 . 但 我 在 这 里 不 能 解释 了 , 因为 我 只 触及 p = 3 的 情况 . 

9 方 括号 里 的 话 是 中 译 者 改写 的 ,一 一 中 译本 注 


可 以 得 到 
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关于 二 重 切线 分 组 的 结果 , 和 关于 Cs 的 扭转 点 的 结果 , 是 同样 初等 , 同样 属于 数论 
性 质 . 


我 们 现在 回 到 克 菜 布什 . 他 并 不 满足 于 只 从 几何 上 解释 黎 曼 的 结果 , 而 提出 一 
个 想法 , 就 是 要 在 这 种 代数 -几何 的 基础 上 , 为 阿 贝 尔 函 数理 论 提 供 一 个 新 基础 ! 于 
是 出 现 了 克 莱 布 什 - 戈 丹 的 名 著 《 阿 贝 尔 函 数理 论 》(Theorie der abelschen Funktio- 


nen). 


为 了 评价 这 部 书 所 包含 的 伟大 成 就 , 必须 要 考虑 到 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 阿 贝尔 项 
数理 论 虽 然 更 简单 , 更 系统 而 且 严 格 得 多 , 但 当时 还 不 存在 , 而 歼 曼 的 基础 , 即 他 的 
基于 狄 利克 雷 原理 的 存在 证 明 , 不 仅 是 从 外 面 便 加 上 的 , 而 且 还 不 太 靠得住 . 我 们 
还 必须 提 到 , 当时 流行 的 是 : 以 射影 几何 以 及 线性 变换 的 不 变 式 理 论 作 为 双 有 理 变 
换 理论 的 第 一 步 . 克 莱 布 什 的 这 种 思想 , 在 元 莱 布什 - 戈 丹 一 书 的 序言 的 最 后 一 何 
话 里 表现 了 出 来 : “这 门 学 科 ( 阿 贝尔 函数 理论 ) 也 要 落脚 于 现代 代数 学 的 一 些 分 支 
上 , 而 这 些 分 支 注 定 了 要 成 为 数学 的 所 有 新 发 展 的 中 心 .” 

我 在 这 里 无 法 讲 到 这 部 书 的 细节 , 而 请 读者 去 参看 布 里 尔 和 麦克 斯 . 诺 特 的 
非常 彻底 的 综合 报告 : “代数 了 骂 数 理论 的 发 展 ,过 去 和 现在 ”(Die Entwicklung der 
Theorie der algebraischen Funktionen in dlterer und meuerer Zeit). 它 发 表 在 Jahres- 
bericht der DMV (1894) 上 . 这 篇 报告 全 面 地 描述 了 这 里 所 讲 的 工作 . 但 是 , 我 必须 
谈 一 谈 臣 丹 ， 是 克 莱 布 什 把 他 请 到 吉森 大 学 , 帮助 目 己 深入 研究 黎 坚 的 思想 世界 . 
他 们 二 人 对 于 这 部 书 的 贡献 是 不 能 分 开 的 . 戈 丹 于 1837 年 生 于 布 累 斯 劳 . 他 特别 受 
到 激励 来 研究 雅 可 比 的 著作 . 他 在 格 丁 根 采 了 一 学 年 (1862--1863), 但 是 他 只 是 很 
短暂 地 遇 到 了 黎 曼 , 因为 黎 曼 因 病 在 几 个 星期 以 后 就 离开 格 丁 根 了 . 于 是 苞 丹 私下 
与 托 马 (Karl Johannes Thomae, 1840 一 1921, 德国 数学 家 ) 和 谢 林 (Ernst Christian 
Julius Schering, 1833 一 1897, 德国 数学 家 ) 一 辣 深入 研究 黎 曼 的 理论 . 但 是 戈 丹 的 秉 
性 使 他 更 加 倾向 不 变 式 理论 的 形式 的 侧面 (他 是 从 克 莱 布 什 那 里 学 到 不 变 式 理论 
的 ). 在 这 个 领域 里 , 他 得 到 了 巨大 的 成 功 , 而 且 直 至 去 世 (1912 年 ) 都 是 这 个 领域 
的 领导 人 . 七 丹 的 名 字 永 远 都 是 和 下 面 的 重要 定理 来 连 在 一 起 的 : 每 一 个 二 元 的 基 
础 形式 f(x1, x2), 都 有 有 理 不 变 式 和 协 变 式 的 有 限 系统 , 使 得 所 有 其 他 的 有 理 不 变 
式 和 协 变 式 都 可 以 表示 为 它们 的 多 项 式 (1868/1869, 见 Crelle 杂志 Bd. 69, 323 页 
以 下 , 或 Mathematische Annalen.,， Bd.，2, 227 页 以 下 ). 但 是 , 戈 丹 并 未 考虑 这 些 
问题 与 阿 贝尔 函数 理论 的 联系 . 麦 殉 斯 . 诺 特 为 苹 丹 所 写 的 科学 传记 见于 《数学 年 
刊 》 的 第 75 卷 (1914) 上 . 

死 莱 布什 -区 丹 首 先是 影响 了 纯粹 代数 ， 而 不 是 阿 贝尔 函数 理论 . 一 个 人 可 以 
具有 两 个 特点 : 一 是 倾向 于 系统 化 , 二 是 对 于 更 广阔 的 数学 领域 缺少 全 面 的 知识 ， 
然而 这 两 个 特点 似乎 是 互相 支持 的 .目的 变 成 了 把 双 有 理 变 换 这 个 思想 对 于 代数 
曲线 理论 所 提出 的 全 部 问题 都 列 出 来 , 而 且 创 造 出 既 严 格 又 一 般 的 基础 , 即将 所 有 
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的 特例 ( 即 各 种 类 型 的 奇 点 ) 都 包括 进来 . 这 方面 最 重要 的 工作 就 是 布 里 尔 和 麦克 
斯 . 诺 特 将 要 发 表 在 《 数学 年 刊 第 7 卷 (1847) 上 的 论文 “ 论 代 数 函 数 及 其 对 于 几何 
的 应 用 ”(Uber die algebraischen Funktionen und ihre Anwendung in der Geometrie) 
(如 果 是 今天 , 对 这 篇 文章 的 内 容 我 们 大 概 会 说 是 : 研究 “ 域 "R(c, z) 的 、 与 其 中 两 
个 “任意 ”函数 6,，z 无 关 的 性 质 ). 请 注意 , 这 篇 文章 的 标题 既是 对 殉 莱 布什 1863 
年 的 论文 “ 论 阿 贝尔 函数 对 于 几何 的 应 用 ” (Uber die Amwendung der Abelschen 
Funktionen in der Geometrie) 的 回 啊 , 而 又 改变 了 它 . 我 们 可 以 这 样 说 , 所 有 相应 
于 “ 阿 贝尔 定理 ”的 东西 , 都 变 成 了 以 严格 地 执行 消去 法 这 个 代数 程序 为 基础 , 而 
阿 贝 尔 定理 的 进一步 的 应 用 一 一 即 关 于 阿 贝 尔 积分 的 周期 性 的 应 用 一 一 全 都 置 诸 

现在 我 们 要 提 到 布 里 尔 和 麦克 斯 : 诺 特 代数 地 证 出 来 的 一 个 重要 定理 (很 不 幸 ， 
我 在 这 里 不 能 给 出 证 明 ), 这 就 是 所 谓 的 黎 曼 - 洛 赫 (Gustav Roch, 1839 一 1866, 德国 
数学 家 ) 定理 5 . 如 果 指 定 一 条 Cn 上 的 mm 个 点 , 要 求 作 一 个 代数 函数 F(c, z) = 0 
就 以 这 m 个 点 为 极点 , 那么 这 样 的 代数 也 数 中 含有 多 少 个 常数 ? 这 个 定理 恰好 给 
出 了 这 方面 的 信息 . 按照 这 个 定理 , 适合 这 一 条 件 的 代数 函数 的 一 般 形 状 是 


F=efi 十 cz8o 十 "” 十 cuFy 十 cpl 


其 中 


有 一 7 一 六 十 T 


而 7 表示 在 这 m 个 点 上 为 零 的 “线性 无 天 ”的 9 的 个 数 , p 是 这 条 Cn 曲线 的 亏 
格 . 我 们 要 通过 一 个 例子 来 河清 这 个 定理 的 意思 . 
设 有 一 条 没有 二 重点 的 C4. 这 里 p = 3, 而 $ 为 直线 . 

大 m= 二 1, 则 T=2 而 j=1-3 二 2=0: 

车 m==2, 则 +=1 而 =0; 

右 风 =3, 则 = 1 而 j= . 
所 以 在 yu = 0 的 三 个 情况 下 , 不 存在 只 在 这 条 Cn 曲线 的 指定 点 处 有 极点 的 代数 
图 数 . 各 mm = 3, 则 这 样 的 肾 数 当量 仪 当 这 3 个 点 位 于 一 条 直线 上 时 存在 . 而 且 在 
这 个 情况 下 , 这 个 函数 可 以 很 容易 地 建造 出 来 . 令 这 三 个 点 是 由 直线 v = 0 在 这 条 
Cn 上 切 出 来 的 , 则 此 直线 vw = 0 还 与 0 交 于 第 四 点 . 过 这 个 第 四 点 作 直 线 . 这 时 
可 以 取 


hi = —. 
C 


[9 歼 曼 - 洛 赫 定理 的 证 明 者 当然 就 是 洛 赫 , 布 里 尔 和 麦克 斯 . 诺 特 只 是 用 纯粹 代数 的 方法 给 出 


了 证 明 . 但 是 “ 黎 曼 -- 洛 赫 定 理 * 这 个 名 词 是 布 里 尔 和 诺 特 在 一 篇 文章 (1874) 里 提出 的 .一 一 中 译 
本 注 
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我 们 这 样 就 看 见 了 这 个 9 与 双 有 理 变 换 的 不 变 式 有 何等 密切 的 关系 . 

现在 发 生 了 一 个 奇妙 的 思想 转折 .这 个 转折 是 由 黎 曼 开始 的 , 而 由 H. M. 韦 
伯 和 麦克 斯 . 诺 特 完成 . 它 给 出 了 克 莱 布 什 - 戈 丹 一 书 序言 的 最 后 一 句 话 的 全 部 含 
义 一 一 而 这 个 含义 是 两 位 作者 肯定 未 曾 想 到 的 . 

考虑 一 个 具有 齐 次 坐标 轴 ，…， 如 的 p 一 1 维 空间 ， 把 我 们 的 C。 曲线 
f(s，z) = 0 亦 即 F(z1，z2，Z3) = 0 通过 双 有 理 变 换 投 射 到 这 个 空间 如 下 : 取 
91,，:… ， go 为 $ 的 伴随 形式 , 于 是 对 曲线 上 的 每 一 点 都 指定 了 p 一 1 维 空间 已 -: 
中 的 一 个 点 . 因为 $ 在 此 曲线 上 有 2p 一 2 个 零点 ( 见 263 页 ), 所 以 我 们 得 到 了 一 
个 C2,_2. 我 们 以 后 要 处 理 的 “ 典 则 曲线 ” [Normal Kurven| 就 取 这 个 C2p-_z 的 形式 . 

我 们 很 快 就 会 看 到 这 样 做 得 到 的 好 处 . 我 再 举 几 个 例子 : 


p=3 : 典 则 曲线 就 是 我 们 研究 过 了 的 平面 C4; 对 于 它 , 我 们 有 
01 :oa ;03 一 01:22:23. 


p = 4: 典 则 曲线 是 Rs 中 的 一 条 Cs. 可 以 证 明 它 是 一 个 二 阶 曲 面 与 一 个 
三 阶 曲 面 的 一 般 交 线 


p =5: 典 则 曲线 是 Rs 中 的 一 条 Cs, 它 可 以 看 做 是 3 个 二 阶 簇 的 交 线 . 


7 = 2: 我 们 得 到 一 个 两 次 覆盖 的 具有 6 个 校 点 的 曲线 . 所 以 现在 我 们 得 
到 的 不 是 复 和 典 则 曲线 的 一 对 一 关系 , 而 是 二 对 一 的 关系 ; 只 有 当 
我 们 把 曲线 看 成 “二 重 覆 盖 ” 时 , 才 有 一 对 一 的 关系 . 


现在 我 们 可 以 把 Rs 中 的 Ce 和 RR 中 的 Ce 投影 到 平面 上 , 殉 莱 布什 和 苹 丹 
就 是 这 样 做 的 . 但 是 现在 我 们 还 是 停留 在 更 高 维 的 空间 里 , 因为 R,_1 中 的 Co 
除了 相差 齐 次 坐标 91，:… ，gp 的 一 个 线性 变换 外 , 是 完全 确定 的 . 为 了 把 这 一 点 
说 清楚 , 我 最 好 还 是 就 第 一 类 积分 来 讲 , 因为 它们 在 原 曲线 的 双 有 理 变换 下 的 不 变 
性 更 为 明显 . 

如 果 取 p 个 线性 无 关 的 第 一 类 积分 wi1，… ，wp, 则 每 一 个 其 他 的 第 一 类 积 
7 都 可 以 写成 


LV 一 clU1 十 …: 十 cpup 十 性 
对 避 求 微分 , 就 得 到 ( 见 263 页 ) 
中 一 cl101 十 cz2g02 十 … 十 cpbp， 


所 以 , 各 在 作 了 双 有 理 变换 以 后 选 p 个 形式 1,.… ,Bp 来 代 符 原来 的 办，… ，9， 
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则 有 
D1 = clig 十 … 十 cpl0p， 


By = cpl01 十 … 十 cppgp. 


所 以 RR,_1 里 的 齐 次 坐标 只 是 经 历 了 一 个 线性 变换 . 

但 这 就 把 我 们 带 回 到 我 们 所 熟悉 的 领域 : p - 1 维 空间 的 射影 几何 的 线性 不 变 
式 理论 ! 所 以 , 如 果 想 要 确切 地 知道 , 是 什么 东西 在 双 有 理 变 换 下 不 变 , 就 要 从 线性 
不 变 式 理论 的 角度 来 考虑 Rs 中 的 C4 , Rs 中 的 Ce 和 Rs 中 的 Cs. 以 上 为 简单 起 
见 , 我 跳 过 了 p = 2 的 情况 . 

现在 我 要 第 一 次 触及 一 个 理论 , 而 它 从 一 开始 就 被 掩盖 住 了 . 歼 曼 说 , 在 双 有 
理 变 换 下 , 不 仅 p 不 变 , 而 且 ( 当 p > 1 时 ) 还 有 他 称 为 曲线 的 “ 模 数 ”的 3p 一 3 个 
常数 也 不 变 . 

这 些 模 数 就 是 典 则 曲线 C2,_2 在 齐 次 变 元 的 线性 线性 变换 下 的 绝对 不 变 式 ! 

C2p_2 对 于 线性 变换 确 有 3p - 3 个 不 变 式 , 这 件 事 只 有 通过 在 各 个 情况 下 分 别 
计数 来 确认 . 


p= 二 3: Ca 中 含有 14 个 常数 (f = 0 有 15 项 ), 其 中 8 个 看 做 任意 射影 变 
换 中 的 参数 . 余下 的 常数 的 个 数 是 


6 一 3D 一 23. 


p =4: 典 则 曲线 Ce 是 一 个 二 阶 曲面 态 = 0 和 一 个 三 阶 曲面 = 
0 的 交 线 . 互 = 0 中 含有 19 个 常数 .但 是 我 们 可 以 把 丽 换 成 
一 (QiX1i 十 azz2 十 Qa3z3 十 Q4z4)F2 而 从 它 的 方程 中 消除 4 个 常 
数 . 余下 的 还 有 15 个 . 有 15 个 常数 可 以 算 成 是 任意 射影 变换 的 
参数 . 所 以 余下 的 常数 的 个 数 是 


9 十 15 一 15=3p 一 3. 


p= 二 5: Ra 中 的 Cs 可 以 从 三 个 二 次 曲面 : FY = 0, FY' = 0, FY =0 的 交 
线 得 出 , Ra 中 的 到 本 身 有 5(5.6) = 15 项 , 所 以 成 =0 含 有 14 
个 常数 . 但 是 例如 可 以 用 形 一 以 瑟 一 orF4r' 来 代替 FY. 所 以 对 
每 一 个 二 次 曲面 我 们 可 以 只 考虑 12 个 常数 . 任意 射影 变换 含有 
24 个 参数 . 余下 的 常数 的 个 数 恰好 是 


12.3—24=3p—3. 
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这 样 , 代数 曲线 理论 通过 这 些 典 则 曲线 成 了 一 个 和 谐 的 整体 . 而 线性 不 变 式 理 
论 就 控制 了 这 个 问题 , 但 是 需要 正确 地 运用 才 行 ! 


以 上 讲 的 是 ; 克 莱 布 什 和 他 的 学 生 们 如 何以 黎 曼 为 基础 , 联系 着 阿 贝尔 积分 理 
论 发 展 了 代数 曲线 理论 , 现在 我 要 继续 讲 一 下 一 般 的 历史 联系 . 
我 的 理解 是 , 这 个 理论 进一步 的 发 展 有 两 种 可 能 : 


1. 研究 R,_1i 的 典 则 曲线 C2,_2. 这 就 是 把 Ri 中 的 射影 几何 学 的 线性 不 变 
式 理论 , 在 纯粹 代数 的 基础 上 , 发 展 为 综合 地 构造 3 级 数 . 我 (还 有 其 他 人 ) 对 于 
p 二 2, 3 的 情况 开 了 一 个 头 , 见 《 数 学 年 刊 》27, 32, 36 各 卷 ( 即 克 莱 因 《全 集 》 第 3 
卷 XCV, XCVI, XCVII 诸 文 ). 


2. 也 可 以 取 4 级 数 为 出 发 点 . 一 开始 当然 是 用 它们 做 形式 的 运算 . 在 从 事 这 个 
方向 的 诸多 研究 者 中 , 我 在 此 只 能 举 出 几 个 来 : H. M. 韦伯 , 麦克 斯 . 诺 特 , 首 特 基 ， 
普 里 姆 (Friedrich Emil Prym, 1841--1915, 德国 数学 家 ), 克拉 泽 尔 (Adolf Krazer， 
德国 数学 家 ), 庞 加 莱 , 维 廷 格 尔 . 


原来 设想 , 这 两 个 方向 会 合流 起 来 . 但 是 , 目标 虽然 明确 , 却 因为 缺少 人 手 , 还 
远 未 得 到 完备 的 理论 . 这 里 有 一 个 值得 注意 的 注意 力 的 转移 的 问题 . 当 我 还 是 一 个 
学 生 时 , 因为 有 雅 可 比 的 传统 在 , 阿 贝 尔 函 数 毫 无 争议 地 被 大 家 看 成 是 数学 的 顶峰 ， 
谁 都 想 在 这 里 一 展 雄 图 . 现在 呢 ? 年 轻 一 代 几 乎 都 不 知 阿 幢 尔 函 数 为 何 物 了 ! 

怎么 会 发 生 这 样 的 事 呢 ? 在 数学 里 , 和 在 其 他 科学 里 一 样 , 这 种 事情 是 一 再 发 
生 的 . 先是 由 于 内 在 或 外 在 的 原因 , 一 个 新 闻 题 出 现 了 , 就 把 年 轻 的 研究 者 从 老 问 
题 拉 走 了 . 老 问 题 则 因为 研究 了 那么 多 , 要 想 掌握 它们 就 需要 更 全 面 的 研究 . 这 是 
很 苦 的 事情 , 所 以 人 们 总 愿意 研究 那些 研究 得 较 少 , 因而 需要 预备 知识 也 较 少 的 问 
题 一 一 哪怕 是 需要 一 点 形式 公理 化 , 一 点 集合 论 , 诸如 此 类 也 可 以 ! 

这 是 没有 一 点 办 法 的 事情 , 只 有 把 老 学 科 写 成 好 的 参考 用 的 概述 , 发 表 在 Jahres- 
berichten (年 度 报告 ) 或 者 Bnzyklopidie (百科 全 书 ) 之 类 刊物 上 面 , 或 者 写成 专著 ， 
使 得 后 来 的 研究 可 以 继续 下 去 , 如 果 命 中 注定 了 必须 研究 它们 的 话 ! 

然而 , 我 还 是 要 就 以 歼 曼 和 克 莱 布 什 为 基础 的 代数 簇 理论 , 讲 两 个 得 到 进一步 
发 展 的 方向 . 很 自然 , 我 只 能 提 到 一 些 最 杰出 的 成 就 . 


1. 空间 代数 曲线 理论 . 它 处 理 的 是 列举 出 一 定 阶 数 的 所 有 空间 曲线 的 问题 . 相 
林 科学 院 1882 年 的 斯 坦 纳 奖 曾 以 它 为 题 悬 赏 . 这 是 公开 竞赛 取得 成 功 的 很 少 几 个 
例子 之 一 . 递交 了 两 篇 文章 , 至 今 仍 是 在 空间 代数 曲线 的 研究 中 所 曾 达 到 的 最 高 点 : 
一 篇 是 麦克 斯 诺 特 的 文章 , 见于 Abh. Der Berliner Akademie, 1882, 以 及 Crelle 
杂志 , Bd. 93; 另 一 篇 是 哈 尔 芬 (George Henri Halphen, 1844 一 1889, 法 国 数学 家 ) 的 
文章 , 发 表 在 Journal de 1'Ecole Polytechnique, 52 (1882) 上 , 即 他 的 《 全 集 》 第 3 卷 ， 
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261 页 以 下 . 

非常 值得 注意 的 是 , 居然 有 一 个 法 国人 参加 了 柏林 科学 院 主 办 的 竞赛 . 这 是 法 
国 年 轻 一 代 已 经 吸收 了 德国 的 成 就 的 象征 . 这 是 由 哈 尔 芬 在 1870 年 代 开始 的 , 到 
了 1880 年 左右 , 还 把 皮卡 和 庞 加 莱 包 括 进 来 了 . 这 些 研 究 者 把 两 个 法 国学 庆 一 一 即 
沙 勒 和 埃 尔 米 特 两 个 学 派 一 一 的 思想 结合 起 来 了 .我 们 在 前 面 已 经 讲 过 作为 几何 
学 家 的 沙 勒 . 作为 巴黎 大 学 的 高 等 几何 (géométrie supérieure) 讲座 教授 , 他 把 分 析 
中 的 某 些 基 本 概念 (曲线 定义 , 贝 佐 (Etienne Bezout, 1730 一 1783, 法 国 数学 家 ) 定 
理 ) 拿 了 过 来 , 此 外 则 是 研究 曲线 本 身 而 非 研 究 其 公式 , 这 样 来 详细 阐明 代数 曲线 
理论 . 这 样 , 他 的 基础 是 分 析 的 , 但 是 他 的 展开 了 的 形式 则 是 几何 的 . 这 就 是 所 谓 
的 “混合 方法 ”, 它 很 快 就 在 法 国 国内 和 国外 得 到 许多 追随 者 , 主要 是 哥本哈根 的 估 
顿 (Hieronymus Georg Zeuthen, 1839 一 1920, 丹麦 数学 家 ) 和 罗马 的 克 雷 蒙 纳 .但 是 
埃 尔 米 特 (他 的 代数 的 、 数 论 的 和 函数 论 的 工作 , 我 们 已 经 多 次 提 到 过 ) 也 在 他 的 
教学 活动 中 (也 在 巴黎 大 学 ), 多 次 讲授 9 函数 的 解析 理论 . 但 是 , 阿 贝尔 函数 的 几 
何 意 义 总 是 远离 埃 尔 米 特 的 . 在 他 的 学 生 中 , 我 只 想 提 到 若 尔 当 (Marie Ennemond 
Camille Jordan, 1838 一 1922, 法 国 数学 家 ), 关于 他 , 我 们 以 后 还 有 话说 . 


2. 推广 到 对 代数 曲面 F(z,，y, z) = 0 的 研究 . (它们 是 二 维 簇 , 但 当 变 元 取 复 值 
时 , 成 为 四 维 艇 ). 


在 这 里 , 开始 时 也 是 进行 的 超越 的 研究 : 1868 年 克 莱 布 什 在 巴黎 科学 院 通报 
(Compte Rendus) 第 67 卷 上 发 表 了 一 篇 短文 , 注意 到 一 个 仅 具 简单 奇 点 的 代数 曲 
面具 有 以 下 形状 的 二 重 积分 所 成 的 线性 族 : 


| ssa / 赤 


而 且 这 里 出 现 的 $ 的 项 数 在 曲面 的 双 有 理 变 换 下 不 变 . (这 个 p 称 为 “曲面 的 亏 
格 ”) 


后 来 , 克 莱 布 什 只 限于 研究 这 种 双 有 理 变换 的 最 简单 的 情况 , 以 表明 如 何 用 于 
研究 “曲面 上 的 几何 学 ”. 他 特别 考虑 了 曲面 可 以 双 有 理 地 对 应 于 一 个 平面 的 情况 ， 
这 时 , 曲面 上 的 曲线 的 一 切 问 题 都 可 以 在 平面 内 来 研究 . 以 后 我 们 会 看 到 这 一 方面 
的 一 个 很 简单 的 例子 . 

克 革 布什 把 双 有 理 变 换 的 一 般 代 数 问题 在 1869 年 交 给 了 麦克 斯 : 诺 特 . 在 这 
里 , 克 莱 布 什 表明 了 自己 确实 是 一 个 好 教师 . 因为 他 判 斯 自己 已 经 不 能 如 麦克 斯 ， 
诺 特 那样 集中 精力 . 后 来 麦克 斯 . 诺 特 发 表 了 许多 文章 , 主要 是 在 《数学 年 刊 》 上 ， 
双 有 理 变换 这 时 已 经 被 看 做 一 个 非常 广泛 的 学 科 , 而 麦克 斯 . 诺 特 被 看 做 这 门 学 科 
的 创立 者 . 曲面 的 双 有 理 变换 的 一 般 问 题 , 后 来 得 到 了 进一步 的 发 展 , 主要 是 由 年 
轻 的 意大利 学 派 , 其 中 有 塞 格雷 (Corrado Segre, 1863 一 1924, 意大利 数学 家 ), 维 罗 
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尼斯 (Giuseppe Veronese, 1854 一 1917， 意大利 数学 家 )， 恩 里 克 斯 (Federigo Enriques, 
1871 一 1946, 意大利 数学 家 ) 卡 斯 特 鲁 奥 弗 (Guido Casteluovo, 1865 一 1952, 意大利 
数学 家 ) 和 塞 维 利 (Francesco Severi, 1879- 一 1961, 意大利 数学 家 ) 等 人 . 他 们 先是 用 
代数 -几何 方法 处 理 问 题 , 后 来 , 由 于 皮卡 开辟 了 道路 , 就 也 用 超越 方法 了 . 

意大利 人 在 这 时 也 出 现在 图 景 中 , 是 以 下 面 的 事实 为 一 般 背 景 的 . 这 件 事实 我 
以 前 也 提 到 过 , 就 是 : 科学 是 从 一 个 民族 漫游 到 另 一 个 民族 的 . 如 果 一 个 民族 在 科 
学 上 已 经 在 某 个 方向 上 筋疲力尽 , 另 一 个 民族 就 会 插足 进来 . 但 是 意大利 人 如 此 积 
极地 参加 到 这 个 问题 里 面 来 , 则 与 下 面 的 事实 有 更 紧密 的 关系 . 克 雷 壹 纳 , 我 已 经 
说 过 , 是 沙 勒 的 学 生 , 作为 教师 和 研究 者 , 在 意大利 有 很 大 的 影响 . 他 生 于 1830 年 ， 
可 以 说 , 和 贝蒂 (Enrico Betti, 1823 一 1892, 意大利 数学 家 )、 布 里 奥 斯 基 一 同 成 为 
“意大利 三 剑客 ”. 大 约 在 1860 年 左右 , 他 们 推动 了 数学 在 新 诞生 的 意大利 王国 的 发 
展 , 而 且 和 在 英 、 德 、 法 诸 国 作 类 似 的 努力 的 研究 者 联合 了 起 来 . 大 约 就 在 这 个 时 
候 , 意大利 就 这 样 进入 了 国际 的 科学 社会 . 我 就 举 出 这 几 位 数学 家 , 因为 他 们 也 是 
积极 的 组 织 者 , 要 不 然 的 话 , 我 还 可 以 提出 一 些 更 多 地 作为 科学 研究 者 的 人 来 . 与 
此 相对 照 , 布 里 奥 斯 基 是 米兰 高 工 的 校长 , 克 雷 蒙 纳 则 在 罗马 担任 类 似 职务 (罗马 
高 工 与 罗马 大 学 的 理学 院 有 联系 ), 而 贝蒂 作为 比萨 高 师 的 校长 , 有 很 大 的 实际 影响 
圈子 . 贝蒂 有 一 段 时 间 还 是 意大利 的 国家 教育 部 副 部 长 , 克 雷 蒙 纳 则 很 短暂 地 当 过 
教育 部 长 . (我 很 高 兴 来 引证 这 些 事 , 因为 数学 家 居 有 这 样 有 影响 的 地 位 , 在 德国 还 
不 可 想象 . 在 我 们 这 上 儿 , 部 长 总 是 律师 .“ 在 德国 , 司法 正义 女神 5 有 一 个 下 流 习惯 : 
她 总 把 部 长 职务 放 在 自己 子女 的 摇篮 里 ”( 普 林 斯 海 姆 的 话 ).) 

特别 是 , 主要 由 于 克 雷 蒙 纳 , 在 意大利 对 于 数学 的 初学 者 , 大 学 里 很 下 工夫 地 
要 讲 一 门 射 影 儿 何 课程 , 而 且 是 与 画 法 几何 的 习题 合 在 一 起 讲 . 在 这 个 基础 上 , 特 
别 是 几何 学 在 意大利 就 莲 动 地 发 展 起 来 了 , 所 以 在 后 几 十 年 , 意大利 就 取得 了 这 门 
学 科 的 领导 地 位 . 

在 我 们 所 讲 的 代数 研究 上 , 意大利 人 用 的 是 混合 方法 . 他 们 使 用 “射影 和 相交 ” 
的 方法 , 来 研究 高 维 空间 里 的 艇 . 所 有 这 些 研 究 , 在 一 定 程度 上 都 是 很 直观 的 , 而 且 
非常 有 说 服 力 , 虽然 在 绝 大 多 数 情况 下 , 形式 上 不 甚 严格 . 正如 估 顿 所 说 : “这 个 方 
法 的 正确 使 用 , 只 有 通过 把 它 应 用 到 各 种 问题 上 去 , 才能 学 会 .” 

我 在 这 里 很 不 可 能 进入 这 样 得 出 的 双 有 理 变 换 理论 的 内 容 ; 我 只 能 引荐 读者 去 
看 卡 斯 特 鲁 奥 弗 以 及 恩 里 克 斯 在 Enz. 第 3 卷 里 就 此 写 的 总 结 文章 (III c, 6b). 

但 另 一 方面 , 我 要 讲 一 下 两 个 曲面 之 间 的 双 有 理 关 系 的 一 个 最 简单 的 例子 , 即 
由 一 个 轧 到 平面 的 球 极 射影 (stereographic projection). 我 选 这 个 例子 是 为 了 使 读 
者 不 得 不 直观 地 思考 它 . 为 了 看 清 究竟 是 什么 东西 对 于 代数 处 理 是 真正 本 质 的 , 我 
不 考虑 从 球面 到 平面 的 球 极 射影 (尽管 自古 以 来 都 是 这 样 做 的 )， 而 考虑 由 一 个 单 


0 司法 正义 女神 (Goddess Justitia) 是 罗马 神话 中 掌管 司法 的 女神 .一 -中 译本 注 
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叶 双 曲面 到 平面 上 的 球 极 射影 . 

经 过 此 单 叶 双 曲 面 上 的 一 点 O 必 有 此 曲面 的 两 条 母线 , 交 此 像 平 面 于 O01, 0， 
两 点 , 图 23 是 此 事 的 一 个 草图 . 连接 这 两 个 点 的 直线 段 0102 就 是 这 个 单 叶 双 曲 
面 在 O 点 的 切 平 面 与 像 平 面 的 交 线 . 


图 23 


现在 从 O 点 把 这 个 单 叶 双 曲面 投影 到 平面 上 . 这 就 是 我 们 讲 的 球 极 射影 , 一 
般 说 来 它 是 这 两 个 簇 之 间 的 一 对 一 映射 用 公式 来 写 , 就 看 到 它 是 双 有 理 关 系 , 这 
一 点 我 们 马上 就 会 看 到 . 但 是 在 平面 上 有 两 个 点 , 在 曲面 上 也 有 一 个 点 , 可 以 对 应 
于 男 一 艇 上 的 整 条 曲线 一 一 即 直 线 . 这 些 点 称 为 “基本 点 ”. 单 叶 双 曲 面 上 的 O 点 
就 对 应 于 平面 上 的 直线 O102, 而 平面 上 的 01，Os 两 点 则 对 应 于 单 叶 双 曲面 上 过 
O 点 的 两 条 母线 (第 一 类 和 第 二 类 母线 各 一 条 ), 所 以 也 是 基本 点 . 

这 样 我 们 就 看 到 , 二 维 簇 的 双 有 理 变 换 和 一 维 艇 的 双 有 理 变 换 很 不 相同 . 在 二 
维 情况 下 , 双 有 理 变 换 中 的 有 理 消 数 对 于 某 些 值 变 成 了 0/0, 按照 取 极 限 的 方式 不 
同 , 可 以 取 无 穷 多 个 不 同 的 值 . 图 23 把 这 一 点 表现 得 很 清楚 : O, 对 应 于 整个 母线 
OO1. 若 在 平面 上 过 O01; 作 任 意 直线 9 ( 即 图 23 上 的 虚线 ), 而 令 一 个 点 沿 g 趋向 
O1, 就 会 得 到 单 叶 双 曲面 的 过 O 的 母线 O01 上 的 一 个 点 , 而 此 点 由 9 的 选择 决定 . 
自然 , 对 于 O。 也 有 类 似 的 情况 . 

这 种 无 穷 多 值 的 情况 , 用 公式 是 这 样 来 表示 的 : 单 叶 双 曲 面 的 方程 在 齐 次 坐标 
下 为 


TILT? — TXT3T4 二 0. 


取 zl = 0, zz = 0, za = 0 为 点 0, 而 取 zs = 0 为 此 平面 . 这 时 , 容易 验证 , 球 极 射 
影 的 公式 是 

Z1 = 69， 

£2 一 js， 

Z3 = £7, 

2Z4 = 62. 
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0 0 这 里 < :15 一 2Z1 :02 104 ( 见 图 24), 如 果 XZ1, LZ2, LT3, T4 是 
$=0 7 按 上 面 的 式 子 来 定义 的 , 则 单 叶 双 曲面 的 方程 自然 满足 . 如 采 
禾 用 非 齐 次 坐标 来 写 , 就 是 : 
图 24 2 


9 9 | 2 “ 
化 4 © Td 4 44 9 


对 于 上 =0s=0 以 及 7=0s=0, 这些 式 子 部 成 了 0/0. 类 似 于 此 , 当 zx1, x2, x4 
均 为 零 时 , &/6, ns 也 都 成 了 0/0. 

我 们 现在 考虑 单 叶 双 曲面 上 一 条 不 经 过 O 点 的 Cn 曲线 . 在 球 极 射影 下 曲线 
的 阶 数 不 变 , 所 以 仍 为 一 条 C 曲线 . 它 与 直线 O102 仅 交 于 基本 点 . 因为 寿 设 这 条 
平面 C, 还 与 直线 O10 交 于 另 一 点 , 这 点 只 可 能 对 应 于 单 叶 双 曲面 上 的 O 扩 ; 所 
以 这 条 空间 Cn 必定 经 过 O 点 , 而 与 假设 矛盾 . 设 平面 Cn 经 过 O1 点 Qi 次 , 经 过 
Os 点 aa 次 , 则 必 有 al + as = mw 因为 平面 Cn 与 直线 O10 只 能 相交 于 nn 个 点 . 

我 们 现在 就 能 够 对 于 给 定 的 二 来 决定 单 叶 双 曲面 上 的 所 有 Cn. 

n 二 1 时, al +aa =1. 所 以 ,或 者 ai = 1, a2 = 0， 或 者 ai = 0, as = 1. 而 平 
面 C1 只 能 是 分 别 通过 O1 或 者 02 的 直线 . 过 O01 或 者 02 的 直线 束 , 则 分 别 对 应 
于 单 叶 双 曲 面 上 的 直线 族 . 过 O1 的 那些 直线 对 应 于 单 叶 双 曲面 的 第 二 类 母线 , 而 
过 Os 的 那些 直线 对 应 于 单 叶 双 曲面 的 第 一 类 母线 . 

n 二 2 时 ,有 3 种 情况 : 


Q1 = 2, Q2 一 
CQ1 一 Ca2 一 
Ql 一 1, Q2 一 1. 


前 两 个 情况 表示 赔 化 的 圆锥 截 线 (分 别 为 过 O1 或 O。 的 两 条 直线 ). 这 都 是 已 经 见 
到 了 的 情况 , 没有 什么 新 东西 . 在 第 三 个 情况 下 , 我 们 得 到 通过 O 和 Os 的 平面 
Co, 即 圆锥 截 线 . 所 以 , 单 叶 双 曲 面 上 的 Co 就 只 能 是 它 的 平面 截 口 (这 也 可 以 用 球 
极 射影 的 公式 来 验证 ). 

n = 二 3 时 只 有 两 个 情况 值得 注意 , 即 : al = 2, aa = 1 以 及 al = 1, az = 2. 于 
是 , 单 叶 双 曲 面 上 有 两 族 不 同 的 三 阶 曲 线 . 举例 来 说 . 如 果 一 条 平面 Cs 两 次 经 过 
Oz, 就 是 说 , 它 属于 第 一 族 平面 C3, 则 它 必 交 一 条 第 一 类 直线 一 次 , 交 男 一 条 第 二 
类 直线 两 次 ( 见 图 25 和 图 28), 而 相应 的 空间 Cs 必 交 一 条 第 一 类 母线 一 次 , 交 为 

3.1—2=1, 3:.1 一 1 一 “2. 


同类 的 两 条 C3 相交 于 9- 4-1= 4 个 点 ; 异类 的 两 条 Cs 必 相 交 于 92 一 2=5 
个 点 . 对 于 所 有 这 些 C3, 亏 格 p = 0. 
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n 二 4 :这 时 我 们 不 仅 是 得 到 不 同 的 族 ， 而 且 得 到 不 同 的 类 . 


a) 第 一 类 的 特征 是 aj = 2, as = ?2 ( 见 图 25), 即 平面 G4 在 O1，O。 两 点 均 有 
二 重点 .所 以 在 单 叶 双 曲 面 上 相应 的 C4 曲线 就 是 第 258 页 上 考虑 的 那些 空间 曲 
线 . 我 们 仍 应 与 球 极 射影 的 公式 加 以 比较 . 这 条 空间 曲线 是 单 叶 双 曲面 与 一 个 二 次 
曲面 的 交 线 . 


图 25 图 26 图 27 


b) 第 二 类 包含 两 个 族 , 即 al = 3, as = 1 以 及 ai =1, aas ==3 ( 见 图 26). 所 以 
相应 的 平面 Ca 分 别 以 O01 与 0s 为 三 重点 (我 们 可 以 把 三 重点 看 成 三 个 二 重点 的 
极限 状况 , 图 27), 由 此 可 知 这 个 第 二 类 的 Ca 之 亏 格 为 


p= 5(4—1)(4-2)-3=0. 


例如 , 大 O1 是 平面 Ca 的 三 重点 , 则 相应 的 空间 Cs 交 第 二 类 母线 一 次 , 而 交 第 一 
类 母线 三 次 . 


单 叶 双 曲 面 上 的 曲线 
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图 28 三 阶 曲 线 图 29 第 一 类 四 阶 曲 线 图 30 第 二 类 四 阶 曲 线 
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两 条 同类 曲线 相交 于 16 一 9 一 1 = 6 个 点 ; 两 条 异类 曲线 相交 于 16 -3 一 3 = 10 
个 点 . 

余下 需要 做 的 事 就 只 是 把 这 些 结果 翻译 为 生动 的 空间 图 形 , 见 图 28 一 图 30. 

单 叶 双 曲 面 上 的 空间 曲线 的 讨论 自然 是 很 古老 的 问题 ; 在 普 吕 克 和 沙 勒 19 世 
纪 中 叶 的 工作 里 已 经 可 以 找到 . 不 幸 的 是 , 这 里 不 是 讨论 这 些 事 情 的 地 方 . 
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所 谓 代数 整数 就 是 一 个 首 项 系数 为 1 的 整 系数 代数 方程 oz 
T+ar™ 十 十 an_iz 十 om 一 0 


之 根 . 如 果 这 个 方程 的 末 项 系数 是 土 1, 则 1/z 也 是 一 个 代数 整数 , 而 z 就 称 为 一 个 
“单位 元 ”(wn 计 ).“ 单 位 根 ”(roots of unity, 即 方程 ce = 1 的 根 ) 就 是 这 种 数论 性 质 
的 单位 元 的 特例 . 

如 条 一 个 代数 数 可 以 用 另 一 个 代数 数 的 整 系数 有 理 函 数 来 表示 , 则 把 这 两 个 代 
数 数 算是 同一 组 的 , 这 是 很 有 用 的 . 代数 数 就 这 样 构成 了 一 种 “机 体 ”, 戴 德 金 称 这 
种 机 体 为 一 个 Kirper[ 这 个 德 文字 用 于 非 数 学 的 上 下 文中 , 表示 一 个 “物体 ” 而 在 
数学 中 则 称 为 一 个 “ 域 ”(jieldnal ), 我 们 在 下 面 都 使 用 “ 域 ” 这 个 词 . 因为 Korper 
这 个 词 一 般 会 使 人 联想 到 一 个 “社会 团体 ”(Ké6rperschaft, 英文 为 corporate body). 
这 个 域 中 的 整数 ( 即 代数 整数 ) 于 是 构成 一 个 整 域 [Integrititsbereich, 按照 字面 , 应 
译 为 “ 整 性 域 ", 但 通常 都 说 是 “ 整 域 ”(integral domain),， 以 后 我 们 也 都 这 样 叫 .] 

这 些 [代数 一 一 这 两 个 字 是 中 译本 加 的 , 下 同 ] 整数 外 表 上 看 来 并 不 一 定 像 整 
数 . 例如 
_ 1+VvV-5 
=- 一 


都 是 [代数 ] 整数 因为 它们 满足 方程 


_1—V-5 


&1 52 = 万 


(€—&)(€-é)=6 -V2+3=0, 
从 而 也 就 满足 四 次 整 系数 代数 方程 


03 如 果 首 项 系数 不 是 1, 而 是 其 他 整数 , 则 所 得 将 称 为 代数 数 , 而 不 称 为 代数 整数 .代数 数 构 
成 一 个 域 , 而 代数 整数 只 构成 一 个 环 . 下 文 说 它们 构成 一 个 整 域 , 其 实 , 整 域 是 一 种 有 特定 性 质 的 
环 . 中 译本 注 

Pa 比较 早 一 点 的 中 文 数学 文献 中 , 时 常 直 译 为 “ 体 ". 现在 更 多 的 是 用 “ 域 " 一 中 译本 注 
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(£2 +3) 一 262 一 入 二 42 二 9 一 0. 
以 下 , 我 将 不 按照 历史 发 展 过 程 来 介绍 它们 . 


代数 整数 理论 的 基础 是 由 高 斯 在 他 的 著名 论文 “ 双 二 次 剩余 理论 , 评注 IT 
(Theoria residuorum biquadraticorum, Commentatio IT) 见 《 全集), 第 2 卷 93 页 以 
下 ) 中 英 定 的 , 此 文 问 世 于 1832 年 ; 高 斯 在 其 中 考虑 了 形 如 a 十 记 的 数 ，(i = V7) 
[高 斯 在 此 文中 研究 的 是 其 中 a,b 是 整数 的 情况 , 这 种 数 称 为 高 斯 整数 一 一 中 译本 
注 

这 种 数 所 成 的 域 有 4 个 单位 元 认 (入 = 0, 1, 2, 3). 它们 中 间 显 然 有 寡 的 关系 . 

高 斯 立即 转向 以 下 的 问题 , 此 问题 以 后 成 了 一 个 标准 的 问题 : 一 个 数 可 以 唯一 
分 解 为 素 因 子 的 定理 是 否 在 这 个 扩大 了 的 域 中 仍 成 立 ? 它 是 成 立 的 , 不 过 各 个 因子 
都 可 以 乘 上 一 个 任意 的 单位 元 , 只 要 总 的 乘积 不 变 即 可 . 例如 , 由 4 = 4'.4”, 立即 
就 有 4 = (iA')(—iA”). 

高 斯 在 这 篇 文章 里 并 没有 拒绝 用 正方 形 网 格 来 对 这 种 数 作 几 何 解释 , 而 这 种 解 
释 就 指向 了 它们 与 双 周 期 函数 的 联系 . 我 在 第 1 章 31 页 以 下 已 经 考虑 到 这 一 点 . 
我 们 在 那里 已 经 引用 了 高 斯 把 这 个 域 中 的 数 解 释 为 格 点 ， 而 且说 明了 这 种 表示 如 
何 与 椭圆 函数 的 所 谓 复 乘法 相关 . 不 垃 , 我 在 这 里 不 能 再 拾 起 这 个 思想 , 因为 我 要 
先 发 展 一 系列 的 新 思想 . 我 宁可 请 有 兴趣 的 读者 去 读 我 在 1895/96 学 年 的 数论 讲 
义 , 在 那里 有 更 准确 的 讲述 . 更 高 阶 的 情况 也 可 以 这 种 直观 方式 来 掌握 . 请 参看 我 
在 1895 年 在 吕 贝 元 (Liibeck, 德国 北部 波罗的海 港口 ) 的 自然 科学 家 大 会 上 的 讲演 
( 见 Jahresberichte der DMV 第 4 卷 , 即 元 莱 因 《全 集 》 第 3 卷 XCIV), 关于 三 次 无 
理性 , 可 见 Furtwingler 的 学 位 论文 , 其 中 考虑 了 三 维 空间 中 的 格 点 , 所 有 的 证 明 都 
是 参照 着 这 种 格 点 作出 的 ( 见 克 莱 因 《全 集 》 第 3 卷 , 8 页 和 Furtwingler,“ 格 点 与 
理想 数理 论 ”(Punktgitter und ldealtheorie, Mathematische Annalen, Bd. 82 (1920).) 

这 就 使 得 高 级 的 数 域 与 多 周期 函数 的 理论 有 密切 关系 的 理由 变 得 很 清楚 了 . 

但 是 我 现在 要 回 到 历史 的 叙述 上 来 . 当 库 默 尔 研究 费 马 大 定理 , 即 方程 


2 一 2 十 3 (n> 2) 
2” (T+Y (T+ey) (T+e" ly), c= ei/") 


时 , 他 上 自然 地 被 引导 到 研究 由 n 阶 单位 根 所 构成 的 数 的 因子 分 解 问题 . 
他 就 此 得 到 的 结果 (发 表 在 Crelle 杂志 1847 年 第 35 卷 上 ) 是 他 的 显赫 名 声 
的 基础 : 对 于 域 K(e), 即 由 于 引入 s = e27i/? 而 得 到 的 扩大 了 的 数 域 , 唯一 分 解 为 
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素 因 子 的 定理 是 不 成 立 的 . 但 是 若 附 加 上 适当 的 代数 数 , 则 这 个 现象 依然 可 以 保存 ， 
所 以 库 默 尔 把 这 数 称 为 理想 数 (ideal) n4 . 

库 默 尔 本 人 就 已 经 注意 到 , 对 于 平方 域 K(V--DD) 就 会 发 生 这 种 情况 . 

这 里 最 简单 的 情况 是 域 K(V-5). 在 这 个 域 中 , 我 们 处 理 的 是 形 如 a + bv 一 5 
这 样 的 数 . 在 此 域 中 2 和 3 都 是 不 可 分 解 的 . 因为 者 它们 可 以 分 解 , 例如 有 


2= (ga+bV-5) (c+dv—5), 


通过 乘 以 上 式 的 复 共 斩 , 就 会 得 到 4 = (a2 二 582)(e2 十 542), 从 而 有 2 = a2 十 552, 即 
2 为 mod 5 的 平方 剩余 , 而 这 是 不 对 的 . 所 以 2 是 “一 个 素数 ”( 同 理 3 也 是 这 样 
的 ). 然而 6 的 因子 分 解 有 不 是 唯一 的 : 


6=2.3=(1+VvV-5)(l — vV-5). 


这 个 悖 论 只 要 附加 上 适当 的 理想 数 就 可 以 得 到 解决 ， 可 以 用 多 种 方式 作 这 种 
附加 , 因为 因子 分 解 可 以 通过 引入 单位 元 来 加 以 修改 

在 我 的 格 点 理论 中 , 我 附加 的 是 V5 我 们 前 面 已 经 看 到 &12 = != 都 是 
代数 整数 , 所 以 我 们 就 有 以 下 的 因子 分 解 


2 V3. V5 3 _1+V-5 1 一 V-5 


V2 V2 
所 以 毫 不 奇怪 /8 /8 
| 1 十 V 一 5 1 一 V 一 ? 
2.3= (V3 V3 ) (#3 V3 ) 
在 由 和 希 尔 伯 特 提 出 的 所 谓 类 域 (class-field) 里 , 通常 是 附加 i. 这 时 有 
2 = (14i)(1 -让 3= HV lv 


它们 仍然 是 两 个 整数 , 而 且 上 面 的 考虑 仍然 适用 . 
附加 的 方法 可 以 如 此 相 异 , 是 因为 V3 在 乘 以 适当 的 单位 元 以 后 成 为 域 K(i) 
的 元 . 具体 说 , 只 要 乘 以 


“ 


aa 库 默 尔 的 这 篇 论文 是 : E.Kummer, Uber die Zerlegung der aus Wurzeln der Einheit gebildeten 
komplexen Zahlen in ihre Primfaktoren, Crelle Journal, Bd. 35 (1847), 327-367. 库 默 尔 开 始 时 只 
是 把 某 种 数 作为 “理想 数 ”, 后 来 主要 由 于 克 罗 内 克 和 戴 德 金 的 贡献 ,这 个 概念 被 椎 广 到 一 般 的 代 
数 结构 的 某 种 子 结构 , 并 且 称 为 “理想 *. 它 是 现代 代数 学 的 主要 概念 之 一 . 由 于 不 可 能 涉及 这 些 
问题 , 中 文 译 文 完 全 按照 克 莱 因 的 用 语 . 有 兴趣 的 读者 可 以 在 任何 一 本 比较 完备 的 抽象 代数 教 本 
上 找到 相关 的 知识 . 中 译本 注 
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即 可 . 附带 提 一 下 w 是 一 个 八 次 单位 根 : ws = 1. 

我 在 这 里 作 了 如 此 详细 的 解释 , 是 因为 “理想 数 ” 这 个 词 有 些 神秘 的 含混 , 而 
库 默 尔 对 此 是 有 责任 的 (虽然 他 对 这 个 情况 很 了 解 )， 因 为 他 多 次 在 他 的 话语 中 这 
样 来 表述 , 似乎 这 个 东西 虽然 是 一 个 事实 , 但 却 不 能 具体 地 表示 出 来 , 而 只 能 通过 
符号 来 想象 它 . 他 作 了 一 个 不 位 的 与 化 学 的 类 比 , 把 它 比 喻 为 元 素 氟 , 而 化 学 家 们 
里 然 认 为 气 是 一 种 气体 , 却 一 直 未 能 把 它 分 离 出 来 ， 在 这 里 我 们 看 到 库 默 尔 的 思 
想 在 辩证 逻辑 中 的 意义 . 但 是 氟 最 后 由 莫 瓦 桑 (Ferdinand Frederick Henri Moissan， 
1852 一 1907, 法 国 化 学 家 ) 在 装 有 和 氟 化物 的 容器 中 用 铀 制 的 电极 把 氟 分 离 出 来 了 pa ! 

分 解 为 单位 元 以 及 实在 的 和 理想 的 素 因 子 的 理论 , 后 来 由 克 罗 内 克 和 戴 德 金 推 
广 到 任意 的 代数 数 上 . 

做 一 个 历史 上 很 准确 的 报告 还 有 一 个 难处 : 从 1858 年 以 后 , 克 罗 内 克 总 是 通 
过 谈话 , 而 不 是 发 表 文章 , 使 别人 知道 他 的 思想 , 或 者 使 别人 知道 他 已 经 有 了 结果 . 
但 是 直到 1881 年 到 1882 年 , 他 才 在 Crelle 杂志 第 92 卷 上 , 即 纪念 库 默 尔 得 到 学 
位 50 周年 的 纪念 文集 上 , 发 表 了 他 的 著名 论文 “代数 量 的 一 个 算术 理论 的 主要 特 
点” (Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grassen) ; 而 戴 德 
金 是 在 他 1871 年 编辑 的 犹 利克 雷 的 《 数论》 第 2 版 时 , 在 一 个 附录 中 展开 了 他 的 
理论 . 

戴 德 金 在 这 个 工作 中 做 出 了 向 着 抽象 化 的 思想 转折 , 大 大 地 简化 了 这 个 主题 ， 
并 因此 对 于 年 轻 一 代 给 出 了 思维 和 表述 的 一 个 模式 , 而 老 一 代 研 究 者 , 例如 克 罗 内 
克 (在 Crelle 杂志 第 99 卷 , 336 页 ) 就 还 不 能 顺从 于 这 种 新 模式 . 

戴 德 金 的 这 个 向 着 抽象 化 的 转折 , 就 在 于 , 他 不 再 是 讲 (真实 的 或 理想 的 ) 因 
子 , 而 是 考虑 一 个 给 定 的 域 中 能 被 此 因子 整除 的 整数 的 “集合 ”|[Gesamtheif. 

例如 在 自然 数 序列 中 , 他 不 是 考虑 因子 2, 而 是 考虑 所 有 的 偶数 2m 的 集合 ; 在 
域 K(y--5) 中 , 他 不 是 考虑 因子 V2 或 者 1 +i, 而 是 考虑 形 如 24 十 (1+V-5)v 的 
数 , 其 中 jp, v 是 域 K(V-5) 中 的 任意 整数 . 

这 样 做 的 好 处 是 , 可 以 摆脱 任意 的 数论 的 单位 元 ; 而 缺点 在 于 , 必须 把 两 个 数 
的 乘积 表示 为 相应 的 集合 的 性 质 , 而 我 们 必须 习惯 于 此 . 

例如 , 2. 3 = 6 这 样 简单 的 事情 , 需要 说 成 是 : 能 被 2 整除 的 数 的 集合 , 与 能 被 
3 整除 的 数 的 集合 , 有 一 个 交集 , 即 能 被 6 整除 的 集合 . 

我 总 党 得 戴 德 金 的 名 词 "s 使 人 不 快 ; 它们 完全 不 直观 . 他 把 这 些 集合 称 为 “ 理 

65 气 是 一 种 非常 活 泌 的 元 素 , 所 以 长 时 期 以 来 化 学 家 们 认为 不 可 能 有 元 素 形态 的 非 化 合 物 的 

所 存在 . 真 瓦 丢 经 过 多 年 努力 , 终于 在 1886 年 把 气 分 离 出 来 了 . 克 莱 因 这 里 是 说 , 原来 在 库 默 尔 
看 来 ， 理想 数 也 是 这 样 的 无 可 提 摸 的 东西 ， 但 在 最 后 也 得 到 了 极为 重要 的 关于 理想 数 的 系统 的 理 
a MT 之 处 在 于 前 面 讲 的 是 各 个 数 域 中 的 数 , 所 以 称 为 “理想 数 ”, 现在 讲 的 是 某 个 代 


数 结构 的 具有 特定 性 质 的 子 结构 ( 子 集合 ) 所 以 就 叫 “ 理 想 ”. 在 常见 的 抽象 代数 教 本 里 , 这 个 代 
数 结构 可 以 是 环 , 而 它 的 理想 在 通常 的 教 本 里 就 叫做 “理想 子 环 " 一 一 中 译本 注 
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起 ”(idealj， 而 在 有 “真正 的 ”因子 存在 时 ， 就 说 这 个 理想 是 “ 主 理想 ”(principal 
ideal) ! (例如 , 24 十 2xV-5 就 是 一 个 主 理想 , 因为 这 个 理想 [ 即 一 个 集合 , 理想 就 是 
一 个 集合 一 一 方 括号 里 的 文字 是 中 译本 加 的 ] 的 一 切 元 素 都 有 一 个 “真正 的 ”因子 
2. 其 实 他 在 这 里 应 该 说 “真实 的 ”因子 , 而 不 说 “真正 的 ”因子 . 因为 这 里 说 的 是 
关于 “真正 地 ”出 现在 一 个 已 知 整 域 中 的 数 的 集合 的 问题 . 

我 在 这 里 不 可 能 深入 去 讲 这 些 数论 性 质 的 研究 . 在 希 尔 伯 特 的 《$ 数 域 》(Zahibe- 
richt) 即 发 表 在 Jahresberichte der DMYV 的 第 4 卷 (1897) 上 的 论文 “代数 数 域 理 
论 ”(Die Theorie der algebraischen 天 Orper) 一 文中 , 读者 可 以 看 到 , 这 些 结果 被 汇 
集 在 一 起 , 而 且 大 为 发 展 了 . 以 后 我 们 还 会 回 到 此 文中 引导 希 尔 但 特 的 观点 . 在 H. 
M. 韦伯 的 《代数 》 (Algebra) 一 书 第 2 卷 (第 2 版 , 1899) 中 , 也 讲述 了 这 个 理论 . 

现在 我 们 来 讲 下 一 次 思想 转折 , 这 是 由 克 罗 内 克 提 出 , 而 由 戴 德 金 和 H.M. 韦 
伯 完 全 弄 清楚 的 ( 见 他 们 在 Crelle 杂志 1882 年 第 92 卷 上 的 文章 :“ 单 变量 代数 函 
数理 论 ”(Theorie der algebraischen Funktionen einer Veriinderlichen)). 这 一 次 思想 
转折 在 于 表明 , 在 数论 ( 即 一 个 数 域 中 的 整数 的 理论 ) 和 函数 论 ( 即 z 平面 上 方 的 
一 个 黎 曼 曲面 上 的 代数 函数 的 理论 ) 之 间 , 可 以 建立 起 深刻 的 类 同 . 

这 种 比较 最 好 是 用 一 个 表 来 说 明 , 希望 读者 跟随 这 个 表 来 读 戴 德 金 和 韦伯 的 文 
章 , 因为 在 文章 里 , 就 有 跟随 这 个 表 的 中 规 中 算 的 程序 . 


起 点 : 一 个 不 可 约 多 项 式 方程 f(z) = 0. 起 点 : 一 个 不 可 约 方程 f(s, z) = 0, 对 于 z 是 有 理 
的 (所 以 在 乘 以 公分 母后 , f(s, z) 对 于 z 就 是 一 个 
多 项 式 , 其 系数 是 任意 的 , 而 且 没有 实质 的 意义 )， 


所 有 R(z) 之 域 . 所 有 R(s, z) 之 域 , 即 所 有 在 黎 曼 曲面 上 为 单 值 的 
代数 函数 之 域 . 

选取 域 中 的 整 代数 数 ， 选取 域 中 的 整 代数 函数 , 即 在 无 穷 远 点 为 oo 的 代 
数 函 数 . 


分 解 为 真实 的 和 理想 的 因子 以 及 单位 元 ， 函 数 G(s , z) 理想 分 解 为 仅 在 黎 坚 曲面 上 的 一 个 
点 处 为 零 , 而 此 外 处 不 为 零 的 函数 . 


如 果 考 虑 判别 式 (discriminant), 这 种 类 同 就 变 得 特别 清晰 . 在 级 数论 情况 下 ， 
判别 起 有 两 个 成 分 : 一 个 是 “本 质 的 ”成 分 , 对 应 于 黎 紧 曲面 上 的 校 点 ; 一 个 是 
本 质 的 ”成 分 , 对 应 于 曲线 /fs, z) = 0 上 的 二 重点 (在 二 重点 上 , 两 个 校 点 会 互相 
抵消 ). 第 二 个 成 分 称 为 非 本 质 的 , 因为 如 果 用 域 中 的 另 一 个 函数 代 符 原来 的 sc, 它 
是 会 变动 的 . 

在 数论 的 情况 下 , 情况 也 完全 一 样 . 在 这 里 , 判别 式 的 本 质 的 成 分 的 素 因 子 对 
应 于 f(s, z) = 0 的 校 点 . 

我 现在 要 用 一 个 就 在 我 手边 的 、 以 前 讲 过 的 数论 例子 , 来 说 明 一 个 它 所 对 应 的 
消 数 G(sc，z) 的 理想 分 解 . 
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我 们 的 出 发 点 是 方程 
52 一 423 一 g2z 一 9 一 alz 一 elj(z 一 ez)j(z 一 es3). 
现在 考虑 整 函数 。, 它 肯定 是 最 简单 的 . 判别 式 的 本 质 成 分 ( 它 没 有 非 本 质 成 分 ) 是 


(z 一 elj(z 一 ezj(z2 一 6e3). 


图 31 


点 z = el，e2， es 事实 上 是 黎 曼 曲面 的 枝 点 ,因为 在 这 些 点 处 , 而 且 仅 在 这 些 点 处 ， 
切线 是 平行 于 纵 轴 的 ( 见 图 31). 整 函数 。 在 点 el，ea,es 有 单 零点 . 但 是 这 个 域 中 
没有 一 个 函数 其 仅 有 的 零点 是 在 et，(i = 1, 2, 3) 处 的 单 零 点 . 因为 整 图 数 z 一 es 
在 e; 处 有 二 重 零 点 : 若 令 此 因数 为 零 , 将 得 到 曲线 的 切线 . 但 是 如 果 越 出 R(s，z) 
的 域 , 我 们 就 看 到 了 理想 因子 : 我 们 只 需要 使 用 “ 根 函 数 ”[Wurzelfunktionen] 


VZ 一 El V2—€2, V2— ea 
即 可 : 它们 在 黎 曼 曲面 上 是 二 值 的 . 于 是 
SS 一 2VZ2 一 elV2 一 eoVZ2 一 63 


就 是 s 的 理想 分 解 . 

还 有 一 个 进一步 的 扩展 , 超出 了 与 数论 的 类 同 : 这 就 是 引入 第 一 类 积分 ww, 并 用 
它 来 构造 出 函数 o(w 一 uo). 这 个 困 数 在 黎 曼 曲面 上 是 无 穷 多 值 的 , 但 是 只 在 相应 于 

3 
参数 值 wo 十 2 miwi 的 点 处 为 零 . 这 样 , gw 一 (wi/2)) (= 1, 2, 3) 就 是 相应 于 点 
el，e2, ea 的 三 个 素 因 子 . 但 是 它们 都 没有 极点 , 所 以 对 于 它们 的 每 一 个 都 要 添加 一 
个 在 oo 处 有 单 零点 的 分 母 o(w). 这 样 , 我 们 就 有 
tu tuD Lu 
6) 和) 


OU 
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其 中 E 是 一 个 处 处 不 为 零 的 因子 , 即 一 个 “单位 元 "*， 这 个 单位 元 的 形式 应 该 是 
Ce%, 把 它 适当 地 分 裂 为 3 个 因子 , 我 们 就 得 到 最 终 的 滋 积 公式 : 
o1(W)o2(u)o3(u) 

Cu) 
魏 尔 斯 特 拉 斯 正 是 想 沿 着 这 个 超越 的 途径 来 译 述 数论 的 基本 概念 . 

不 幸 的 是 , 我 在 这 里 不 能 详细 说 明 高 阶 情况 下 怎样 做 这 件 事 . 读者 可 以 参看 我 
在 《数学 年 刊 》1889 年 卷 36 上 的 几 篇 文章 ( 即 克 莱 因 《 全集》 第 3 卷 388 页 以 下 )， 
其 中 对 高 亏 格 的 情况 给 出 了 最 简单 的 表示 方法 . 在 那里 , 我 用 我 的 “这 形式 ”取代 
了 ol(w). (我 在 本 章 268 页 上 引述 的 就 是 这 几 篇 文章 ). 

为 了 结束 我 对 代数 数 域 的 报告 , 我 在 这 里 还 必须 再 次 说 明 数 域 导 函数 域 的 类 
同 , 以 便 澄清 这 两 个 大 主题 在 现代 文献 中 的 相互 的 地 位 , 特别 是 使 读者 对 H.M . 韦 
伯 的 《代数 教程 》(Lehrbuch der Algebra) 一 书 ( 共 3 卷 , 分 别 出 版 于 1898, 1899， 
1908 年 ) 的 主要 特点 能 有 内 在 的 理解 . 我 要 和 完 回 到 上 面 讲 过 的 戴 德 金 和 HH. M. 韦 
伯 发 表 在 Crelle 杂志 1882 年 92 卷 上 的 基本 论文 ( 见 本 章 278 页 ). 

我 们 在 这 里 也 能 想象 到 , 在 黎 曼 曲面 上 仪 有 单 零点 的 “理想 因子 ”是 怎样 被 相 
应 的 “理想 ”( 即 域 中 在 此 扣 为 等 的 整 消 数 的 集合 ) 所 取代 的 . 

但 是 引入 “理想 ”这 个 概念 还 只 是 表面 的 . 重要 得 多 的 是 , 作者 们 通过 把 数论 
的 证 明 方 法 用 于 代数 数 域 的 研究 所 取得 的 进展 . 他 们 决定 不 再 走 殉 莱 布什 和 他 的 学 
生 们 的 路 , 不 再 讲 曲线 以 及 种 种 儿 何 辅助 概念 , 也 不 再 讲 歼 曼 曲 面 , 甚至 不 再 讲 > 
平面 , 他 们 以 一 种 纯粹 数论 的 方法 对 fs, z) 进行 运算 , 按照 。 和 z 的 寡 进 行 排序 . 
举例 来 说 , 作者 们 现在 可 以 利用 数论 的 论据 , 很 快 地 进 到 黎 曼 - 洛 赫 定理 . 

这 个 思想 模式 取得 的 进展 (在 其 中 想象 力 册 也 没有 活动 的 空间 ) 在 于 , 人 们 现 
在 可 以 完全 靠得住 地 处 理 方程 f{(c，z) = 0 所 具有 的 一 切 奇 性 . 用 黎 曼 的 方法 , 原 
则 上 也 能 做 到 这 一 点 . 而 对 于 “曲线 " /zi，za, za) = 0 为 了 做 到 这 一 点 , 麦克 斯 . 
话 特 也 已 经 提供 了 一 切 需 要 的 手段 . 但 是 无 论 是 对 于 黎 曼 或 者 麦克 斯 诺 特 的 著 
作 , 人 们 读 的 时 候 还 都 需要 在 一 定 程度 上 , 在 字里行间 去 读 出 其 真意 . 

在 以 后 的 时 期 , 产生 了 人 的 思想 的 分 化 . 有 些 人 一 一 特别 是 意大利 人 一 一 牢 牢 
地 抓 住 代数 曲线 、 代数 曲面 和 更 高 维 的 代数 簇 的 形象 , 在 任意 多 维 的 情况 也 都 按 混 
合 方 法 办 事 . 男 一 些 人 , 如 享 泽 尔 (Kurt Wilhelm Sebastian Hensel, 1861 一 1941, 德国 
数学 家 ) 和 兰 效 们 格 Georg Landsberg, 1865 一 1912, 德国 数学 家 ) 还 有 末 格 (Heinrich 
Wilhelm Ewald Jung, 1876 一 1953, 德国 数学 家 ) 在 二 维 域 中 , 却 宁 愿 取 数论 的 程序 . 
事情 发 展 到 如 同 建造 一 座 巴 贝尔 塔 7 : 发 展 到 两 种 语言 彼此 完全 不 能 互相 理解 的 

bn7 这 是 一 个 圣经 故事 : 说 的 是 亚当 子孙 繁 谍 , 想 建 一 座 通天 塔 -一 巴 贝 尔 塔 ( 巴 贝 尔 就 是 希 伯 

来 语 通天 的 意思 ). 这 些 子孙 们 说 同样 的 语言 , 上 带 想 , 如 果 人 都 能 互相 沟通 , 那 就 没有 做 不 到 的 


事情 了 . 以 后 人 也 就 会 不 听 管 了 . 于 是 , 上 帝 作 法 , 让 各 派 子孙 各 说 各 的 话 , 互相 无 法 交流 . 于 是 ， 
通天 塔 也 就 在 吵吵 闹 六 中 流产 了 . 详 见 《 昌 约 圣 经 . 创世纪 》 第 11 章 . 一 一 中 译本 注 


DF'(u)=2 
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地 步 . 而 且 因 为 改变 习惯 太 不 舒服 了 , 他 们 也 束 不 想 理解 对 方 了 . 所 以 《数学 百科 全 
书 》(Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften) 就 不 得 不 把 两 篇 综述 并 列 
放 在 一 起 : 一 篇 “几何 的 ”综述 由 卡 斯 特 鲁 奥 弗 - 恩 里 克 斯 执笔 , 见 卷 III (C6b).( 它 
的 引言 摘要 [Inhaltsverzeichnis] 中 关于 来 格 的 评论 是 我 费 了 不 少 劲 才 塞 进去 的 .) 另 
一 篇 “数论 的 ”综述 是 享 泽 尔 写 的 ( 卷 II C5), 发 表 于 1921 年 ; 兰 兹 伯 格 在 卷 I (I 
B, IC) 里 的 一 篇 综述 则 是 很 好 的 人 门 . 

这 种 趋势 不 仅 把 科学 分 割 成 互相 割裂 的 章节 , 而且 按照 思维 的 方式 来 区 别 学 
派 , 如 果 再 坚持 门户 之 见 , 就 一 定 会 种 来 科学 的 死亡 . 我 们 总 是 努力 反 其 道 而 行 . 在 
我 们 这 一 代 人 中 间 , 我 们 总 是 力求 或 多 或 少 地 保持 以 下 几 个 学 科 的 接触 : 1) 不 变 式 
理论 , 2) 方程 式 论 , 3) 函数 论 , 4) 几何 以 及 5) 数论 , 这 一 直 是 我 们 引 以 为 傲 的 事情 . 

H. M. 韦伯 (他 一 生 最 好 的 年 代 (1875 一 1883 年 ) 是 在 哥 尼 斯 堡 度 过 的 ) 可 能 是 
这 个 趋势 最 多 产 的 代表 人 物 . 有 幸 的 是 , 从 1885 年 起 的 几乎 十 年 里 , 在 哥 尼 斯 堡 又 
出 现 了 年 轻 研 究 者 的 另 一 组 三 剑客 , 他 们 又 重新 改变 了 这 种 趋势 , 从 而 创造 了 一 个 
立 脚 点 , 只 要 他 们 能 够 做 到 , 最 新 的 研究 就 从 这 里 出 发 . 这 一 组 三 剑客 就 是 赫 尔 维 
深 ， 希 尔 伯 特 和 闵可夫 斯 基 (Hermann Minkowski, 1864 年 生 于 现在 立陶宛 的 考 纳 
斯 , 1909 年 在 格 丁 根 去 世 , 德国 数学 家 ). 

赫 尔 维 茨 生 于 1859 年 , 原来 是 随 我 先 到 幕 尼 黑 和 莱比锡 , 后 来 又 到 柏林 读数 
学 , 而 在 格 丁 根 开始 他 的 学 术 生 涯 .1884 年 到 1892 年 他 是 哥 尼 斯 堡 的 额外 教授 , 后 
来 到 苏黎世 高 工 任 正 教授 .1919 年 去 世 . 

希 尔 但 特 则 于 1862 年 生 于 哥 尼 斯 堡 , 走 完了 他 在 那里 发 展 的 主要 步 又 一 -从 
学 生 , 到 Dozent, 再 到 额外 教授 一 一 直到 1895 年 来 到 格 丁 根 担任 正教 授 . 

闵可夫 斯 基 , 生 于 1864 年 , 也 是 在 哥 尼 斯 堡 读书 , 在 1888 一 1896 年 间 , 在 那里 
先后 担任 Privatdozent 和 额外 教授 . 然后 他 到 了 苏黎世 , 最 后 则 于 1902 年 来 到 格 
丁 根 , 直到 1909 年 英 年 早 逝 . 

我 将 以 希 尔 伯 特 的 研究 为 这 篇 报告 的 基础 , 这 不 仅 是 因为 他 与 我 们 最 接近 , 而 
且 因 为 他 的 这 些 工作 最 为 透彻 . 但 是 这 三 人 的 工作 其 实 属于 一 个 整体 , 所 以 我 先 对 
赫 尔 维 次 和 网 可 夫 斯 基 说 几 句 话 , 来 刻画 他 们 的 工作 方式 

曾 有 人 称 赫 和 尔 维 茨 是 一 位 警句 家 . 他 在 彻底 掌握 了 他 所 关心 的 主题 时 , 总 能 在 
什么 地 方 找 到 一 个 重要 问题 , 然后 以 一 个 意义 深远 的 步骤 推进 这 个 问题 . 他 的 每 一 
个 工作 都 是 自身 完备 的 . 

我 们 这 里 考虑 的 闵可夫 斯 基 的 工作 , 主要 是 基于 把 明晰 的 几何 直觉 与 数论 的 问 
题 连接 起 来 . 格 点 又 一 次 提供 了 这 些 主题 的 联系 . 闵可夫 斯 基 在 许多 方向 上 都 追踪 
空间 的 格 点 理论 . 我 们 在 他 身上 可 以 找到 与 狄 利 克 雷 的 思维 方式 有 内 在 的 血缘 关 
系 . 请 参看 他 的 主要 从 教学 考虑 的 关于 丢 番 图 台 近 的 讲义 (1908 年 ). 我 愿 再 一 次 引 
用 我 的 数论 讲义 以 及 我 在 第 一 章 29 页 以 下 关于 格 点 所 说 的 事情 . 我 一 直 限 于 从 几 
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何 上 和 弄 清 楚 已 经 知道 了 的 基本 结果 , 而 闵可夫 斯 基 则 从 事 于 发 现 新 的 事实 . 

在 本 世纪 的 进程 中 , 希 尔 伯 特 的 永 不 休止 的 精神 活跃 在 数学 的 最 为 广泛 的 各 个 
领域 中 .他 在 我 们 现在 所 关心 的 这 一 领域 中 的 工作 从 1883 年 延续 到 1898 年 , 可 
以 说 是 数学 中 的 一 首 诗 . 自 他 来 到 格 丁 根 以 后 , 就 在 身边 聚集 起 了 越 来 越 多 的 学 生 
(而 在 村 尼斯 堡 , 这 几乎 是 不 可 能 的 , 因为 在 那个 年 代 , 我 们 的 大 学 里 听 数 学 谋 的 学 
生 数 已 经 降 到 了 最 低 ). 但 是 这 些 学 生 各 自 都 只 能 掌握 他 们 从 希 尔 伯 特 学 到 的 一 个 
主题 , 而 且 在 绝 大 多 数 情况 下 , 并 不 知道 相互 之 间 的 联系 , 而 我 们 在 这 里 关心 的 正 
是 这 一 点 . 


我 们 在 这 里 想 要 刻画 希 尔 伯 特 的 两 项 工作 . 第 一 是 他 的 论文 “代数 形式 理论 ” 
(Theorie der algebraischen Formen) (Mathematische Annalen, Bd. 36, 1890), 希 
尔 伯 特 在 此 文中 把 克 罗 内 克 的 原理 和 戴 德 金 的 思维 模式 连接 起 来 了 , 并 把 这 一 点 区 
辉 地 应 用 于 不 变 式 理论 . 

我 们 特别 要 提 到 的 是 这 样 一 个 定理 : 在 任意 高 维 的 齐 次 坐标 x1，Z2,，…… ，zn 
下 的 每 一 个 代数 簇 都 可 以 用 有 限 多 个 齐 次 的 方程 


=0,F=0,.……, FF,=0 
来 表示 , 使 得 如 果 一 个 代数 簇 包 含 原 来 的 代数 能 , 则 其 方程 F = 0 一 定 可 以 写成 
MiFi++:+ MF=0, 


这 里 的 M 都 是 齐 次 形式 , 而 且 仪 服从 于 一 个 条 件 , 即 上 式 左 方 需要 仍 是 齐 次 的 . 


利用 高 斯 给 出 的 数论 的 名 词 , 我 们 就 说 : 每 一 个 包含 原来 的 
簇 的 形式 一 定 modulie 瑟 ， 玉 ，… ， 囊 为 零 ， 和希 尔 介 特 是 那 
么 依恋 于 戴 德 金 思考 方式 , 甚至 把 这 种 形式 的 集合 都 称 为 一 个 
0 module! 于 是 , 希 尔 伯 特 定理 就 说 : R 中 的 每 一 个 代数 艇 决定 了 
某 个 “有限 moduienas ”为 零 . 
下 面 我 以 一 条 三 阶 空间 曲线 为 例 ， 它 是 两 个 户 的 交 线 的 
一 部 分 ， 这 一 点 可 以 如 下 看 出 来 ， 设想 所 给 的 Cs 曲线 位 于 一 
个 单 叶 双 曲面 上 ( 见 273 页 的 图 28), 并 把 它 映 到 平面 上 . 令 所 
得 的 平面 三 阶 曲线 在 0。 处 有 一 个 二 重点 ( 见 图 32). 如 果 作 一 
图 32 直线 过 为 一 基本 点 O01, 则 可 以 把 这 条 直线 连同 平面 Cs 看 成 一 
lal 有 英文 译本 , 由 Math. Sci. Press 出 版 英 译本 编者 注 
91 更 新 的 文献 中 使 用 的 是 戴 德 金 的 用 语 : 正文 中 描述 的 集合 是 一 个 理想 , “module" 则 表示 更 一 
般 的 集合 . 德 文本 编者 注 


module 一 般 译 为 “ 模 ”, 它 是 抽象 代数 的 一 个 重要 概念 . 关于 模 与 环 、 域 、 理 想 以 及 线性 空间 
诸 概 念 的 关系 , 在 较 完备 的 抽象 代数 教 本 里 都 可 以 找到 中 译本 补 注 
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条 第 一 类 的 C4. 对 应 于 它 , 在 空间 就 有 一 个 , 与 此 单 叶 双 曲 面 的 完全 的 交 线 就 
是 Cs 和 这 个 单 叶 双 曲面 的 某 一 母线 . 通过 这 两 部 分 交 线 , 有 一 个 二 次 曲面 束 ,， 即 
A 忆 十 LH = 0 ( 玉 =0 就 是 此 单 叶 双 曲 面 Ca 的 方程 ). 对 应 于 过 O01 的 直线 束 , 就 有 
无 穷 多 个 这 样 的 二 次 曲面 束 AB + jH = 0, 其 每 一 个 都 与 这 个 单 叶 双 曲面 交 于 上 
述 Cs 和 另 一 条 母线 .[ 让 O01 变动 一 -这 几 个 字 是 中 译 者 加 的 ], 就 可 以 得 到 co? 条 
过 此 Cs 的 二 次 曲面 和 十 NFo+nH=0. 我 们 现在 要 问 ， 需要 多 少 个 看，.…… ， F, 
才能 够 把 其 他 一 切 通过 Cs 的 二 次 曲面 F 写成 以 下 形式 : 


F=MR+MF t+:+M,F,= 0. 


答案 是 : 只 要 三 个 , 即 瑟 , 及 和 五 就 够 了 . 
相应 的 三 项 “ 模 ”(module) 最 简单 的 表示 方法 是 令 一 个 由 线性 形式 所 成 的 2x3 


矩阵 
dl 42 93 
Tri1 72 73 


的 三 个 二 阶 子 行列 式 都 为 零 . 于 是 
Fn = qarp ~ TA = 0, (k， 和 ,4 二 1, 2, 3) 


就 是 仅 以 Cs 为 公共 交 线 的 二 次 曲面 , 而 它们 就 定义 了 这 个 模 . 

希 尔 伯 特 的 这 个 定理 和 其 他 定理 的 证 明 都 是 非常 抽象 的 , 但 其 本 身 则 很 简单 ， 
从 而 在 逻辑 上 极 有 说 服 力 . 正 是 由 这 个 原因 , 希 尔 伯 特 把 代数 几何 推进 到 了 一 个 新 
时 期 . 

它 对 不 变 式 理论 的 应 用 也 是 同样 简单 的 , 但 我 更 不 可 能 在 此 加 以 分 析 . 关于 不 
变 式 的 有 限 性 的 整个 问题 , 在 二 元 形式 情况 下 , 戈 丹 是 经 过 了 广泛 的 计算 才 得 以 解 
决 的 ( 见 本 章 264 页 ), 而 希 尔 伯 特 甚至 对 于 任意 多 变 元 的 情况 , 却 大 笔 一 挥 就 解 
决 了 . 

这 项 工作 , 由 于 其 独特 性 , 一 开始 就 遭 到 了 广泛 的 反对 . 我 当时 就 决心 尽 可 能 早 
地 把 希 尔 伯 特 引进 到 格 丁 根来 戈 丹 首先 拒绝 了 , 他 说 : “这 不 是 数学 , 这 是 神学 .” 
但 是 后 来 他 又 说 :“ 现 在 我 相信 了 , 即 令 神学 也 还 是 有 功绩 的 .” 事 实 上 , 戈 丹 本 人 还 
把 希 尔 伯 特 的 基本 定理 的 证 明 大 为 简化 了 . (Miinchener Naturforscherversammlung, 
1899). 

我 要 讲 的 希 尔 伯 特 的 第 二 项 工作 就 是 前 面 ( 见 本 章 278 页 ) 提 到 的 1897 年 天 
于 《 数 域 》(Zahlbericht) 的 工作 , 即 发 表 在 Jahresberichte der DMTY 的 第 4 卷 (1897) 
上 的 论文 “代数 数 域 理论 (Die Theorie der algebraischen Koirper). 它 本 来 是 作为 
文献 综述 写成 的 , 但 它 不 仅 把 文献 追溯 到 更 简单 的 基础 , 还 广泛 地 人 研究 了 新 问题 

我 想 对 在 此 引导 希 尔 伯 特 的 内 在 的 思想 一 一 即 数 域 与 函数 域 的 类 同一 一 说 几 
句 话 , 顺便 特别 提 一 下 , 这 特别 是 因为 希 尔 伯 特 本 人 只 是 后 来 在 1900 年 巴黎 的 国际 


284 入 第 7 章 对 代数 徐 和 代数 结构 的 本 性 的 更 深入 的 洞察 


数学 家 大 会 上 讲 “数学 问题 ” 时 , 才 顺 便 说 到 了 这 个 思想 . (这 篇 讲演 可 见 G6ttinger 
Nachrichten, 1900, 回 题 12, 58 页 以 下 po ) 

为 了 讲 得 能 让 人 懂得 , 我 要 对 仙 罗 瓦 理论 和 方程 的 可 解 性 加 说 几 句 (请 参看 第 
2 章 72 页 ). 我 把 主要 结果 总 结 如 下 . 

正如 我 说 过 的 , 伽 罗 瓦 理 论 的 基础 是 域 的 概念 , 所 谓 “ 域 ” 这 里 是 指 有 理 域 [Ra- 
tionalitédtsbereich, 按 字 面 准确 地 说 , 就 是 具有 “有 理性 ”的 域 ]. 什么 是 具有 有 理性 
的 域 呢 ? 首先 是 数 mjn 的 域 , 这 里 m, n 是 任意 整数 ; 或 者 是 任意 参数 的 有 理 函 数 
r(21，2z22，.… ，zn) 的 域 , 其 系数 是 有 理 数 甚至 任意 数 . 然后 , 对 一 个 具有 有 理性 的 
域 可 以 通过 附加 某 个 代数 无 理性 (例如 确定 的 单位 根 ) 来 扩大 , 再 来 考虑 包含 由 这 
些 无 理性 有 理 地 构造 出 来 的 所 有 省 数 的 域 . 最 后 , 可 以 定义 相应 于 z 平面 上 方 的 一 
个 黎 曼 曲面 的 域 . 

第 二 个 基本 概念 是 一 个 方程 的 既 约 性 (或 不 可 约 性 irreducibility) 的 概念 . 设 已 
给 一 个 方程 f(z) = 0, 其 系数 是 有 理 数 , 或 有 理 函 数 , 甚至 附加 了 某 个 无 理性 . 如 果 
这 个 方程 在 给 定 域 中 可 以 分 解 因 子 , 就 说 它 是 可 约 的 , 否则 为 既 约 的 . 例如 , 方程 


rz*+5=0, 
在 通常 的 有 理 数 m/n 的 域 中 就 是 既 约 的 . 但 看 附加 上 VY-5, 就 有 
z+5= (+V5)( — V5). 


它 也 就 成 了 可 约 的 . 这 样 , 一 个 方程 的 “ 既 约 性 ”是 一 个 相对 的 概念 : 它 总 是 对 一 
个 事先 指定 了 的 域 来 说 的 . 

现在 令 方程 f(z) = 0 在 某 个 给 定 的 域 中 是 既 约 的 . 令 其 根 为 x1,，… ,zn. 

于 是 存在 这 些 根 zx,.… ，zn 的 一 个 置换 群 , 它 有 两 个 性 质 : 


a) 在 此 置换 群 下 数值 不 变 的 因数 R(x1, … , zn) 必 为 有 理 肾 数 . 


b) 反之 , 每 一 个 具有 有 理 数值 的 有 理 函 数 R(x1,.… ,zn) 在 此 置换 群 下 数值 
不 变 . 


关于 这 个 方程 的 可 解 性 , 关于 它 的 预 解 式 (resolvent) 等 等 , 有 什么 可 说 , 全 依 
赖 于 它 的 伽 罗 瓦 群 的 构造 (如 子 群 等 等 ) 如 何 而 定 . 

对 于 我 们 这 里 本 质 上 重要 的 事情 是 , 伽 罗 瓦 理论 对 于 含 一 个 参数 的 数值 方程 
f(z) = 0 以 及 对 于 函数 域 , 都 是 成 立 的 , 
iaol 美国 数学 会 在 1974 年 专门 组 织 了 一 次 会 议 ,总 结 1900 1974 年 期 间 希 尔 伯 特 所 提 的 23 个 问 
题 的 进展 . 会 议 上 的 报告 ， 由 F. E. Browder 汇编 为 《4 论文 集 》 (Mathematical developments arising 


from Hilbert problems, 2 vols, AMS, 1976). 希 尔 伯 特 的 报告 的 英 译本 见 此 书 1-34 页 . 关于 第 12 
问题 , 由 R. P. Langlands, 写 了 一 篇 综述 , 见 此 论文 集 401-418 页 (第 2 卷 ). 一 一 中 译本 注 
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我 们 先 看 后 一 个 情况 . 这 时 , 所 谓 具 有 有 理性 就 是 指 z 的 有 理 函 数 , 而 完全 不 
管 这 些 有 理 函 数 的 系数 的 数值 性 质 . 这 时 , 我 们 有 一 个 接近 “ 既 约 性 ”和 “和 群 ”的 概 
念 的 直觉 的 途径 . 

我 们 先 在 z 平面 的 上 方 作 属 于 这 个 。 的 黎 曼 面 . 如 果 这 个 黎 曼 面 只 由 “一 片 ” 
构成 , 则 此 方程 是 既 约 的 , 反之 也 成 立 ! 

设 此 有 理 函 数 由 方程 f (¢,z) = 0 定义 .在 z 平 面 上 标 出 此 方程 的 校 点 a,b,:…. ,大 
并 用 一 条 没有 二 重点 的 曲线 把 它们 连接 起 来 . 如 果 我 们 把 这 个 黎 受 曲面 的 各 叶 都 
沿 这 条 曲线 切 开 , 则 黎 曼 曲面 将 分 成 互相 分 离 的 n 页 , 各 记 为 a,，:… ， on. 黎 曼 曲 
面 的 某 些 页 自然 可 能 在 枝 点 上 方 为 光滑 的 . 在 切口 连接 两 个 枝 点 的 每 一 段 上 , 每 一 
叶 均 会 与 另外 某 一 叶 连 接 , 就 是 说 , 我 们 可 以 做 出 备 叶 如 何 连接 的 表 来 . 从 这 个 表 
上 , 我 们 就 可 以 读 出 每 当 穿 过 这 个 切口 时 , 各 叶 之 间 的 一 个 置换 . 

如 果 让 z 沿 一 切 可 能 的 闭路 变动 , 就 会 得 到 一 个 置换 群 , 成 为 这 个 方程 的 单 值 
化 群 . 我 们 曾 在 线性 微分 方程 的 一 般 情 况 下 , 使 用 过 这 个 名 词 . ( 见 本 书 第 6 章 228 
页 ). 在 确定 了 域 以 后 , 单 值 化 群 就 是 这 个 方程 的 伽 罗 瓦 群 . 因为 很 清楚 : 


1. 每 一 个 在 此 单 值 化 群 下 不 变 的 有 理 函 数 必 定 只 是 z 的 函数 . ( 单 值 的 代数 也 
数 一 定 是 有 理 函 数 )， 
2. 每 一 个 有 理 函 数 r(z), 因为 是 单 值 的 ， 所 以 必 在 此 单 值 化 群 下 不 变 . 


我 们 现在 看 见 了 , 在 指定 了 域 中 的 基本 参数 z 以 后 , 黎 曼 曲面 是 怎样 与 伽 罗 
瓦 理论 的 思想 相 联系 的 , 也 看 见 了 怎样 借助 于 黎 曼 曲面 , 把 伽 罗 瓦 理论 的 思想 弄 得 
很 直观 ， 我 不 必 给 出 黎 曼 曲面 ， 而 只 需 指定 枝 点 ag,，b，:… ,kk 并 且 保 证 在 沿 着 闭 
路 作 拓展 时 恰好 发 生 哪 一 个 置换 就 行 了 . 这 就 使 我 们 从 黎 曼 再 回 到 普 伊 瑟 (Victor 
Alexandre Puiseux，1820 一 1883, 法 国 数学 家 ), 是 他 在 1851 年 提出 这 种 群 的 ( 见 
Enz. 1 B,3c,d;487 页 ). 

但 是 这 就 蕴涵 了 一 个 惊人 的 可 能 性 , 就 是 不 止 把 黎 曙 曲面 本 号 , 而 且 把 考虑 它 
而 得 到 的 定理 和 问题 都 移植 到 数 域 里 来 ， 因 为 我 们 知道 枝 点 a,，b，.…… ，8 相应 于 
判别 式 的 “本 质 ” 成 分 的 素 因 子 , 而 代数 函数 的 伽 罗 瓦 群 就 自然 相应 于 数 域 的 伽 罗 
瓦 群 . 

寻找 对 于 黎 曼 曲面 的 用 代数 方法 得 到 的 定理 以 外 的 那些 定理 的 数论 的 类 比 , 就 
能 使 这 种 对 应 富 于 成 果 . 

这 里 的 主要 之 点 是 黎 曼 的 存在 定理 , 我 们 将 它 表 述 如 下 : 对 于 一 个 给 定 的 在 z 
平面 上 方 的 代数 黎 曼 曲面 都 有 RR(z, s) 的 一 个 域 . 

还 可 以 进一步 问 : 在 数 域 中 , 是 什么 相应 于 由 考虑 阿 贝 尔 积 分 而 来 的 简单 陈述 ， 
例如 阿 贝尔 定理 ? 

这 就 给 了 我 们 一 把 真正 的 钥匙 , 来 开启 希 尔 伯 特 的 数 域 (Zahlbericht) 和 他 后 来 
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的 数论 的 工作 的 新 的 发 展 , 也 开启 他 的 朋友 和 学 生 在 这 方面 的 工作 的 新 发 展 . 希 尔 
伯 特 力求 把 数论 尽 可 能 地 推进 到 这 样 的 地 步 , 使 得 数 域 就 是 由 它 的 判别 式 和 何 罗 瓦 
群 来 定义 的 , 并 由 此 得 出 函数 论 的 所 有 已 知 的 结果 ( 见 他 在 1900 年 巴黎 大 会 上 的 报 
告 的 问题 12). 他 仅 在 某 些 情况 下 完全 达到 了 这 个 目的 , 特别 是 在 属于 域 K (V 一 万 ) 
的 所 谓 “类 域 ” (class field) 上 . 这 里 伽 罗 瓦 群 是 阿 册 尔 群 ( 即 所 有 置换 的 复合 是 可 
交换 的 ) 而 域 K (V=D) 的 判别 式 为 1. 完备 的 证 明 首先 是 由 Furtwingler 给 出 的 ， 
我 在 这 里 不 能 更 详细 地 讲 了 . 然而 我 想 , 我 们 在 学 习 这 个 指导 思想 上 已 经 得 到 了 一 
些 东西 . 


现在 是 结束 第 7 章 的 时 候 了 . 对 于 出 现在 这 里 的 东西 , 我 再 次 限于 只 能 刻画 其 
最 一 般 的 问题 , 并 且 引 述 1881 年 殉 罗 内 克 的 纪念 文集 (Crelle 杂志 , Bd. 92). 这 不 
是 只 涉及 纯粹 的 数 域 理论 或 者 合 单 参数 z 的 域 的 问题 , 也 不 是 这 些 域 的 简单 类 比 
的 问题 . 宁可 说 , 它 最 终 是 想 对 于 簇 达 到 同时 是 算术 与 数论 的 东西 一 一 所 以 它 既 是 
代数 地 依赖 于 已 知 的 代数 数 ,又 依赖 于 已 给 的 任意 多 参数 的 代数 函数 一 一 迄今 还 只 
在 最 简单 的 情况 下 得 到 或 多 或 少 完备 的 结果 . 

这 里 有 一 个 通 向 纯粹 理论 领域 的 巨大 的 机 会 , 它 通过 其 一 般 的 规律 性 , 具有 最 
大 的 美的 魅力 , 但 是 我 们 不 能 不 提 到 , 它 与 一 切 应 用 极为 遥远 ,当然 这 不 是 说 它 永 
远 只 会 是 这 样 . 


群 论 与 阔 数 论 ; 目 守 函数 


群 论 


群 论 这 个 特殊 主题 贯 串 了 整个 现代 数学 . 它 作 为 一 种 整理 和 澄清 概念 的 原理 ， 
会 介 人 各 种 各 样 的 领域 . 所 以 , 我 们 已 经 多 次 接触 过 它 , 不 仅 在 方程 式 理论 中 , 而 且 
在 椭圆 郴 数 理论 (层次 理论 (level theory Stufentheorie) 中 , 以 及 在 区 分 射影 几何 、 
仿 射 几何 、 度 量 几 何 及 其 不 变 式 理论 时 , 都 遇 到 过 它 . 但 是 我 没有 专门 用 一 市 来 讲 
它 , 而 只 是 每 遇见 一 次 就 把 它 提出 来 讲 一 下 . 当 我 们 进而 讲 到 群 论 与 函数 论 的 现代 
发 展 的 关系 时 , 我 们 还 会 这 样 做 . 然而 , 先 对 群 论 本 身 讲 几 句 话 , 还 是 有 用 处 的 . 


我 们 的 第 一 个 问题 是 : 群 是 什么 ? 我 想 从 一 般 观 点 来 回答 这 个 问题 . 这 里 出 
现 了 一 个 值得 注意 的 、 而 且 是 典型 的 现象 : 就 是 哪怕 是 对 这 样 的 问题 , 近 几 十 年 也 
出 现 了 一 个 思想 的 转折 , 即 从 事物 的 直观 而 活跃 的 概念 , 转向 抽象 的 陈述 . 从 1870 
年 开始 ,自从 若 尔 当 的 《置换 与 代数 方程 的 论著 》 (Traité des substitutions et des 
Equations algébraigues) (其 中 所 谓 “ 置 换 ” 就 是 指 字母 的 排列 ) 出 版 以 来 , 一 般 的 注 
意 力 就 指 疝 把 群 论 看 做 方程 式 论 的 不 可 少 的 工具 . 后 来 , 我 和 李 着 手 弄 清楚 群 对 于 
不 同 的 数学 领域 的 意义 , 我 们 就 说 : 一 个 “ 群 " 就 是 一 些 单 值 的 运算 4，B, .… 的 
总 体 [Inbegrif] 亦 即 集合 , 其 中 的 任意 两 个 运算 结合 起 来 , 又 是 这 个 总 体 中 的 一 个 
运算 C:4. 了 = C. 

当 李 在 进一步 研究 无 限 群 时 , 他 发 现 , 有 必要 明确 地 要 求 , 4-1 必须 与 4 同时 
在 此 群 中 . 

更 晚 一 些 的 数学 家 采取 了 一 种 不 那么 直观 , 但 是 更 精确 的 定义 . 人 们 不 再 去 谈 
运算 的 集合 , 而 是 说 元 素 4, B, C, :…. 等 等 的 集合 . 这 里 规定 


1.“ 积 ”或 者 说 , 组 合 A. B = C 也 属于 这 个 集合 (集合 的 封闭 性 ). 
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2. 结合 律 成 立 , 即 有 
(4B)C = A(BO). 


3. 存在 一 个 单位 元 五 , 使 得 对 每 一 个 元 素 4, 都 有 
AE=A 以 及 FE4=4. 
4. 对 每 一 个 元 素 4, 都 存在 逆 元 , 即 方程 
Az=E 
必 有 和 解 存在 . 


这 样 , 对 于 想象 力 的 求助 消退 了 , 逻辑 骨架 则 暴露 无 路 一 随 着 我 们 往 下 讲 , 我 
们 还 会 时 常 回 到 这 个 趋势 上 来 . 这 种 抽象 的 陈述 是 极为 出 色 的 , 但 是 它 完全 不 是 为 
着 发 现 新 思想 和 新 方法 ; 宁可 说 , 它 表示 了 过 去 发 展 的 成 果 . 所 以 它 极 其 有 利于 教 
书 , 因为 可 以 利用 它 来 对 已 知 定理 给 出 完备 而 且 简 单 的 证 明 . 但 是 男 一 方面 , 它 使 
得 这 门 学 科 对 于 学 习 者 难 多 了 , 因为 学 习 者 面 对 的 是 一 个 封闭 的 系统 , 他 们 不 知道 
这 些 定义 是 从 哪里 来 的 , 对 他 们 的 想象 力 绝 未 提供 任何 东西 . 总 而 言 之 ; 这 个 方法 
的 缺点 在 于 不 能 刺激 思考 ; 人 们 只 需要 老 是 提醒 自己 不 要 犯 了 这 四 条 戒律 ， 


我 们 先 来 讲 一 下 历史 . 群 论 首先 是 在 代数 方程 的 理论 中 发 展 起 来 的 . 这 里 涉及 
的 群 运 算是 n 个 根 zl， za ，zn 的 nl 个 置换 ( 即 排列 permutation). (这 里 我 们 
总 把 “ 恒 等 ” 置换 , 即使 得 每 个 根 都 停留 在 原 位 的 置换 , 也 包括 在 置换 的 集合 之 内 .) 

拉 格 朗 日 大 概 最 先 (1770 年 ) 认识 到 , 只 有 考虑 到 2 个 、3 个 或 4 个 字母 的 置 
换 所 成 的 群 的 构造 , 才能 理解 二 次 、 三 次 或 四 次 方程 的 一 般 解 法 . 

这 以 后 , n 个 字母 的 所 有 置换 之 群 的 主要 研究 者 是 柯 西 , 他 发 现 了 这 个 群 的 许 
多 性 质 . 下 面 我 们 有 时 还 要 用 到 由 57! 个 “ 偶 置 换 ” 所 构成 的 群 . (有 时 称 之 为 “ 交 
错 群 ” (alternating group)). 

但 是 , 群 论 对 于 代数 方程 的 中 心意 义 , 首先 出 现在 伽 罗 瓦 1831 年 的 著作 里 
(“ 群 ”这 个 词 也 是 首先 在 这 里 出 现 的 )， 拉 格 吕 日 和 其 他 许多 人 都 曾经 对 (任意 ) 
方程 的 任意 多 个 系数 的 有 理 域 (Rationalititebereich) 朴素 地 进行 过 人 研究. 我 们 已 经 
解释 过 , 特别 是 在 上 一 章 里 , 伽 罗 瓦 则 是 从 任意 事先 确定 的 域 开始 . 他 说 , 对 于 这 样 
一 个 预定 了 的 域 , 一 个 方程 的 性 质 都 在 第 7 章 的 意义 下 ( 见 第 7 章 284 页 ) 由 根 的 
一 定 的 置换 的 群 所 决定 . 他 与 柯 西 的 工作 不 同 , 不 需要 所 有 置换 的 群 . 

这 样 就 产生 了 一 个 计划 , 要 研究 由 n 个 字母 的 置换 所 构成 的 所 有 各 种 各 样 的 
群 . 在 这 以 前 , 只 是 实际 地 考虑 过 群 的 各 个 例子 , 特别 是 考虑 过 由 可 以 交换 的 运算 
所 成 的 群 , 即 所 谓 阿 贝尔 群 . 
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研究 一 个 已 给 的 方程 的 所 有 预 解 式 的 任务 就 归结 为 研究 这 个 方程 的 群 的 所 有 
子 群 . 在 这 里 , 仙 罗 瓦 创造 了 另 一 个 基本 的 概念 . 我 们 说 , 所 有 形 如 5S-175 的 运算 
都 是 与 了 共 斩 (conjugate, 德 文 作 gleichberechtigt, 其 按 字面 的 意义 是 “具有 同样 根 
据 的 ”) 的 运算 . 由 于 结合 律 , 这 些 共 轿 的 运算 可 以 复合 : 


S-ITSS US = S$ (TU)S. 


如 果 工 遍 取 一 个 子 群 的 各 个 元 , 则 5-17T;5 也 构成 一 个 子 群 , 称 为 原来 子 群 的 “ 共 
轿 子 群 ". 如 果 一 个 子 群 共 轿 于 它 自 己 ， 


ST-1T,S = TT,, 


就 称 它 为 正规 (normal, 德 文 为 ausgezeichnet 意 为 “有 特殊 意义 的 ”") 子 群 , 或 不 变 
子 群 , 这 里 , 5S 是 已 给 的 群 的 任意 运算 , 而 到 , T; 则 是 群 中 的 运算 . 

按照 伽 罗 瓦 的 说 法 ,一 个 群 如 果 除 了 仪 由 单位 元 构成 的 正规 子 群 ( 即 平凡 子 
群 ), 以 及 整个 群 作 为 其 本 时 的 子 群 也 是 一 个 正规 子 群 外 , 还 有 其 他 正规 子 群 , 这 个 
群 就 叫做 “复合 群 ”, 反之 , 则 称 为 一 个 “ 单 群 ” (simple group). 在 复合 群情 况 下 , 方 
程 的 求解 就 化 为 , 在 不 越 出 原来 指定 的 根 的 域 的 条 件 下 , 求解 一 系列 互相 分 离 的 畏 
助 方程 ; 在 单 群 的 情况 下 , 这 样 做 就 不 行 了 . 这 时 , 所 给 的 方程 表示 此 域 中 不 可 再 分 
解 的 问题 . 我 要 回忆 一 下 三 次 和 四 次 方程 的 理论 . 令 a, b, c, a 是 一 个 四 次 方程 的 4 
个 根 . 它们 容许 24 个 置换 ( 即 排列 ), 这 些 置换 成 一 个 群 Gz4. 这 个 群 有 一 个 特别 值 
得 注意 的 正规 子 群 仅 由 4 个 置换 构成 , 我 们 可 以 这 样 来 构成 这 个 正规 子 群 G4, 只 
要 把 这 4 个 根 成 对 地 排列 即 可 , 这 样 做 会 得 到 这 4 个 排列 


2 a bc ad 
Lo: Da ud ci 
13: cad oa b, 
Ta4: ad c boa. 


拉 格 朗 日 注意 到 , 由 a, b, c, d 可 以 构成 一 些 3 值 函 数 . 例如 
z1 = ab+ ced. 

对 a, bc, a 作 排 列 , 就 会 得 到 
z2 = ac+ bd, 
z3 一 ad 十 ob 


21，22，23 都 在 Ga 的 置换 下 不 变 . 所 以 , 它们 在 a, b, c, a 的 24 个 置换 下 只 会 得 到 
24/4 = 6 种 置换 . 它们 满足 一 个 具有 Ge 的 三 次 方程 , 称 为 四 次 方程 的 “三 次 预 解 
式 ”(cubic resolvent). 如 果 没 有 这 样 一 个 G4, 所 有 这 一 切 都 是 不 可 能 的 了 . 
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对 于 三 次 方程 的 二 次 预 解 式 , 也 有 同样 的 结果 成 立 ， 

癸 罗 瓦 的 突出 成 就 在 于 他 清楚 地 掌握 了 正规 子 群 的 概念 , 并 用 它 把 拉 格 朗 日 对 
于 三 次 和 四 次 方程 所 做 的 事 解 释 成 为 求解 任意 次 方程 的 基本 概念 . 

我 不 能 在 此 一 个 个 地 来 讲 那 一 系列 定理 (其 中 也 包括 了 一 个 已 给 的 方程 何 时 可 
以 用 根 式 解 出 的 定理 )， 在 此 我 只 能 帮助 读者 明白 我 们 在 这 里 有 一 个 非常 有 趣 , 但 
是 完全 抽象 的 领域 , 它 给 自从 1500 年 以 来 久 已 成 为 传统 的 求解 代数 方程 问题 提供 
了 一 个 新 基础 . 奢 尔 当 的 书 《 置 换 与 代数 方程 的 论著 》 (Traité des substitutions et 
des equations algEbraiques) 的 功绩 在 于 深入 到 这 个 问题 之 内 , 并 第 一 次 对 它 作 了 全 
面 的 陈述 . 在 更 早 一 点 的 塞 雷 (Joseph Alfred Serret, 1819 一 1885, 法 国 数学 家 ) 的 书 
《高 等 代数 教程 》(Cours dalgebre supkrieure)jol 里 , 关于 代数 方程 的 求解 这 个 主题 
展开 得 并 不 完备 . 而 者 尔 当 的 书 则 是 在 整个 代数 几何 、 数 论 和 函数 论 中 漫游 , 来 寻 
找 有 趣 的 置换 群 . 但 是 , 他 的 叙述 是 “很 不 法 国 式 ” 的 、 宛 长 而 沉 问 , 几乎 像 一 本 德 
国 书 . 

后 来 , 置换 群 理 论 独 立 于 它 对 于 方程 式 理 论 的 应 用 , 成 了 一 个 独立 的 学 科 . 在 
这 个 过 程 中 , 我 们 可 以 找到 例如 凯 莱 、 西 罗 、 狄 克 (Walther Franz Anton von Dyck， 
1856 一 1934, 德国 数学 家 )、 赫 德尔 (Otto Ludwig H5lder, 1859 一 1937, 德国 数学 家 )、 
绅 罗 贝 尼 乌 斯 (Ferdinand Georg Frobenius，1849 一 1917， 德国 数学 家 ) 和 伯 恩 赛 德 
(William Burnside, 1852 一 1927, 区 国 数学 家 ), 还 有 近来 的 许多 美国 人 的 名 字 . 许多 
人 的 心情 是 感受 到 一 种 特有 的 魅力 , 即 在 这 个 领域 里 工作 不 需要 很 多 其 他 的 数学 知 
识 , 用 不 着 把 许多 不 同 领域 的 思想 组 合 起 来 . 


我 们 现在 转 到 线性 代 换 (substitution) 的 有 限 群 . 这 里 讲 的 代 换 ， 与 在 尔 当 的 
书 名 中 的 substitution 含义 不 同 , 若 尔 当 指 的 是 字母 的 置换 或 排列 , 而 这 里 讲 的 线 
性 代 换 , 就 是 指 的 线性 变换 [或 更 准确 地 说 是 : 分 式 线性 变换 . 本 书 对 二 者 时 常 不 加 
区 别 . 中 译本 注 ] 


1 Qaz++pB 
7z+6. 
如 采 谁 愿意 , 当然 也 可 以 把 字母 的 置换 看 成 这 种 线性 变换 的 特例 , 例如 a, 5 对 换 就 
是 


a =b, b=a 
最 简单 的 线性 变换 的 有 限 群 就 是 
(*) Zz 一 E7.2 (r=0, 1,..….,n—1) 其 中 s = e2"™i/7. 


中 塞 雷 的 书 是 当时 非常 有 名 的 代数 教材 . 第 一 版 在 1849 年 出 版 ,第 三 版 1866 年 出 版 ,第 三 版 
中 介绍 了 伽 罗 瓦 理论 , 但 不 完全 . 若 尔 当 的 书 是 1870 年 出 版 的 , 所 以 克 莱 因 说 “更 早 一 点 的 骞 雷 
的 书 "一 一 中 译本 注 
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这 就 是 所 谓 “ 逢 环 群 ” 的 情况 . 这 个 群 可 以 推广 为 下 面 的 包含 2n 个 代 换 的 群 : 
2 一 57 .2 
2 


(**) (r=0,1,...,n—1) 其 中 <s = e2"™i/7. 


从 考虑 正 多 面体 可 以 得 到 有 限 群 的 进一步 的 例子 . 

这 个 群 中 的 运算 就 是 使 原来 的 多 面体 保持 不 变 的 旋转 . 在 这 一 方面 , 正 多 面体 
与 自己 的 极 图 形 是 等 价 的 , 即 在 同样 的 旋转 下 , 都 是 不 变 的 . 众所周知 , 极 图 形 的 项 
点 与 原 多 面体 的 面 的 中 心 是 相应 的 . 这 就 使 得 正 多 面体 成 对 地 互相 对 应 . 正 多 面体 
的 成 对 的 对 应 如 下 : 


正 外 面体 和 反正 四 面体 ， 
正八 面体 和 正 立 方 体 ， 
正二 十 面体 和 正 十 二 面体 . 


使 一 个 正 立 方 体 变 为 其 自身 的 旋转 构成 一 个 群 , 因为 很 清楚 , 连续 施加 两 个 这 
一 类 的 旋转 , 仍然 给 出 一 个 这 样 的 旋转 , 结合 律 很 清楚 地 也 成 立 的 , 
对 于 正四 面体 , 我 们 会 得 到 一 个 含有 


了 。 


4.2++3:.:1 十 1 = 12 


个 旋转 的 群 , 具体 说 来 , 有 4 个 是 绕 一 个 轴 旋 转 2r/3 的 旋转 , 此 轴 就 是 连接 一 个 顶 
点 和 反正 四 面体 的 相应 顶点 的 直线 , 另外 4 个 是 绕 同 样 这 一 个 轴 旋 转 4r/3, 这 样 得 
到 4.2 个 旋转 ; 再 有 3 个 是 绕 连接 3 对 相对 的 楼 的 中 点 的 直线 旋转 2r/2; 最 后 一 
个 是 “ 恒 等 旋 转 ”. 总 共 是 12 个 旋转 . 

类 似 于 此 , 对 于 正八 面体 可 以 得 到 


z 3.3+4.2+6.1+1=24 
个 旋转 ; 而 对 正二 十 面体 , 则 有 

6.4 十 10.:2 十 15.1 十 1 = 60 
个 旋转 . 总 之 , 对 于 


正四 面体 和 反正 四 面体 , 我 们 得 到 一 个 G1。， 
正八 面体 和 下 立方体 , 我 们 得 到 一 个 Gz4 ， 
正二 十 面体 和 正 十 二 面体 , 我 们 得 到 一 个 Geo. 


在 这 项 研究 中 , 我 还 发 现 了 另 一 个 正 多 面体 , 即 正 二 面体 (“dihedror”, 其 实 拉 
丁 译 名 用 “dypeadrom” 更 准确 ), 其 做 法 如 下 : 取 平 面 上 两 个 同样 的 正 n 边 形 , 并 日 
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把 它们 沿边 线 粘贴 起 来 . 这 样 得 到 的 图 形 也 可 以 看 做 一 个 正 多 面体 , 只 不 过 它 的 体 
积 为 0 里 了 . 它 在 绕 其 主轴 的 角度 各 为 2kr/m (5 = 0, 1 .…,n 一 1) 的 nn 个 旋 
转 之 下 , 以 及 在 n 个 对 于 其 赤道 平面 的 一 条 直线 先 作 反射 再 作 旋 转 (角度 也 各 为 
2xk/n n= 二 0, 1,…, n 一 1)), 即 %n 个 “revolution”( 德 文 作 Umklappungen) 下 
都 仍 为 其 自身 . (这 就 与 正 多 面体 的 定义 一 致 , 只 不 过 它 所 围 出 的 空间 区 域 的 容量 为 
0). 相应 的 群 由 (**) 式 给 出 . 

我 们 现在 限于 只 从 几何 上 考虑 经 过 正 多 面体 顶点 的 球面 .设想 多 面体 的 楼 和 
面 都 被 从 球 心 出 发 的 直线 投影 到 球面 上 . 再 设 球 面 承载 着 复数 z + iy. 于 是 每 一 个 
旋转 都 相应 于 对 复数 z = z 十 iy 的 线性 变换 , 而 旋转 群 就 相应 于 一 个 线性 变换 群 . 

我 可 以 证 明 , 除了 我 曾经 列举 过 的 有 限 置 换 群 以 外 , 再 没有 其 他 的 有 限 置 换 群 
了 ( 见 Mathematische Annalen, Bd. 9, 1875 和 Erlanger Berichte, 1874, 即 元 羔 因 
《人 全集》 第 2 卷 , No. LI). 

正四 面体 和 正八 面体 的 置换 群 已 经 隐 示 地 出 现在 多 处 古老 文献 里 , 但 是 正二 十 
面体 的 置换 群 是 新 的 . 如 果 采 用 适当 的 坐标 , 这 种 置换 可 以 用 以 下 公式 表示 : 


， », (e—et)etz+t(e?2 — 3) 
， sw (62 一 sj)EHz 十 (E 一 4) 

这 里 es = e2r25， jv =0, 1,2,3,4. 

正四 面体 的 G1。 和 正八 面体 的 Gz4 都 是 复合 群 , 但 正二 十 面体 的 Geo 却 是 单 
群 . 

这 些 群 还 可 以 进一步 扩张 . 事实 上 , 通过 对 其 每 个 元 附加 一 个 “对 径 (antipodal 
或 diametral) 变换 ”( 即 把 球面 的 每 一 点 变 为 其 对 径 点 ) 就 可 以 把 群 的 大 小 翻番 . 这 
样 扩 张 了 的 群 包含 了 对 此 图 形 的 所 有 对 称 面 的 反射 . 正四 面体 有 6 个 对 称 面 , 正八 
面体 有 9 个 , 而 正二 十 面体 则 有 15 个 . 这 样 对 于 各 个 正 多 面体 , 这 个 扩张 了 的 群 是 : 


正四 面体 : Gz4， 
正八 面体 : C48， 
正二 十 面体 : G1w0. 


我 马上 就 要 加 上 两 条 说 明 , 它们 是 为 了 下 面 要 讲 的 材料 做 一 点 准备 的 . 


1. 一 个 正 多 面体 的 对 称 面 必 将 它 的 每 一 个 面 分 成 6 个 全 等 或 对 称 的 三 角形 . 
例如 , 正 20 面体 的 对 称 面 就 把 球面 分 成 120 个 这 样 的 三 角形 , 我 们 把 它们 一 个 


出 群 论 293 


隔 一 个 地 或 者 加 上 阴影 , 或 者 留 着 不 加 阴影 . 每 一 个 旋转 都 把 有 阴影 的 三 角形 变 
成 无 阴影 的 [应 为 有 阴影 的 一 一 中 译本 注 ] 三 角形 , 而 把 无 阴影 的 三 角形 变 成 有 阴影 的 
[应 为 无 阴影 的 中 译本 注 ]. 要 想 把 有 阴影 的 三 角形 变 成 无 阴影 的 三 角形 , 就 需 
要 加 一 个 反射 (或 者 更 一 般 地 说 , 要 加 一 个 G 中 的 元 , 它们 都 不 是 旋转 ). 

使 用 弗 利 克 (Karl Emmanuel Robert Fricke, 1861-- -1930, 德国 数学 家 ) 的 名 词 ， 
这 样 一 个 三 角形 称 为 G1zo 的 不 连续 域 (domain of discontinuity). G120 称 为 不 连 
续 的 , 是 因为 所 有 相对 于 Gizo 为 等 价 的 点 , 都 是 互相 分 离 的 ， 相 对 于 球面 上 的 每 
一 点 , 在 每 一 个 三 角形 中 都 有 一 点 , 而 且 只 有 一 点 , 可 以 由 G1zo 的 元 映 为 该 点 . 所 
以 要 想 找 到 一 个 点 对 于 G1iz0 的 等 价 的 点 , 至 少 要 走 到 一 个 相 邻 的 三 角形 中 去 . 这 
样 , 我 们 就 理解 一 个 群 的 不 连续 域 是 这 样 一 个 区 域 , 使 一 个 点 可 以 在 其 中 自由 地 运 
动 而 不 会 碰 到 其 等 价 点 . 

把 两 个 相 邻 的 三 角形 一 起 取 来 , 就 得 到 群 Gizo 的 一 个 基本 域 . 但 是 对 于 边界 
点 的 取舍 要 特别 小 心 . 在 图 33 右 方 , 我 们 只 说 三 角形 的 一 条 边 和 半截 底 边 是 不 连 


续 域 的 一 部 分 ! 
p 
Gu 的 个 连续 Gi 的 
图 33 
最 后 , 基本 域 的 概念 在 双 周 期 隙 数 的 例子 中 是 人 们 熟悉 的 . 
这 种 函数 的 周期 平行 四 边 形 就 是 线性 变换 
WU = Ut MIW1 + M2w2 图 34 


的 无 限 群 的 基本 域 . 平行 四 边 形 的 边 是 成 对 的 , 每 一 对 边 中 只 有 一 条 算是 基本 域 的 
一 部 分 ; 元 图 34. 

2. 正二 十 面体 的 Ggo 与 五 件 事 物 的 60 个 “ 偶 ” 排 列 之 间 有 一 个 值得 注意 的 
关系 . 如 果 我 们 取 正 二 十 面体 的 30 条 棱 的 中 点 使 之 成 为 5 个 八 面体 的 顶点 , 则 60 
个 正二 十 面体 旋转 将 把 这 些 正 八 面体 做 一 个 排列 . 所 以 , 正二 十 面体 的 旋转 群 Geo 
必 同 构 于 五 件 事 物 的 “ 偶 ” 排 列 之 群 . 

另 一 方面 , 正二 十 面体 的 扩张 了 的 群 G12zo 并 不 同 构 于 五 件 事 物 的 全 部 排列 之 
群 ， 因 为 在 对 径 对 应 (Gizo 正 是 由 Geo 通过 对 径 对 应 生成 的 ) 下 , 每 一 个 正八 面 
体 变 为 其 月 号 [| 即 映 每 一 个 正八 面体 为 自身 ], 所 以 与 5 个 正八 面体 的 排列 无 关 .“ 扩 
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张 ” 了 的 G120 有 以 下 的 正规 子 群 : 
a) 旋转 群 Geo. 
b) 对 径 变 换 群 C2. 


但 是 五 件 事物 的 排列 的 置换 群 G12o 只 包含 Geo 为 其 正规 子 群 (交错 群 ), 而 不 
以 C2 为 其 正规 子 群 . 所 以 , 它 与 Gizo 的 构造 很 不 相同 . 

上 述 的 第 一 个 说 明 引 导 人 们 考虑 一 个 变 元 的 线性 变换 的 其 他 不 连续 的 、 但 是 
无 限 的 群 , 由 此 就 生长 出 了 单 值 自 守 函数 的 一 般 理论 . 第 二 个 说 明 引 导 到 了 正二 十 
面体 与 五 次 方程 理论 的 值得 注意 的 关系 . 这 一 点 我 们 必须 作 较 详细 的 说 明 . 

现在 我 们 对 这 些 研 究 的 进一步 发 展 稍 说 几 句 话 . 这 个 发 展 有 两 个 方向 , 而 互相 
又 是 可 以 连接 起 来 的 . 


1.， 多 个 变 元 的 线性 变换 的 有 限 群 . 在 这 里 , 先驱 者 又 是 若 尔 当 . 我 和 瓦 伦 丁 
纳 (Valentiner) 找到 了 最 简单 (然而 是 非 平凡 的 ) 例子 , 其 重要 性 后 来 由 布 里 希 菲 尔 
德 (Blichfeldt) 所 证 实 . 弗 罗 贝 尼 乌 斯 和 J. 舒 尔 计划 做 ”元 情况 的 一 般 理 论 . 正如 
正二 十 面体 促进 了 五 次 方程 的 研究 , 这 一 项 进一步 的 构造 引导 到 六 次 和 七 次 方程 的 


理论 ! 


2. 单个 变 元 的 线性 变换 的 无 限 群 , 特别 是 庞 加 莱 所 说 的 “ 真 不 连续 群 ", 就 是 
那些 不 连续 域 在 z 十 记 平 面 (或 z 十 iy 球面 ) 上 具有 有 限 面积 的 那 种 群 . 双 周 期 函 
数 束 是 最 简单 的 例子 , 这 时 , 线性 变换 


/ 
二 二 miwl 二 MoWwo 


所 成 的 无 限 群 的 不 连续 域 就 是 它 的 周期 平行 四 边 形 . 一 般 说 来 , 我 将 把 在 这 种 有 限 
群 或 无 限 群 下 不 变 的 函数 称 为 自 守 函数 : 这 方面 我 们 还 有 很 多 的 事情 要 说 . 

但 是 我 要 首先 指出 , 我 们 在 单个 变 元 的 有 限 线性 变换 情况 下 已 经 熟悉 了 的 群 论 
的 和 几何 的 考虑 在 应 用 中 也 出 现 了 , 具体 说 来 就 是 在 结晶 学 中 , 特别 是 在 近来 产生 
的 它 的 所 请 的 构造 理论 中 . 

结晶 学 的 发 展 以 最 为 多 种 多 样 的 方式 与 数学 的 发 展 相关 , 这 一 点 我 已 经 多 次 提 
到 过 , 在 这 里 我 只 想 再 提 一 下 弗 朗 效 . 诺 依 曼 在 1823 年 提出 的 “区 域 法 则 ”( 见 本 
书 第 5 章 184 页 ). 

在 下 面 的 考虑 中 我 们 的 出 发 点 是 空间 的 一 切 运动 所 成 的 连续 群 , 它 含 有 co6 个 
元 素 . 我 们 还 可 以 考虑 添加 co6 个 第 二 类 运动 , 即 反射 (Umlegungen), 来 扩充 它 ; 这 
又 给 出 一 个 含有 oo5 个 元 素 的 群 . 

我 们 现在 要 对 求 出 真 不 连续 群 G 或 其 扩张 G, 并 且 研 究 它们 的 不 连续 域 这 项 
工作 , 作 一 个 概观 . 把 空间 划分 成 正 全 等 (或 正 与 反 全 等 ) 的 多 面体 , 这 些 多 面体 在 
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一 个 子 群 的 元 素 的 作用 下 可 以 互 变 . 在 空间 中 , 这 些 作用 可 以 是 非常 复杂 的 . 所 以 
我 们 用 一 个 平面 的 例子 来 说 清楚 这 件 事 . 这 个 例子 的 结果 可 以 移 到 空间 中 去 . 我 们 
考虑 平面 上 的 平行 四 边 形 格 网 , 以 代替 空间 中 的 平行 六 面体 的 格 网 , 我 们 的 研究 以 
正方 形 格 网 为 基础 . 相应 的 运动 群 一 一 以 构成 格 网 的 正方 形 为 其 不 连续 域 一 一 首先 
只 包含 平移 ( 见 图 35; 其 中 的 箭头 表示 不 连续 域 的 边界 从 哪里 算 起 )， 但 是 正方 形 
的 网 还 可 以 进一步 细 分 , 这 时 旋转 (可 能 还 有 反射 ) 就 会 参与 进来 . 这 样 就 有 了 平 
面 之 细 分 为 全 等 (或 者 全 等 而 又 对 称 ) 的 三 角形 . (在 全 等 而 又 对 称 的 情况 , 把 这 些 
三 角形 , 一 个 隅 一 个 地 或 加 上 阴影 , 或 不 加 阴影 , 见 图 36). 在 旋转 之 下 (从 而 在 群 
G 的 所 有 运动 之 下 ), 有 阴影 的 三 角形 仍 变 为 有 阴影 的 三 角形 , 无 阴影 的 仍 变 为 无 阴 
影 的 . 在 扩张 了 的 群 G 的 运动 之 下 , 则 所 有 三 角形 , 不 论 有 无 阴影 均 可 互 变 . 每 一 
个 三 角形 都 是 由 平面 的 旋转 和 反 尉 构成 的 一 定 的 群 的 不 连续 域 . G 的 不 连续 域 仅 
以 反射 的 曲线 为 弄 , 而 G 的 不 连续 域 的 边界 只 由 G 的 不 连续 域 的 基本 三 角形 的 一 
条 边 和 半 条 底 边 构成 . 


人 RN 
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图 35 图 36 


现在 就 能 理解 , 在 空间 中 也 有 类 似 的 可 能 性 , 但 是 无 遗漏 地 列举 出 这 些 可 能 性 
当然 就 要 难得 多 ， 相 应 于 平面 上 的 分 划 , 在 空间 自然 就 会 得 到 平行 六 面体 的 格 网 ， 
可 以 细 分 的 立方 体系 统 等 等 

这 种 空间 的 分 划 与 结晶 学 的 关系 如 下 . 

空间 的 每 一 种 这 样 的 分 化 都 定义 了 一 种 晶体 , 或 者 说 是 一 种 晶 性 的 介质 : 再 设 
想 在 第 一 个 基本 域 里 面 塞 进 任意 的 分 子 团 , 然后 再 把 相应 的 分 子 团 送 到 其 他 区 域 的 
相应 位 置 上 去 . 

结晶 学 家 只 是 在 经 过 一 些 犹 驳 以 后 才 来 处 理 这 个 构造 理论 的 问题 . 请 参看 Lieb- 
isch，Schonflies 和 Miigge 在 Enz. 卷 VY 上 写 的 综述 文章 . 

这 里 我 们 可 以 引述 Bavaris, Sohnke 等 人 的 工作 . 但 是 完全 的 解答 是 由 俄罗斯 
结晶 学 家 费 多 罗 夫 (Evgraf Stepanovich Fedorov, 1853 一 1919, 俄 罗 斯 结晶 学 家 ) 在 
1885 年 给 出 的 . 1891 年 ， 申 弗 里 斯 (Arthur Moritz Sch5nflies，1853 一 1928, 德国 
数学 家 和 结晶 学 家 ) 在 他 写 的 教 本 《 晶体 系统 与 晶体 构造 》 (Kristallsysteme und 
Kristallstruktur, Leipzig, 1891) 中 对 此 给 出 了 新 基础 , 并 详 加 解释 . 结果 是 总 共有 


2] 最 近 又 重 写 为 “Theorie der kristallstruktur”，Berlin, 1923. 又 见 P. Niggli， Geometrische 
Kristaollographie des Diskontinuums, Leipzig, 1919, 
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65 个 群 G, 165 个 群 G, 总 共 是 230 个 群 . 

我 不 能 略 去 不 谈 结 晶 学 家 和 物理 学 家 接受 这 个 理论 是 多 么 缓慢 . 到 1890 年 左 
右 , 专家 们 仍然 习惯 于 彻底 地 把 晶体 (说 是 结晶 性 介质 更 好 ) 看 做 是 充满 空间 的 连 
续 统 , 只 不 过 在 各 个 点 上 具有 相同 的 性 质 ! 这 时 , 只 需要 区 别 绕 一 个 固定 点 的 旋转 
的 一 切 可 能 的 群 (或 者 是 绕 固定 点 的 第 二 类 运算 的 群 ), 但 此 群 要 与 所 谓 的 有 理 指 
数 这 个 已 知 的 结 吕 学 定律 相 容 . 这 就 给 出 了 著名 的 32 个 “晶体 系统 ”这 种 区 分 . 但 
这 不 会 引导 到 任何 进一步 的 东西 . 有 理 指数 定律 , 作为 构造 理论 的 一 个 推论 , 在 这 
里 好 像 是 一 个 大 救星 (deus ez machina). 

这 种 与 世 隐 绝 的 状态 并 不 能 阻止 我 在 1893 年 芝加哥 的 国际 大 会 上 , 在 一 篇 致 
敬 的 演讲 里 宣布 这 些 结果 ( 见 克 莱 因 《 全集 第 2 卷 613 页 以 下 ). 因为 我 一 -还 有 
申 弗 里 斯 一 一 都 深信 , 思辩 和 应 用 必须 一 同 前 进 , 

然后 , 到 1912 年 出 现 了 劳 厄 (Max Theodor Felix von Laue, 1879- 一 1960, 德国 
物理 学 家 ) 关于 X 射线 被 晶体 论 曲 [应 为 衍射 一 中 译本 注 ] 的 发 现 ! 现在 , 我 们 
肉眼 看 见 了 晶体 的 不 连续 的 结构 , 即 分子 在 空间 中 的 排列 , 我 们 需要 的 正 是 费 多 多 
夫 和 申 弗 里 斯 所 创造 的 作为 必 不 可 少 的 理论 基础 的 理论 . 


自 守 函数 


现在 我 们 转 到 自 守 子 数理 论 ! 因为 这 是 我 的 主要 工作 领域 , 我 更 加 关心 通过 个 
人 的 回忆 来 说 明 我 的 讲述 , 并 且 使 这 个 报告 一 直 讲 到 1882/83 学 年 , 那 时 我 因 病 不 
能 再 继续 工作 了 5 . 因为 我 会 经 常 引用 下 面 三 部 著作 , 所 以 最 好 还 是 先 把 它们 列举 
出 来 . 这 几 部 书 , 或 者 是 由 我 写作 的 , 或 者 是 按 我 的 思想 , 受 我 的 鼓励 写成 的 : 


1. 克 莱 因 六 二 十 面体 与 五 次 方程 的 求解 讲义 》(Vorlesungen tper das Ikosider 
und die Auflosung der Gleichungen vom funften Grade, 1884) .向 


2， 克 莱 因 - 弗 利 克 (Klein_Fricke): 《椭圆 模 骂 数 讲义 》 (Vorlesungen iiber die 
Theorie der elliptischen Modulfunktionen, 着 1, 1890; 着 2, 1892). 


3. 死 莱 因 - 弗 利克 (Fricke-Klein):《 自 守 地 数理 论 讲义 》(Vorlesungen iiber die 


中 吏 莱 因 于 1880 年 左右 来 到 莱比锡 , 那 可 以 说 是 他 的 数学 研究 的 黄金 年 代 . 到 1883 年 以 后 ， 
由 于 用 脑 过 度 , 得 了 严重 的 精神 疾病 . 这 以 后 , 可 以 说 他 的 数学 研究 基本 停顿 . 他 于 是 来 到 格 丁 
根 , 以 主要 精力 从 事 卓 有 成 效 的 组 织 工作 : 他 把 希 尔 伯 特 延揽 到 格 丁 根 , 把 这 所 大 学 建成 了 代表 
当时 数学 的 最 高 水 平 的 中 心 .《 数学 年 刊 》 在 他 的 主持 下 也 成 了 当时 最 高 水 平 的 数学 研究 刊物 之 
一 . 他 还 以 极 大 的 力量 从 事 数 学 教育 研究 , 有 十 分 广泛 的 影响 . 文中 说 自己 “ 因 病 不 能 再 继续 工 
作 了 ”就 是 这 个 意思 . 详 见 本 章 之 末 . 一 一 中 译本 注 

让 Dover Publisher 出 版 了 英 译本 .一 一 英 译本 注 
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Theorie der automorphen Funktionen, 卷 1, 1897; 卷 2, 1901, 1911, 1912). 


第 一 本 书 基本 上 是 打算 用 作 教 本 的 , 另 两 本 则 有 专著 的 性 质 . 第 二 本 中 处 理 的 
是 w' = (aw 十 6)/(Yw 十 6 的 群 ,其 中 a, 6B, Y, 6 是 整数 , 而 且 行 列 式 a6 - 87 = 1. 
其 讲述 是 彻底 朝向 群 论 的 . 找 出 了 最 简单 的 子 群 , 决定 了 它们 的 基本 域 , 然后 就 按 
照 黎 曼 的 函数 理论 建立 了 相应 的 单 值 自 守 函数 ( 即 模 函 数 ) 的 存在 , 研究 了 它们 的 
性 质 . 我 们 关于 椭圆 函数 的 命题 就 已 经 时 常 触 及 了 这 一 类 问题 . 在 第 三 本 书 里 , 用 
几何 构造 来 决定 了 单个 变 元 的 线性 变换 的 最 一 般 的 真 不 连续 群 , 这 样 就 把 相应 的 单 
值 自 守 函 数 的 意义 曝露 在 光天化日 之 下 . 这 就 是 我 和 庞 加 莱 在 1881, 1882 年 竞争 
的 主题 : 我 所 宣布 的 最 一 般 的 定理 , 直到 最 近 才 由 寇 贝 (K5be) 证 明了 . 

我 还 要 提 及 弗 利 克 写 的 综述 《4 自 守 函 数 ， 包 括 模 函数 》 (Automorphe Funk- 
tionene mit Einschluss der Modulfunktionen),， 发 表 在 Enz. ( 卷 II. B4) 中 一 一 非 
第 有 用 , 时 间 一 直 包 括 到 1913 年 .号 


要 想 对 双 周 期 水 数 
Pu wa), P(Nwi, wo) 


作 深 入 研究 , 有 两 个 出 发 点 可 供 选 择 . 第 一 个 是 从 % 平 面 之 划分 为 平行 四 边 形 开 始 ， 
直接 建立 多 (ww)， (wu), 然后 得 到 它们 之 间 的 关系 式 


PF? 一 4 — go — 03. 


或 者 按照 历史 发 展 的 路 径 , 从 椭圆 积分 


“=| dg 
V14%% — gH — gs 
开始 , 再 确认 属于 

FP 一 4 一 ga 一 03 


的 黎 受 曲面 在 适当 划 了 制 口 以 后 , 被 映 到 一 个 平行 四 边 形 上 . 于 是 , 当 积分 路 径 
穿 过 黎 曼 曲面 上 的 割 口 时 , 这 个 平行 四 边 形 就 会 重 现 , 因而 构成 一 个 平行 四 边 形 网 
格 . 

对 于 自 守 函数 理论 也 同样 有 这 样 两 种 途径 . 或 者 我 们 可 以 从 <。 平面 (或 。 球 
面 ) 开始 , 把 它 分 割 为 等 价 的 区 域 , 然后 寻找 s 的 在 。 的 相应 的 线性 变换 群 下 不 变 
的 单 值 函数 ; 或 者 , 我 们 可 以 遵循 历史 发 展 的 途径 , 从 二 阶 线性 微分 方程 

2 

5 tp 多 二 p27 二 0 


5] 以 下 我 们 常用 到 克 莱 因 《全 集 》( 共 3 卷 , Berlin, 1921-1923) 中 关于 这 些 问 题 所 作 的 附注 和 
解释 .一 一 德 文本 编者 注 
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开始 , 这 里 先 研究 pi, pz 为 z 的 在 z 平面 上 方 的 黎 曼 曲面 上 的 有 理 函数 的 情况 ( 然 
后 再 研究 它们 为 z 的 代数 函数 的 情况 )， 请 读者 参看 第 6 章 关 于 微分 方程 的 说 明 
( 见 第 6 章 229-231 页 ). 

这 样 我 们 又 遇 到 了 黎 曼 , 但 这 一 次 是 与 他 的 著名 的 1858/59 学 年 冬 关 于 超 几 
何 级 数 的 讲义 相关 . 这 个 讲义 后 来 由 物理 学 家 贝 优 德 (Wilhelm von Bezold, 1837 一 
1907, 德国 物理 学 家 ) 重印 . 但 是 它 并 不 为 大 众 周知 , 直到 1897 年 我 才 看 到 它 , 而 
它 的 主要 部 分 到 1902 年 才 由 麦克 斯 . 诺 特 和 维 廷 格 尔 发 表 在 他 们 编辑 的 黎 曼 《全 
集 . 补 篇 》 里 . 所 以 我 们 这 里 将 要 触及 的 东西 有 许多 是 人 们 重新 发 现 , 并 在 适当 时 
候 发 表 的 . 我 特别 想到 的 是 施 瓦 效 发 表 在 Crelle 杂志 75 卷 (1872/73) 上 的 论文 ， 
亦 见 施 杞 兹 《 全 集 》 第 2 卷 211 页 以 下 ; 还 有 他 在 1871 年 于 苏黎世 关于 这 个 结果 的 
初步 的 通报 , 即 施 瓦 兹 《人 全集》 第 2 卷 172 页 以 下 :“ 关 于 高 斯 的 超 几何 级 数 对 于 其 
第 四 个 变 元 为 代数 函数 的 诸 情 况 ”( Uber diejenige Fiille, in welchen die Gaussische 
hypergeometrische Reihe eine algebraische Funktion ihres vierten Elemente darstellt), 
当然 还 有 我 自己 在 《数学 年 刊 》 第 14 卷 (1878) 上 发 表 的 论文 的 细节 :“ 论 椭圆 函 
数 的 变换 与 五 次 方程 的 求解 ” (Ver die Transformation der elliptischen Funktionen 
und die Auflosung der Gleichungen fuinften Grades), 即 克 菜 因 《 全集》 第 3 卷 13 页 
以 下 . 

我 还 愿意 提 到 , 高 斯 在 这 个 主题 上 也 已 经 做 了 很 多 , 这 一 点 可 以 从 他 的 《手稿 》 
( 即 《 全 和 集 》 第 8 卷 ) 看 到 . 

为 了 不 使 我 的 综述 太 含糊 , 我 不 时 要 加 上 一 些 注解 . 

超 几 何 级 数 , 高 斯 记 作 

ca0 ala 二 16C+IL , 


F(a, 0 yi; 盐 二 1 二 + 一 一 2 十 y 1 
(0 $Y; 1 .7 1.2.7Y(Y+1) 


在 | <1 时 收敛 (可 能 在 |z| = 1 时 也 收敛 ), 只 是 二 阶 微分 方程 


dn 7-(a+p+DoJT op ~ 
dz? z(1 -2) dz zz 1) 


的 一 个 特 解 ; 这 个 方程 有 三 个 厨 点 z = 0, 1, co. 
这 个 微分 方程 的 所 有 的 解 都 可 以 写成 超 几何 级 数 , 但 其 变 元 


C€)) 可 以 是 以 下 六 个 情况 之 一 
> 1 1 1 儿 之 一 LD 


z 1—z 1 一 > zz 


0 


图 37 这 些 级 数 的 收敛 圆 依次 是 : 以 原点 为 心 的 单位 圆 Eo, 以 点 z= 1 
为 心 的 单位 圆 轧 , Eo 的 外 域 , Bi 的 外 域 , 以 上 两 圆 公共 弦 连 线 的 左 半 平 面 ,上述 连 
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线 的 右 半 平面 ( 见 图 37). 找 出 这 些 解 及 它们 的 关系 , 这 件 事 虽 然 很 细致 , 却 并 不 难 ， 
我 们 在 此 不 可 能 停 下 来 做 这 件 事 了 . 

黎 曼 在 1857 年 的 论文 “对 于 可 以 表示 为 高 斯 级 数 政 (a，B, y ; X) 的 函数 理论 的 
贡献 ”(Beitriige zur Theorie der durch Gaussche Reihe F(a, B, Y ; Z) darstellbaren, 
Funktionen) 是 从 一 般 观 点 出 发 的 , 我 们 在 第 6 章 里 已 经 讨论 过 ( 见 第 6 章 227-229 
页 ), 这 里 则 是 它 的 初等 形式 . 

但 是 现在 我 们 就 来 到 了 黎 曼 在 他 的 1858/59 学 年 的 讲义 里 引进 的 新 奇 之 处 , 这 
里 的 新 奇 之 处 后 来 又 由 施 岂 效 详 细 做 出 来 了 . 

令 hh, m2 是 这 个 微分 方程 的 两 个 [线性 无 关 一 一 这 几 个 字 是 中 译本 加 的 ] 解 , 册 
人 

m/m =s. 
微分 方程 的 所 有 人 解 都 可 以 通过 mh, m2 表示 为 


7 = mm + 712， 
特别 是 , 如 果 z 在 其 域 中 转 了 一 图, 则 mn, 72 将 变 成 它们 的 线性 组 合 : 


m1 = om + Pr, 
12 = Ym 十 672. 
如 果 z 转 了 所 有 可 能 的 圈子 , 就 会 得 到 一 个 由 线性 变换 构成 的 群 , 即 线性 微分 方程 
的 所 谓 “ 单 值 化 群 ”6 . 
这 样 , 当 z 转 了 一 圈 , ¢ = n/m 就 会 经 历 一 个 分 式 线性 变换 : 


/as 二 AH 
?TS 十 6 


从 也 所 满足 的 已 给 的 二 阶 微分 方程 
nn 十 DY 十 po 一 0 
就 可 以 算出 。 应 该 满足 以 下 的 三 阶 微分 方程 


PP Ht 


2 
二 一 3 (5) = 2p2 — 7 — pt. 
上 式 的 左 方 时 常 称 为 施 瓦 益 导 数 (这 是 凯 菜 的 叫 法 ). 如 果 我 们 把 zm 和 po 换 成 超 
几何 微分 方程 中 的 系数 , 就 有 


oe 3 G/ li 1— pn2 和 A+AR-1 
222 2(1 一 2)? 2z(1 — Zz) 


G/ 2 


16] 注意 , 这 些 线性 变换 的 a, 6, y, 6 并 不 是 F(a,， 6, YY ; z) 中 的 参数 . 
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这 里 
N=1-7Y,p =(Y-a-pb),v = (a-p8),, 
而 且 当 a, 68, > 为 实数 , ( 且 |y| < 1 时 一 这 几 个 字 是 中 译本 加 的 ) 时 规定 A, 几 v 
取 正 值 . 我 们 也 把 分 式 线性 变换 
;_ as 十 B 
?TS 十 5 
的 集合 称 为 “ 所 满足 的 微分 方程 的 单 值 化 群 . 我 们 就 这 样 看 见 了 , 我 们 是 怎样 被 引 
导 到 了 线性 变换 的 群 
由 此 出 发 , 歼 曼 和 施 瓦 兹 证 明了 当 和 ,jp,v 为 实数 时 , 我 们 的 二 阶 微分 方程 的 
每 一 个 特 解 都 把 由 实 轴 划 分 出 来 的 上 半 平 面 很 简单 地 共 形 映 为 一 个 “ 贺 弧 三 角形 ” 
[Kreisbogendreieck 即 三 边 均 为 圆 跌 的 三 角形 ], 其 三 个 顶 角 分 别 为 和 rr，jr,， v7 ( 见 
图 38). 这 个 三 角形 的 准确 位 置 , 依 解 。 的 选取 而 定 , 除 此 而 外 则 是 完全 任意 的 . 但 
是 我 们 必须 小 心 对 待 这 个 三 角形 的 定向 中 . 如 果 对 z 平面 的 实 轴 附加 了 由 -co 到 
+oo 的 定向 , 则 三 角形 得 到 道 时 针 定 向 , 而 上 半 平 面 被 映 为 三 角形 的 内 域 . 


z 平 面 VN 
Zp “平面 
AN 


图 38 


这 是 两 个 单 连 通 区 域 之 间 互 相 共 形 映 射 的 最 漂 品 的 例子 之 一 . 它 之 所 以 特别 引 
人 注意 是 由 于 , 在 这 个 情况 下 , 函数 。 在 图 38 右 方 的 三 角形 外 的 进一步 的 动态 可 
以 用 纯粹 几何 的 方法 ,从 第 一 个 三 角形 ( 即 图 38 右 方 的 三 角形 ) 一 步 一 步 地 做 出 
来 . 在 这 里 , 为 了 实现 解析 拓展 , 完全 用 不 看 各 级 数 这 个 笨拙 的 工具 ! 这 是 通过 所 
谓 “反射 原理 "( 亦 称 “ 对 称 原理 ?) 来 完成 的 . 就 是 说 , 如 果 我 按 径 向 作 反 演 的 法 则 
把 三 角形 对 其 一 边 做 反射 , 就 会 得 到 下 半 平 面 的 像 , 然后 再 这 样 做 下 去 . 

如 果 我 们 想 总 是 停留 在 平面 上 , 则 当 此 三 角形 是 直线 边 的 三 角形 , 从 而 和 + 十 
v 二 1 时 , 我 们 会 得 到 特别 简单 而 且 典 型 的 情况 (图 39). 其 他 情况 在 球面 上 去 观察 
更 好 .s 球面 上 的 球 极 射 影 把 一 个 圆 弧 三 角形 变 为 为 一 个 圆 弧 三 角形 (所 谓 圆 弥 三 
角形 , 就 是 其 三 边 均 为 某 一 平面 与 球面 的 交 线 的 一 段 这 样 形成 的 三 角形 )， 对 于 三 
角形 的 某 一 边 的 反射 就 是 对 切 出 此 边 的 平面 的 “反射 它 是 这 样 一 个 映射 : 把 球 
面 的 每 一 后 映 为 为 一 点 , 而 该 点 与 此 点 以 及 此 平面 关于 球面 的 极点 P 共 线 (图 40). 
特别 是 , 者 此 平面 经 过 球 心 , 则 极点 P 退 到 无 穷 远 处 ,而 我 们 的 “反射 ” 就 成 了 初 
等 意义 下 的 反射 . 

原文 作 “ 决 勿 小 心 对 待定 向 ”, 与 下 文 显然 矛盾 . 所 以 译文 作 了 改动 一 一 中 译本 注 
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图 39 图 40 


现在 我 们 就 可 以 看 见 与 正 多 面体 的 联系 了 . 对 每 一 个 正 多 面体 (例如 正二 十 面 
体 ), 其 外 接 球面 都 被 划分 成 一 些 圆 弧 三 角形 , 它们 的 边 是 由 正 多 面体 的 对 称 平面 与 
球面 相交 而 成 的 (对 于 正二 十 面体 , 共有 120 个 这 样 的 对 称 平面 ) 有 些 三 角形 是 画 
上 了 阴影 的 , 有 的 则 没有 , 二 者 交错 排列 . 这 些 三 角形 就 是 某 个 附加 了 反射 而 扩充 
的 旋转 群 的 不 连续 域 . 现在 我 们 就 看 到 了 , 在 特殊 情况 下 , 在 研究 超 几 何 函 数 时 也 
出 现 这样 的 三 角形 划分 . 我 们 只 需要 把 这 些 三 角形 看 成 上 或 下 半 平 面 的 共 形 映射 
像 , 就 能 够 在 这 些 三 角形 的 集合 里 看 到 函数 s 的 所 有 解析 拓展 把 上 或 下 半 平 面 作 共 
形 映射 时 所 得 到 的 像 的 集合 ! 

我 还 要 提 到 , 施 瓦 兹 把 我 们 的 这 个 疯 数 。 用 字母 s 来 表示 , 更 准确 地 说 , 是 用 
s( 入 , 4, v ;z) 来 表示 . 因为 共 形 映射 如 果 在 球面 上 男 出 来 最 为 直观 . 它 的 名 称 “ 三 
角形 函数 ”也 就 是 由 此 而 来 的 . 请 参看 我 在 1893/94 学 年 的 讲义 《 论 超 几 何 函 数 》 
(Uber die hypergeometrische Funktion). 

现在 我 要 转 到 正二 十 面体 这 个 特例 . 我 首先 要 再 次 回忆 到 , 球面 之 被 正 多 面体 
的 对 称 平面 划分 为 三 角形 , 我 们 曾经 用 两 个 方法 得 出 : 或 者 用 单个 变 元 的 线性 变换 
的 有 限 群 , 或 者 用 超 几 何 函 数理 论 . 在 前 一 种 方法 下 面 的 群 的 不 连续 域 , 在 后 一 种 
方法 下 就 是 z 平面 被 超 几 何 洱 数 。 所 作 的 共 形 映射 的 像 , 所 以 叫做 函数 。 的 基本 
域 . 

特别 是 , 我 们 可 以 按照 施 瓦 兹 那样 , 把 这 个 消 数 。 写成 


1 1 1 

(4) 

因为 它 把 > 的 上 半 平 面 共 形 映 为 项 角 为 r/3, /2, 7/5 的 圆 弧 三 角形 . 我 们 要 更 仔 
细 地 研究 这 个 情况 , 因为 它 与 许多 事情 有 关 . 
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孙 数 (3, ; 2) 以 及 它 在 其 他 正 多 面体 情况 下 的 类 似 物 , 有 两 个 特点 
1. 通过 对 z 平面 或 上 下 两 个 半 平 面 的 映射 而 得 的 那些 三 角形 把 s 球面 单 重 履 


盖 而 且 不 留 空隙 . 


2. 只 要 有 限 多 个 三 角形 (60 个 或 者 120 个 ) 就 足以 完成 这 个 覆盖 . 这 与 我 们 在 
讲 到 晶体 结构 时 所 遇见 的 顶 角 为 r/4, r/4, r/2 的 直角 三 角形 的 覆盖 ( 见 图 36) 不 
同 , 在 那里 , 要 想 简单 地 覆盖 一 次 整个 平面 , 就 需要 无 穷 多 个 三 角形 (而 且 点 co 是 
一 个 极限 点 ). 

所 以 我 们 可 以 得 到 如 下 的 结论 : 在 正二 十 面体 情况 下 , 函数 s(z) 是 一 个 60 值 
也 数 , 对 应 于 一 个 确定 的 z 点 , 在 每 一 个 有 阴影 (或 无 阴影 ) 圆 弧 三 角形 内 都 有 一 个 
相应 的 < 值 ; 反 函 数 z(c) 则 是 s 球面 上 的 单 值 函数 , 而 因为 在 s 球面 上 那些 三 角形 
顶点 处 , 可 以 有 3 对 、2 对 或 5 对 三 角形 相连 接 . 所 以 , 相应 于 s 球面 的 上 述 三 角形 
的 正规 的 划分 , 我 们 将 得 到 z 平面 上 方 的 一 个 60 叶 的 黎 曼 曲面 , 而 在 z = 0, 1, oc 
处 , 分 别 有 黎 曼 曲 面 的 3 叶 、2 叶 或 5 叶 相 会 . 因为 z(s) 是 单 值 旺 数 , 而 s(z) 是 60 
值 函数 , 可 知 z 是 s 的 一 个 60 次 有 理 限 数 : 


z = Reo(s), 


它 的 构造 我 们 还 可 以 描述 得 更 精确 . 
点 z = 0, 1, o0 必定 给 出 。 的 重 数 分 别 为 2、3 和 5 的 根 . 因为 z 是 。 的 次 数 
为 60 的 有 理 函 数 , 我 们 可 以 把 这 些 事 实 合 并 起 来 而 得 下 面 的 比例 式 : 


z:z—1:1= 930 : CE : Xj, 


这 里 , $, Vy, Xx 是 s 的 多 项 式 , 其 次 数 如 下 标 所 示 . 

是 施 瓦 效 最 早 通过 寻求 这 些 多 项 式 在 。 球面 上 的 零点 , 并 乘 以 相应 的 。 的 线 
性 因子 , 从 而 算出 了 这 些 多 项 式 . 我 则 注意 到 , 只 有 x12 需要 计算 , 因为 bo 和 wso 
只 需 通过 不 变 式 理论 的 简单 程序 就 可 以 算出 来 . 

我 们 现在 来 计算 xia. 为 此 我 们 这 样 来 对 此 正二 十 面体 赋 以 定向 , 使 得 有 一 个 
顶点 在 < = 二 0 处 ,一 个 在 s = oo 处 , 从 而 有 为 外 两 个 在 实 子 午 线 上 . 令 = 1 位 于 
球面 的 赤道 上 (图 41). 这 样 就 固定 了 坐标 系 . 对 于 s = 0, oo 以 外 的 两 个 位 于 实 子 
午 线 上 的 两 个 顶点 , 我 们 可 以 得 出 其 。 值 为 


—1+ V5 
4 
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这 些 值 8 是 从 所 谓 正 二 十 面体 变换 
， —(e—et)eroo + (e* —e’) 

四 (E2 一 s3)EHso 十 (E 一 <c4) 
，  (e2—e3)eroo 十 (人 一 6) 
CE 
中 令 wg = 10 而 得 到 的 . 

把 这 两 个 式 子 乘 以 er(v = 0, 1， 2, 3, 4) 就 可 以 得 到 其 他 的 顶点 . 所 以 , 正二 
十 面体 的 12 个 顶点 是 : 

s=0, ¢=e’(e+e’), 
$=00, 6=e’(e?+e’), 
以 上 v = 0, 1, 2, 3, 4. 为 了 清楚 地 处 理 s = co, 最 好 把 。 齐 次 化 , 即 用 6 /so 来 代 
替 5. 这 样 , 我 们 就 会 有 
X12 = 4162 (S 一 (E 十 ec ) 家 (Si 一 (e 十 Ee) 3) ) 
把 这 里 的 乘积 乘 出 来 就 会 得 到 
X12 = $162 (Si + 11stc2 + 2°). 

以 下 我 们 称 此 式 为 我 们 的 基本 形式 f.( 我 们 可 以 对 f 乘 以 任意 数值 因子 , 但 是 最 好 
还 是 略 去 所 有 不 必要 的 数值 因子 .) 这 样 , 令 xia 为 0, 就 可 以 得 到 正二 十 面体 的 所 
有 12 个 顶点 . : 

现在 我 们 用 不 变 式 理论 来 确定 p20 与 wao. 

按照 形式 不 变 式 理论 , 基本 形式 f 的 最 简单 的 协 变 式 ( 略 去 无 关 紧 要 的 常数 因 
子 ) 是 它 的 海 赛 行列 式 日 , 以 及 由 和 互 做 出 的 函数 行列 式 工 : 


六 1 fi2 ji fo 
fo fz22 Hi H; 


1 


121 


1 
) 20 


中 这 里 的 < 是 五 次 单位 根 : e274/5 = > 二 + 5 节 . 一 中 译本 注 
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五 的 次 数 为 20, 因为 这 个 行列 式 的 每 个 元 的 次 数 均 为 10, 又 因 万 , 户 的 次 数 均 为 
11, 而 责 , 球 的 次 数 均 为 19, 所 以 了 的 次 数 为 30. 我 们 现在 有 以 下 定理 : 


bo2o 就 是 基本 形式 了 的 海 赛 行 列 式 ; 而 Wao 就 是 函数 行列 式 (H, f) = 工 . 


这 个 定理 有 一 个 简单 的 证 明 如 下 :五 和 7T, 作为 f 的 协 变 式 , 和 f 一样 ,在 60 个 
正二 十 面体 旋转 下 不 变 , 这 里 我 们 假设 ¢。 所 经 历 的 分 式 线性 变换 已 经 写成 了 4, ca 
的 行列 式 为 1 的 齐 次 线性 变换 . 所 以 , 令 五 = 0 就 会 给 出 球面 上 那些 在 Geo 下 互相 
变换 的 20 个 点 全 =0 则 代表 也 具有 同样 性 质 的 30 个 点 . 但 是 我 们 知道 , 在 正二 十 
面体 旋转 的 群 Geo 的 作用 下 , 一 般 说 来 , 只 有 那 60 个 互相 等 价 的 点 可 以 互相 变换 ; 
而 正二 十 面体 的 12 个 顶点 , 正 十 二 面体 的 20 个 顶点 , 以 及 正二 十 面体 的 30 条 棱 的 
中 点 就 分 别 都 是 这 种 变换 的 轨道 . 所 有 在 Geo 下 不 变 的 点 的 集合 必定 是 这 几 个 集 
合 之 并 . 所 以 这 样 一 个 集合 所 含有 的 点 的 数目 一 定 可 以 写成 60a + 126 十 20x 十 306 
的 形状 , 其 中 a, 6, x, 6 都 是 整数 . 下 面 两 个 方程 


60a + 128 + 207 + 306 = 20, 
60a 十 128 十 207 十 300 = 30 


都 只 有 了 唯一 的 整数 解 , 即 


oa=0,p=0,7=1,0=0, 
Qa=0,60=0,”~Y=0,0=1. 


所 以 H = 0 给 出 正 十 二 面体 的 20 个 顶点 , 从 而 五 与 $2o 相同 , [而 全 = 0 给 出 正 

二 十 面体 的 30 条 楼 的 中 点 , 从 而 了 与 yao 相同 .一 一 方 括号 里 的 话 是 原 书 漏 了 的 ， 

中 译本 根据 前 后 文 补 上 ]. 这 里 我 们 略 去 了 数值 因子 , 但 是 如 何 选取 它们 是 任意 的 . 
现在 我 们 来 计算 五 和 了 (但 是 略 去 无 关 紧 要 的 数值 因子 ), 并 且 得 出 


H=— (+6) + 228 (sl5s5 — js) — 494c1063°, 


T= (+o)+522 (2 — $2 7) 一 10005 (十 ci ) ， 
由 此 还 可 以 把 正二 十 面体 方程 本 身 写 成 
z:z—1:1= HH:T?:17287f°. 
(事实 上 , 为 了 断定 此 式 , 我 曾经 完全 用 计算 验证 了 下 面 的 恒等式 
T? = —H? +1728f°!) 


于 是 在 z 平面 上 , 我 们 得 到 了 z 为 s 的 单 值 自 守 函数 (这 当然 是 我 们 的 用 语 )， 
比 起 我 们 将 要 介绍 的 例子 来 , 这 当然 要 初等 得 多 . 
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现在 我 们 要 换 一 个 手法 来 处 理 这 个 公式 . 它 是 s 的 一 个 60 次 代数 方程 , 我 们 
称 之 为 正二 十 面体 方程 , 并 且 想 要 和 弄 清楚 它 在 代数 方程 理论 中 的 地 位 , 所 以 我 们 再 
一 次 在 一 定 程度 上 回 到 前 一 章 的 考虑 . 

球面 的 分 划 立 刻 给 了 我 们 60 个 区 域 , 以 便 在 其 中 找到 对 应 于 同一 个 给 定 的 z . 
的 那些 5. 所 谓 “ 根 的 分 离 * 一 一 如果 要 解 一 个 方程 , 首先 要 做 的 就 是 这 件 事 一 一 是 
从 一 开始 就 完成 了 的 . (特别 是 , 如 果 z 为 实数 , 则 必 有 4 个 且 仅 有 4 个 实 的 5 

如 果 我 们 已 经 找到 了 一 个 根 so, 如 果 我 们 再 附加 上 一 个 量 s (ss = 1), 则 利用 
60 个 正二 十 面体 变换 , 就 能 把 所 有 其 他 的 根 有 理 地 表示 如 下 : 


，(e 一 es)eroo 十 (一 后) 
一 (E 一 s4)epco 十 (s2 一 3) 

,一 (< 一 er 十 (一 < ) 
(gs2 一 ec3)Espco 十 (E 一 <c4) 


一 个 方程 , 如 果 其 所 有 的 根 都 可 以 用 一 个 给 定 域 中 的 某 个 根 有 理 地 表示 , 这 个 
方程 就 称 为 徊 罗 瓦 方程 (因为 伽 罗 瓦 说 明了 , 如 何 把 其 他 方程 都 化 归 为 它 ), 于 是 方 
程 的 伽 罗 瓦 群 就 同 构 于 有 理 变 换 群 总结 以 上 , 我 们 可 以 说 : 在 附加 了 s 后 得 到 的 
域 中 , 正二 十 面体 方程 是 一 个 伽 罗 瓦 方程 , 而 其 伯 罗 瓦 群 同 构 于 正二 十 面体 旋转 群 
Geo. 

所 以 , 我 们 可 以 做 出 相应 于 正二 十 面体 旋转 群 的 各 个 子 群 的 较 低 次 数 的 预 解 
式 , 特别 是 , 可 以 按照 294 页 上 的 第 2 条 说 明 , 做 出 它 的 五 次 预 解 式 . 

这 里 , 很 漂亮 的 是 , 每 一 件 东西 都 可 以 显 式 地 算出 , 而 且 可 以 确定 , 如 何 最 简单 
地 把 它 做 出 来 . 在 正二 十 面体 旋转 下 , 可 以 取 5 个 位 置 的 最 简单 的 点 集合 , 就 是 对 
于 正二 十 面体 棱 的 30 个 中 点 所 可 能 形成 的 5 个 正八 面体 的 顶点 的 集合 (它们 都 在 
正二 十 面体 群 所 包含 的 四 面体 群 的 12 个 旋转 下 不 变 ). 一 开始 看 起 来 , 处 理 把 八 面 
体 的 8 个 根 顶 点 (root-vertices) 分 成 的 两 个 四 面体 似乎 更 简单 一 些 . 但 是 , 采用 齐 
次 记号 就 会 看 见 , 相应 的 四 次 形式 并 不 是 不 变 的 , 不 变 的 是 它 的 相应 于 四 面体 的 变 
换 的 三 次 蜂 ! 

我 们 先 来 计算 第 一 个 正八 面体 


ESo， —é 


一 1 
sr/s0 ， E€ 


to = sf 二 2cica 一 5cftc2 一 5c1s2 十 291c2 十 @2. 
由 它 , 只 需 作 以 下 的 变换 就 可 以 得 出 其 他 的 正八 面体 妃 : 

df=, WG%=€E "60, (v=0,1,2,3,4). 
然后 就 可 以 算出 这 些 形式 t, 的 “形式 -理论 ”的 预 解 式 


t 10f :如 + 45f*.t— 荆 ==0, 


306 图 第 8 章 和 群 论 与 函数 论 ; 自 守 函数 


这 里 的 f 就 是 上 面 说 的 基本 形式 . 令 *= 刀 /六 就 有 最 简单 的 “函数 -理论 ”的 预 解 
式 : 
2:2 一 1:1=(r 一 3)3( 王 一 11r 十 64) :7r(r 一 10r 十 45) : 一 1728. 

但 是 , 不 管 我 们 怎样 去 寻求 预 解 式 , 正二 十 面体 方程 总 不 能 用 根 号 解 出 , 因为 这 个 
群 是 “ 单 ” 群 ( 见 本 章 289 页 ; 在 《数学 年 刊 》Bd. 61, 1895, 即 克 莱 因 《 全集) 第 2 
卷 481 页 以 下 , 可 以 找到 一 个 不 用 伽 罗 瓦 理论 的 初等 证 明 ). 与 此 相关 , 我 要 提 到 |， 
代数 学 的 真正 任务 在 于 把 方程 的 求解 化 为 一 系列 纯 方 程 的 求解 , 而 后 者 一 一 就 是 求 
根 式 的 问题 一 -又 是 一 项 “超越 的 ”工作 , 是 通过 二 项 级 数 来 完成 的 . 要 解 每 一 个 
出 现在 那里 的 “简单 的 ” 方程 , 一 般 说 来 , 都 需要 找 一 个 特殊 的 级 数 展开 去. 

根据 黎 曼 和 施 瓦 效 的 工作 , 我 们 可 以 通过 简单 的 级 数 展开 时 来 求解 正二 十 面体 
方程 , 具体 说 来 , 就 是 通过 超 几 何 级 数 . 这 里 我 只 使 用 收敛 区 域 为 |z| > 1 的 超 几 何 
级 数 来 指出 , 在 求 = 0 附近 的 5 个 根 时 , 我 们 会 得 到 


ll 31 6 1 
1 A 


~ Vi (3 19 4 ) 


60 60 5 z 
(数值 因子 用 正二 十 面体 方程 很 容易 验证 ),， 这 个 表达 式 收 敛 很 慢 (但 是 二 项 级 数 的 
收敛 也 很 慢 ). 
主要 之 点 在 于 , 我 们 看 到 了 把 正二 十 面体 方程 看 做 “规范 的 ”(normal) 方程 的 
依据 . 应 该 把 它 看 成 简单 性 仅 次 于 纯 方程 e* = z 的 方程 . 


我 们 现在 已 经 熟悉 了 最 简单 的 可 以 用 正二 十 面体 方程 来 求解 的 五 次 方程 ， 对 
任意 五 次 方程 一 般 也 可 以 这 样 做 ; 在 这 里 讲 一 点 历史 资料 还 是 很 适合 的 . 
求解 五 次 方程 至 今 已 有 近 四 百年 的 历史 了 , 因为 在 1515 一 1540 年 用 根 式 解 出 
了 三 次 和 四 次 方程 以 后 , 这 个 问题 就 目 然 地 出 现 了 . 1515 年 , Scipio del Ferro 找到 
了 一 般 三 次 方程 的 解法 , 但 是 这 项 功绩 却 被 错误 地 记 在 Cardan 的 账 上 中 . 大 约 在 
1540 年 , Ludovico Ferrari 解 出 了 一 般 的 四 次 方程 . 以 后 就 有 许多 人 企图 对 五 次 方 
程 也 来 做 这 样 的 事情 mm . 甚至 阿 贝尔 , 如 我 在 第 3 章 中 指出 过 的 , 也 是 从 这 样 的 企 
图 起 步 的 . 正 是 由 于 他 的 错误 的 证 明 , 他 才 得 到 了 津贴 , 才能 继续 读书 ! 但 是 到 了 
1824 年 , 他 就 认识 到 了 五 次 方程 一 般 地 是 不 可 能 用 根 式 解 出 的 . 但 是 这 种 企图 一 直 
没有 停止 , 尽管 已 经 证 明了 这 是 不 可 能 成 功 的 .Meyer-Hirsh, 柏林 的 一 个 有 和 名 的 辅 
导 教 员 , 竟然 为 此 发 了 神经 病 , 死 于 1821 年 . 这 种 企图 还 在 继续 . 对 普通 大 众 是 说 
不 清道 理 的 , 哪怕 在 数学 中 也 是 这 样 . 科学 的 进展 只 能 在 少数 人 中 获得 成 功 . 
[9] 详情 可 见 Tropfke, Geschiste der Blementarmathematik, 2nd Edition (Berlin, 1921-1924), 第 3 


着, 71 页 以 下 . 
9] 见 以 上 引用 的 Tropfke 的 书 , 90 页 以 下 . 
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站 在 这 项 发 展 的 前 列 的 仍然 是 伽 罗 瓦 . 他 在 1831 年 研究 椭圆 函数 的 五 阶 变 换 
时 , 遇 到 了 具有 Geo 的 五 次 方程 , 从 而 就 再 也 不 必 管 这 个 定理 了 . 这 样 , 就 有 了 可 
以 用 椭圆 函数 求解 的 五 次 方程 的 例子 . 一 般 的 五 次 方程 的 群 是 Gs! = Gazo; 但 是 如 
果 把 判别 式 的 平方 根 连 接 起 来 , 这 个 群 就 变 成 了 Geo ( 即 5 个 根 的 偶 置换 之 群 ). 

然后 就 到 了 值得 注意 的 1858 年 . 那 一 年 , 歼 曼 开始 了 他 的 关于 超 几 何 级 数 的 
讲演 , 而 男 一 方面 , 埃 尔 米 特 以 及 在 他 的 推动 下 的 殉 罗 内 克 , 说 明了 怎样 用 初等 的 
方法 对 一 般 五 次 方程 作 变换 , 使 得 可 以 用 椭圆 模 函 数 把 它 解 出 来 ( 见 《 巴黎 科学 院 
通报 》(Comptes Rendus, Vol. 46, 508 页 以 下 ), 即 埃 尔 米 特 《 全 集 少 第 2 卷 第 5 页 
以 下 ). 然后 到 1861 年 克 罗 内 克 在 Berliner Monatsberichte 以 及 Crelle 杂志 ,，Bd. 
69 上 更 加 深入 到 问题 的 核心 , 虽然 离开 正二 十 面体 还 有 一 点 距离 (他 对 正二 十 面体 
有 点 不 导 一 顾 ). 本质 之 处 正在 于 把 它 与 正二 十 面体 方程 联系 起 来 ; 引入 椭圆 也 数 
的 作用 正如 同 在 开 方 根 时 引入 对 数 一 样 . 椭圆 函数 的 介入 , 我 们 将 在 下 面 充 分 地 弄 

它 与 正二 十 面体 的 联系 (其 项 数论 的 意义 其 实在 黎 曼 的 讲演 里 ， 也 就 是 在 
1858/1859 年 ,就 已 经 出 现 了 ) 简单 地 如 同 下 述 . 五 次 方程 可 以 用 初等 的 方法 ( 即 
用 所 谓 切 恩 罕 斯 (Ehrenfried Walther von Tschirnhaus, 1651 一 1708, 德国 数学 家 ) 变 
换 ) 化 为 以 下 形状 : 

5 十 5ay 十 597 十 7 = 0. 


(我 称 之 为 主 五 次 方程 .) 这 时 对 于 它 的 5 个 根 yo, 1, :… , ya, 我 们 有 


4 4 
> = 2 多 =0 

0 0 

引入 拉 格 明日 表达 式 
Dr = Yt+eE nie yt+e yt ey (v=0,1,...,4) 
我 们 有 
po 二 0， 

以 及 


D1D4 十 p2p3 = 0. 


我 们 把 后 式 看 成 一 个 二 次 曲面 丽 的 方程 , 此 方程 在 5 个 根 的 120 个 置换 下 不 变 ， 
所 以 在 pi, pz,ps, pa 的 120 个 线性 变换 下 不 变 , 即 在 p 空间 的 120 个 共 线 变换 下 
不 变 . 

由 此 我 们 可 以 得 出 , 在 根 加 的 60 个 偶 置换 下 , 及 的 两 族 母 线 都 变 为 其 自身 . 
这 种 论证 方法 以 后 还 可 以 用 于 极 不 相同 的 领域 , 由 此 , 只 要 再 走 一 小 步 , 就 会 看 见 ， 
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这 两 族 母 线 
Pi_p 和 _ 人 nt 
D2 pa p4 bp3 
的 参数 。 和 «在 根 y, 的 60 个 偶 置 换 下 , 恰好 经 历 60 个 正二 十 面体 变换 , 因此 依 
赖 于 一 个 正二 十 面体 方程 , 其 中 z 是 系数 a, 6,Y 和 方程 的 判别 式 的 平方 根 的 有 
理 函 数 , ( 见 我 所 写 的 《正二 十 面体 讲义 》(Vorlesungen iiber das Ikosaeder ) 第 3 
章 .) 

在 我 的 书 里 可 以 看 到 , 怎样 把 这 个 z 显 式 地 表示 出 来 , 以 及 在 计算 出 一 个 6 或 
s' 以 后 , 如 何 得 出 一 个 给 定 的 五 次 方程 的 根 y 来 . 

用 一 首 对 于 正 多 面体 的 颂歌 作为 结束 是 适当 的 . 它们 的 历史 交织 在 整个 数学 
发 展 的 历史 中 . 对 于 毕 达 哥 拉 斯 学 派 , 它们 似乎 是 一 种 神秘 的 完美 的 象征 . 希腊 自 
然 哲学 家 认为 它们 平行 于 五 大 元 素 5 . 希腊 几何 学 家 则 能 够 证 明 除了 他 们 已 经 知 
道 的 五 种 正 多 面体 以 外 , 再 没有 其 他 正 多 面体 了 , 这 些 正 多 面体 还 可 以 从 外 接 球面 
的 半径 用 尺 规 作 图 作出 来 . 欧 几 里 得 的 《 几何 原本 》 第 13 卷 的 安排 , 就 是 以 正 多 面 
体 的 作 图 为 结尾 的 . 

在 整个 中 世纪 , 它们 一 直 是 一 种 神秘 的 崇敬 对 象 和 坚定 的 性 格 的 符号 原型 . 在 
贝尔 格 (Berg) 我 家 的 纹 章 记号 中 , 就 画 了 一 个 正四 面体 , 四 周 铬 刻 了 以 下 的 铭文 : 


“四 只 角 的 石头 , 不 论 怎样 落下 ， 
总 能 稳 稳 地 站 立 ” 


开 普 勒 以 大 胆 的 想象 力 , 把 正 多 面体 与 行星 轨道 的 尺度 连接 起 来 了 . 在 近代 正 多 面 
体 又 出 现在 科学 的 数学 的 视野 之 内 , 它们 在 那里 , 把 群 论 、 代数 和 水 数 论 联系 起 来 
并 且 指 出 了 进一步 发 展 的 道路 . 

在 正二 十 面体 情况 下 ， 


我 们 曾经 特别 地 关注 过 它 , 它 的 特点 在 于 : 它 给 出 球面 的 有 限 的 三 角形 分 划 . 沿 着 
这 条 思路 , 我 们 下 一 步 要 考虑 的 就 是 由 无 限 个 三 角形 完成 的 分 划 . 
很 明显 , 令 
和 A=1/l, k=1l/m, v=1/n 


就 能 给 出 这 样 一 个 分 划 , 这 里 1 m, n 是 大 于 2 的 整数 . 


[11] 此 书 有 英 译 本 : Lectures on icosahedrons and the solution of equations of the fifth degree, 由 
Dover 出 版 社 发 行 . 英 译本 注 

03 希腊 哲学 中 的 四 元 素 (水 、 火 、 气 、 土 ) 学 说 是 人 们 熟知 的 . 但 是 他 们 还 主张 有 第 五 种 更 高 级 
的 物质 形态 , 即 以 太 . 所 以 , 克 莱 因 在 这 里 说 到 五 元 素 .一 -中 译本 注 
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在 这 里 , 我 们 要 按 和 + yj. 十 v 是 大 于 、 等 于 还 是 小 于 1 来 区 分 三 种 情况 . 
如 果 入 十 上 4 十 v > 1, 经 过 简单 的 数论 的 考虑 证 明 , 我 们 会 得 到 相应 于 四 个 正 多 
面体 的 三 角形 分 划 : 


5 5 = 正二 面体 
> 5 3 正四 面体 
5 2 正八 面体 
> E 正二 十 面体 


( 见 Klein-Fricke, Modulfunktionen, Bd. 1, 75, 76, 104-106 诸 页 的 插图 ) 
如 果 和 十 十 v= 1, 然后 取 起 始 的 三 角形 为 直角 三 角形 , 我 们 就 会 得 到 排列 成 
平行 四 边 形 网 格 的 图 形 , 这 时 , 可 能 有 三 种 情况 ( 见 上 书 107 页 ): 


| 一 


1 
3 
1 
4 
1 
3 


Ci IE 


我 们 已 经 多 次 以 第 2 种 情况 为 例 了 . 这 时 , 整个 平面 (球面 ) 被 一 族 三 角形 所 履 盖 ， 
直到 作为 极限 点 的 无 穷 远 点. 
现在 我 们 的 兴趣 转 到 第 三 种 情况 , 即 


A+hR+v<1. 


这 时 , 有 无 穷 多 个 三 元 组 和 , 1,v 满足 此 式 . 

可 以 找到 一 个 圆 , 正 交 于 这 样 一 个 三 角形 的 三 边 , 而 在 [对 于 每 一 个 边 一 一 这 
几 个 字 是 中 译本 加 的 , 以 下 的 文字 也 稍 有 变动 ] 的 反 演 下 , 此 圆 变 为 其 自身 , [至 于 这 
个 三 角形 , 若 逐 次 对 其 各 个 边 作 反 滨 , 可 以 得 到 另 一 个 三 角形 . 再 对 新 三 角形 作 类 
似 的 运算 ,就 会 得 到 无 穷 多 个 三 角形 , 但 是 这 个 圆 是 不 变 的 一 一 方 括号 中 的 字 是 中 
译本 加 的 ,| 仍然 正 交 于 所 有 这 些 三 角形 , 成 为 它们 的 极限 圆 , 就 是 它们 的 自然 边界 
(例如 对 于 1/2, 1/3, 1/7, 可 见 上 面 引 用 的 Modulfunktionen 一 书 第 1 卷 109 页 的 
图 33). 

我 们 必须 自己 来 想象 一 下 这 些 图 形 , 高 斯 就 这 样 做 过 ( 见 第 1 章 39 页 , 高 斯 
《全 集 》 第 8 卷 104 页 ). 不 应 忘记 , 我 们 是 处 在 反 演 几何 学 的 领域 中 . 特别 是 , 我 们 
必须 在 正 交 圆 为 一 直线 (特别 是 实 轴 ) 时 , 掌握 这 种 图 形 , 因为 这 时 常 更 为 方便 . 
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第 三 种 情况 的 图 形 里 , 包括 三 个 角 为 0 0, 0 以 及 为 三 个 角 为 5，5， 0 的 圆 弧 
三 角形 , 我 们 在 椭圆 模 函 数理 论 中 遇 到 过 它们 . 既然 已 经 遇 到 过 这 两 个 例子 , 下 面 
我 们 就 集中 来 讲 它们 

如 果 我 们 从 三 个 角 为 0, 0, 0 的 圆 弧 三 角形 开始 , 正 交 圆 就 是 这 个 三 角形 的 外 
接 圆 . 将 此 三 角形 对 其 一 边 作 反 演 ,又 会 得 到 一 个 三 角形 , 继续 这 样 做 反 演 , 就 会 
得 到 正 交 圆 内 域 用 三 角形 的 分 划 , 这 些 三 角形 越 变 越 小 , 但 其 顶点 仍然 在 正 交 圆 上 . 
从 项 角 均 为 0 的 圆 弧 三 角形 , 我 们 很 容易 就 会 转 到 第 2 个 情况 , 即 项 角 为 5，5， 0 
的 圆 弧 三 角形 . 为 简单 起 见 , 我 们 取 项 角 均 为 0 的 圆 弧 三 角形 为 等 边 三 角形 一 一 这 
不 是 一 个 本 质 的 限制 . 作 此 三 角形 的 三 个 高 (如 图 42 右 图 ) 就 会 得 到 6 个 顶 角 为 
和 二 , 0 的 圆 弧 三 角形 . 从 这 6 个 小 三 角形 的 任意 一 个 出 发 , 并 对 其 边 做 反 演 , 就 能 
得 出 其 余 5 个 小 三 角形 , 因为 每 两 个 相 邻 的 小 三 角形 都 对 其 公共 边 反 演 对 称 . 如 果 
我 们 再 对 这 些 三 角形 无 限制 地 反 演 下 去 , 显然 也 会 得 到 与 第 一 个 情况 ( 即 图 42 的 
左 图 ) 相同 的 那些 三 角形 , 但 是 其 每 一 个 都 会 被 适当 的 “高 线 圆 弧 (altitude-circle) 
[H6henkreise]” 分 解 为 6 个 小 三 角形 ( 见 上 引 Klein-Fricke, Modulfunktionen,，Bd. 
1, 111 页 , 112 页 的 插图 ). 把 极限 圆 变换 成 实 轴 , 就 会 在 第 一 种 情况 下 给 出 Klein- 
Fricke，Modulfunktionen, Bd. 1, 273 页 上 的 插图 , 而 在 第 二 种 情况 下 给 出 该 书 113 
页 上 的 插图 . 这 时 的 起 始 的 三 角形 如 图 43 所 示 . 


图 42 图 43 


我 们 现在 用 w 来 记 5, 因为 在 椭圆 函数 理论 中 通常 都 是 这 样 做 的 . 现在 把 反 演 
放 在 一 边 (如 果 用 -% 来 代替 w, 则 反 演 变换 里 的 wo 将 是 解析 的 , 这 里 @ 是 w 的 
共 罗 复数 ), 对 于 顶 角 为 x/3, r/2, 0 的 圆 弧 三 角形 , 我 们 将 得 到 以 下 分 式 线性 变换 
之 群 : 


; Qw+pb 
w+ 
这 里 的 a, 86, 7, 6 是 整数 , 而 且 其 行列 式 为 1. 另 一 方面 , 对 于 三 个 顶 角 均 为 0 的 
圆 弧 三 角形 , 这 些 反 演 将 构成 以 上 的 群 之 满足 以 下 条 件 的 子 群 : 


a BY /1 0 
人 (9 es 
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( 见 Klein-Fricke，Modulfunktionen, Bd. 1, 第 43 页 或 第 270 页 ), 我 将 称 这 个 子 群 
为 层次 2 的 主 合同 子 群 (principle congruence subgroup of level two) ( 见 第 1 章 , 40 
页 一 一 中 译本 注 ). 

这 些 群 和 图 形 是 怎样 进入 椭圆 水 数 , 特别 是 椭圆 模 函 数 的 初等 理论 的 呢 ? 

我 在 第 1 章 里 曾经 就 高 斯 的 工作 讲 过 这 一 点 , 所 以 这 里 只 需要 概述 一 下 就 行 
了 . 在 讨论 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 时 候 , 我 也 曾 回 到 过 这 个 问题 上 来 . 我 也 愿意 引述 Fricke 
关于 椭圆 函数 的 教 本 03 

作为 第 一 类 椭圆 积分 关于 原始 的 周期 wl，w 的 线性 变换 的 有 理 不 变 式 , 我 们 
有 g2,，g3 和 判别 式 

A = g2 — 27g3. 


由 此 又 可 以 得 到 绝对 不 变 式 J = gB2/A. 如 果 我 们 记 wi /wz = w, 则 


此 式 可 以 用 超 几 何 级 数 积 出 来 . 特别 是 , 对 于 开始 的 一 对 正规 形状 的 三 角形 , 我 们 
有 


1 0 1 5 1 
二 — $1 28J 十 一 1 一 一 ,， 20 十 1 ;一 
WwW 二 os 1728J 3p og F (p+ 15， 0 十 15，“0 3)}) 


i 31 il1 13157 i 1 
= 一 28.J 一 一 一 一 二 一 一 一 一 
27 0g 1728. 一 4 元 了 一 15888 区 三 


(这 些 公 式 看 起 来 与 对 于 正二 十 面体 的 公式 不 太一 样 , 因为 那 时 超 几 何 级 数 里 的 参 
数 7 是 一 个 整数 .) 


相应 的 起 始 图 形 如 图 44 所 示 . 图 上 的 箭头 表示 等 价 的 边缘 . 
图 上 的 箭头 所 示 的 边缘 变换 w' = w 十 1, w' = -1/w 合 起 来 就 
“生成 ”了 这 些 三 角形 的 整个 变换 群 , 而 其 行列 式 等 于 1: 


一 1. 


YY 0 


_1 
至 于 其 无 理 的 不 变 式 , 则 有 下 面 4 个 点 的 交 比 入 这 4 个 点 就 “ 
是 出 现在 第 一 类 积分 的 积分 号 下 的 平方 根 函 数 的 黎 曼 曲 面 的 4 个 
枝 点 . 和 与 有 理 不 变 式 J 之 间 有 关系 式 


1 
2 


图 44 


J:J—1 :1=4X—A+1)? : (2X3 一 3X2 一 3A 十 2)2 : 27 和 2(1 一 入 )2. 


13 R. Fricke, Die elliptischen Funktionen und ihre Anwendungen, Leipzig, Bd. 1 (1916), Bd. 2 
(1922). 


312 加 第 8 章 群 论 与 也 数论 ; 自 守 函数 


( 见 第 1 章 , 40 页 ). 

勒 让 德 与 雅 可 比分 别 用 cz 和 k? 来 记 这 个 交 比 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 则 用 (el 一 
e3)/(ez — es). 

所 以 了 是 和 的 次 数 为 6 的 有 理 函 数 , 反 过 来 , 和 则 是 J 的 6 值 代数 水 数 . 这 
样 我 们 就 得 到 了 和 平面 分 划 为 12 个 区 域 , 它们 依次 是 上 或 下 半 平 面 的 像 , 在 图 45 
上 ,分别 加 上 了 阴影 或 未 加 阴影 : 


GB 
% 


图 45 


1 1 1 
= =s (3 7， 3， 7)， 
于 是 我 们 得 到 正二 面体 的 一 个 特例 . &? 对 应 于 一 个 J 平面 上 方 的 6 叶 黎 曼 曲 面 . 
这 个 曲面 的 枝 点 之 像 是 


可 以 证 明 


而 相应 的 7 之 值 是 
yj 一 co，J=1，vy =0. 


这 是 很 容易 验证 的 . 所 以 我 们 可 以 立刻 从 图 上 读 出 , 在 7 = 0 处 各 叶 在 两 个 枝 点 处 
相遇 , 而 在 每 一 个 校 点 处 各 有 3 叶 循 环 排列 ; 而 在 = 1 和 J 了 = oo 处 , 则 名 叶 在 3 
个 校 点 处 相遇 , 而 在 每 个 枝 点 处 各 有 两 叶 循 环 排列 . 

如 果 现 在 把 入 平面 沿 正 实 轴 从 0 到 ce 切 开 , 则 我 们 将 可 以 通过 w 平面 上 的 
连续 变形 得 到 


的 图 形 ( 见 Klein-Fricke, Modulfunktionen, Bd. 1, 294-295 页 ); 或 者 , 如 果 考 虑 入 平 
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面 之 分 划 为 J 三角形, 就 会 得 到 w = s(0 0 0; J) 的 图 形 (图 46) 边缘 变换 


图 46 
合 起 来 就 会 “生成 "层次 2 的 主 合同 子 群 : 


(人 


w(J) 平面 上 的 每 一 个 三 角形 都 是 J 平面 的 上 半 或 下 半 平 面 的 共 形 映射 的 像 . 
所 以 对 每 个 w 都 有 J 的 一 个 完全 确定 的 值 . 与 此 相 类 , 对 每 一 个 w 也 都 有 k? 的 一 
个 值 且 仅 有 一 个 值 . 

这 个 &2(J) 就 是 可 以 用 w“ 单 值 化 ”的 J 了 的 代数 函数 的 第 一 个 例子 (或 者 按 我 
们 原来 的 说 法 , 就 是 可 以 用 w 解 出 的 代数 方程 的 第 一 个 例子 ): J 和 妇 都 是 w 的 
单 值 函 数 . 我 在 此 不 再 给 出 w(j2) 的 显 式 的 例子 . 

接 下 来 我 要 给 出 一 些 关于 历史 资料 的 说 明 . 

我 们 已 经 讲 过 高 斯 . 第 一 个 成 功 地 进行 这 项 工作 的 人 是 黎 曼 , 就 是 在 我 们 多 次 
引述 的 他 的 1658/59 学 年 的 讲义 里 . 最 重要 的 是 他 注意 到 函数 w(k?) 的 巨大 的 单 值 
化 的 力量 . 今天 我 们 就 会 这 样 说 : 所 有 这 样 的 J 的 函数 , 只 要 它 是 在 J = 0，1，co 
处 有 枝 点 , 而 且 在 J = 0 处 是 3 时 一 组 地 交会 ,在 J = 1 处 是 两 叶 一 组 地 交会 , 而 
在 J = oo 处 则 可 以 是 任意 地 交会 , 则 这 样 的 J 的 函数 , 必 是 w 的 单 值 函 数 . 至 于 
2 的 函数 ,只 要 它们 只 在 J] = 0, 1, oo 处 有 枝 点 , 则 不 管 它们 怎样 交会 , 必定 都 是 
w 的 单 值 函 数 ! 


例子 

所 有 的 函数 s(1/3, 1/2, 0; 中 都 是 w 的 单 值 孙 数 (这 就 把 如 (J) 的 单 值 性 放 
在 了 一 个 更 宽 冰 的 背景 下 了 ), 特别 是 , 正二 十 面体 的 无 理 函 数 s(J 对 于 w 是 单 值 
的 , 这 就 是 我 们 以 前 说 过 的 : 正二 十 面体 方程 , 可 以 用 模 函 数 解 出 . 我 们 来 详细 看 一 
看 这 是 怎么 一 回 事 . 
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每 一 个 根 Yk， 一 k2 甚至 WR2(1 一 k2), 还 有 log 如，log (1 一 丰 ) 以 及 
log k2(1 一 k), 都 可 以 用 w 单 值 化 , 进一步 还 有 每 一 个 s 函数 s( 和 , pj, vv ; 12) 以 
及 每 一 个 一 般 的 超 几 何 级 数 F(a, B, YY ; k?) 也 都 可 以 用 w 单 值 化 . (最 后 这 一 点 是 
我 在 1878 年 的 《数学 年 刊 》14 卷 ，( 即 《 全集》 第 3 卷 , 27 和 63 页 ) 上 提出 的 .) 
我 对 此 感到 很 骄傲 . 但 是 , 1897 年 , 我 得 到 贝 估 德 (Bezold) 听 黎 曼 讲 课 的 笔记 , 我 
看 见 讲义 就 是 以 此 定理 结束 的 . 可 能 贝 佐 德 急于 要 去 休假 , 就 没有 详细 写 . 见 麦 克 
斯 . 诺 特 和 魏 廷 格 为 黎 曼 全 集 所 编 的 《 补 篇 》93 页 . 

从 歼 坚 开始 , 模 图 形 的 知识 逐渐 地 流 消 出 来 了 . 我 在 这 里 必须 特别 提 到 戴 德 金 
在 Crelle 杂志 1877 年 , 87 卷 上 的 一 篇 文章 ; 它 对 我 不 久 前 开始 的 工作 给 了 必要 的 
支持 . “椭圆 模 函 数 ” 一 词 也 是 出 自 此 文 . 

目 那 以 后 , 三 角形 图 形 就 很 快 为 众人 所 知 了 . 1897 年 , 皮卡 在 《巴黎 科学 院 通 
报 》68 卷 上 发 表 了 现在 以 他 命名 的 重要 定理 , 虽然 推导 很 见长 : 一 个 单 值 解析 函数 
在 孤立 的 本 性 奇 点 附近 , 最 多 忽略 两 个 值 . 与 此 有 关 的 还 有 肖 特 基 、 兰 道 (了 Edmund 
Yehezkel Landau, 1877 一 1938, 德国 数学 家 )、 卡 拉 特 沃 多 利 等 人 的 工作 . 

尺 一 条 也 是 以 高 斯 为 先驱 的 发 展 路 线 , 则 是 从 应 用 一 般 的 椭圆 函数 , 特别 是 4 
函数 开始 , 而 后 走 上 了 自己 的 道路 . 

在 这 一 方面 , 我 们 除了 阿 贝尔 、 雅 可 比 以 外 , 特别 要 首先 提 到 埃 尔 米 特 . 他 在 
《巴黎 科学 院 通 报 》1858 年 的 第 46 卷 上 ( 即 他 的 《全 集 》, 第 2 卷 , 5 页 和 22 页 
以 下 ) 人 研究 了 下 面 这 些 函 数 在 w 的 线性 变换 下 的 动态 ，Yk?，31 - 友 , 后 来 还 有 
8/k2 (1 一 如); 他 还 把 这 些 函 数 分 别 记 作 9(w), Www) 以 及 x(w). 

然而 埃 尔 米 特 在 函数 论 方面 并 不 完全 清楚 , 他 为 x(w) “是 一 个 同样 适当 定义 
的 晒 数 ” (est une fonction Egalement bien determinée) 而 感到 惊奇 , 而 我 们 知道 每 
一 个 根 式 Wk2 (1 一 妈 ) 都 是 w 的 单 值 沙 数 24, 埃 尔 米 特 在 掌握 他 所 用 的 那些 来 自 
椭圆 模 盟 数 的 4 函数 理论 的 公式 上 , 还 更 加 有 技巧 . 这 些 公 式 称 为 g 公式 , 这 里 9 
就 是 雅 可 比 用 来 表示 eirw 的 记号 na . 下 面 我 以 ga 和 gs 为 例 : 


2 /1 1 nac2n 
p = 人 ( 吉 + 计 内 | 
2r\6 1/ 1 7 一 、7502n 
2 (到 (过 -学 | 
与 此 相关 , 我 还 要 写 出 艾 森 斯 坦 级 数 , 这 种 级 数 我 已 经 讲 过 多 次 (例如 可 见 本 


书 第 1 章 , 34 页 ), 而 如 庞 加 莱 说 的 那样 , 它 “ 更 加 令 人 精神 上 得 到 满足 ”, 这 种 级 数 


14 见 埃 尔 米 特 《 全 集 》( Bwuvres) 第 2 卷 , 26 页 . 

015] 见 Fricke, Blliptische Funktionen, Bd. 1, 300 页 上 的 图 形 , 当 把 w 平面 共 形 地 上 映 到 92 平面 单 
位 圆 内 部 时 , 三 角形 划分 的 平行 带 形 的 像 就 是 它 . 点 +ice 被 映 到 g = 0, 起 始 的 三 角形 在 图 43 
上 可 以 看 得 很 清楚 . 
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go =60》 


二 140 一 一 
2 > (m1w1 十 ys 


人 们 通常 是 从 双 周 期 函数 理论 导出 这 些 公式 的 , 反 过 来 由 后 者 直接 导出 前 者 , 则 是 
赫 尔 维 菊 在 他 的 学 位 论文 (Mathematische Annalen, Bd，18, 1891) 中 , 第 一 一 次 非常 
漆 亮 地 完成 的 . 

从 前 述 的 考虑 , 发 展 了 一 种 值得 注意 的 代数 理论 , 即 椭圆 函数 , 特别 是 椭圆 模 
函数 的 变换 理论 ( 见 本 书 第 1 章 , 36 页 ). 

邻 n= ad 一 bc 是 整数 a, b,c, d 所 成 的 行列 式 . 我 们 特别 要 研究 


/时 =J 与 J(w) 


(mi 十 ra 


co 十 
之 间 , 以 及 


之 间 的 关系 . 这 个 关系 式 就 称 为 J 与 J 的“n 阶 变换 ”, 它 是 一 个 代数 方程 . 例如 ， 
当 n 为 素数 时 , s 的 方程 就 是 两 个 变 元 的 nn 十 1 次 方程 . 这 些 方程 称 为 “ 模 方程 ”. 

勒 让 德 、 雅 可 比 和 他 们 的 学 生 们 , 开始 时 很 乐于 去 找 出 这 些 模 方程 在 阶 数 最 低 
时 的 各 种 形式 . 他 们 发 现 , 这 些 方程 的 系数 原来 是 一 些 积分 ! 

然后 伽 罗 瓦 出 场 了 , 走出 了 很 大 的 一 步 . 当 n 是 素数 时 , 他 找 出 了 这 些 方程 的 
群 . 在 附加 上 V (- 13) 邱 :m 以 后 , 此 群 是 Gnz_1)yz, 而 且 有 一 个 很 容易 的 数论 定义 . 
当 n > 3 时 , 它 是 一 个 单 群 , 所 以 这 时 模 方程 不 能 用 根 号 解 出 ; 模 方程 的 每 一 的 “ 预 
解 式 ”都 和 原 方程 有 相同 的 群 . 特别 是 , n = 5, 7, 11 时 , 我 们 会 得 到 : 预 解 式 的 次 
数 为 n, 即 比 原 方程 次 数 少 1. 所 以 , 我 们 得 到 以 下 的 预 解 式 : 


n= 二 5 时 预 解 式 次 数 为 5, 而 有 一 个 群 Geo， 
n= 二 7 时 预 解 式 次 数 为 7, 而 有 一 个 群 Gies 
n 二 11 时 预 解 式 次 数 为 11, 而 有 一 个 群 Geeo. 
对 于 更 大 的 素数 , 群 的 阶 数 就 不 会 这 样 变化 了 [9 . 
然后 , 埃 尔 米 特 在 1859 年 4《 巴黎 科学 院 通报 》 卷 48 和 49 ( 即 《 全集 》 第 2 卷 ， 
38-82 页 , 特别 是 文章 XIV-XVI) 提出 了 实际 构造 出 低 阶 预 解 式 的 问题 . 正如 我 们 


16] 合 罗 瓦 这 个 定理 的 证 明 是 由 贝蒂 (Enrico Betti, 1823 一 1892, 意大利 数学 家 ) 给 出 的 , 发 表 在 
Ann.di Sc. mat. e fis, t. 4, 1853, 即 他 的 数学 全 集 CBuvres, 第 1 卷 , 81 页 以 下 . 他 的 重大 功绩 在 于 
通过 自己 深刻 的 研究 使 件 罗 瓦 的 理论 为 世界 数学 界 所 能 够 接受 , 然后 Gierster 在 Mathematische 
Annalen. 第 18 卷 (1884), 319 页 以 下 对 于 模 方程 的 群 作 了 完备 的 讨论 . 
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说 过 的 那样 , 他 得 到 了 一 个 可 以 用 椭圆 模 消 数 解 出 的 五 次 方程 ; 对 于 七 次 方程 , 他 
也 得 到 一 个 简单 的 结果 , 但 是 还 不 能 掌握 ”= 11 的 情况 . 

我 在 《数学 年 刊 》 第 14, 15 卷 (1878, 1879) 中 给 自己 提出 了 一 项 任务 , 就 是 借 
助 几何 函数 论 清楚 地 洞察 整个 领域 . 对 于 n = 5, 7, 11, 我 得 到 了 完全 的 成 功 , 并 且 
由 此 导出 了 关于 椭圆 模 函 数 的 新 的 群 论 -几何 学 的 程序 (1879 年 ) 67 . 

现在 我 要 对 关于 椭圆 模 函 数 的 这 个 一 般 程序 讲 几 句 话 , 因为 这 就 很 自然 地 转 到 
了 自 守 函数 的 一 般 理 论 . 这 个 一 般 程序 可 以 用 “ 伽 罗 拟 和 歼 受 的 混合 物 ” 这 人 句 题词 
来 刻画 . 我 要 对 这 个 一 般 的 任务 给 出 两 种 讲法 , 同时 把 层次 2 的 主 合 同 子 群 放 在 心 
里 , 作为 最 简单 的 例子 . 


1. 第 一 种 讲法 如 下 : 列举 出 w 的 变换 w' = (aw 十 8)/ (yw 十 6) 之 群 的 所 有 子 
群 , 再 看 在 w 平面 上 要 有 多少 对 三 角形 一 个 挨 着 一 个 地 放 在 一 起 才能 构造 出 这 个 
子 群 的 不 连续 域 ; 最 后 还 要 考虑 , 这 个 不 连续 域 的 边界 怎样 由 这 个 群 的 “生成 ”元 
成 对 地 粘连 起 来 , 这 样 , 在 想象 中 这 个 不 连续 域 就 成 了 一 个 封闭 曲面 一 一 即 一 个 黎 
受 曲面 , 然后 就 去 寻求 按照 黎 曼 的 原理 必然 存在 的 代数 函数 . 这 样 , 不 连续 域 就 变 
成 了 这 个 函数 的 “基本 域 ”( 而 我 原来 则 称 之 为 “基本 多 边 形 ”). 

如 果 这 听 起 来 觉得 太 抽 象 , 我 还 可 以 给 出 第 2 种 讲法 . 


2. 在 jy 平面 上 方 作 一 个 黎 曼 曲面 , 而 只 以 J= 0，1，oo 为 枝 点 , 其 格式 如 
1/3, 1/2, 0 那样 ( 见 312 页 的 例子 , s(1/3, 1/2, 0 ; 由) 我们 来 寻求 这 个 黎 曼 曲面 
上 最 简单 的 函数 (以 及 联结 它们 的 方程 ), 再 把 整个 处 理 都 转移 到 w 平面 上 去 , 在 那 
里 , 隔 数 s 成 为 w 的 单 值 函数 , 而 经 过 适当 分 割 的 黎 曼 曲面 被 映 到 基本 域 上 , 基本 . 
域 则 由 一 些 w 三 角形 组 成 , 这 些 三 角形 的 边缘 则 在 适当 的 w 变换 下 成 对 地 对 应 . 最 
后 , 我 们 再 来 找 出 由 这 种 边缘 的 对 应 所 生成 的 w 变换 群 的 子 群 . 

在 这 里 , 我 们 有 了 和 群 论 和 函数 论 的 完美 的 合作 . 我 在 比较 早 的 文章 里 , 为 了 停 
留 在 代数 的 领域 内 , 仅 限 于 由 有 限 多 个 w 三 角形 构成 的 基本 多 边 形 ; 但 这 并 非 本 质 
上 的 需要 , 再 说 , 同时 考虑 由 无 限 多 个 w 三 角形 构成 的 基本 多 边 形 , 更 加 符合 现代 
的 要 求 . 我 们 已 经 有 过 这 样 的 例子 , 如 

5 全 >， -= 7 或 者 log hk?” 或 者 s(A 4, vv; 2). 

我 们 已 经 在 312 页 上 , 把 交 比 和 与 J 的 六 次 方程 联系 起 来 , 并 以 此 为 为 例 , 来 
说 明 第 2 种 讲法 ; 在 那里 , 我 们 发 现 自己 被 引导 到 层次 2 的 主 合同 子 群 ! 

我 们 现在 再 来 看 正二 十 面体 方程 . 这 里 我 们 讨论 的 不 再 是 交 比 , 而 是 函数 


1 1 1 
=s (5 3 317) 


17 风 克 芋 因 《 全集》 第 3 卷 , 169 页 以 下 的 Zur Systematik der Theorie der elliptischen Modul- 
funktionen 一 文 . 
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它 相 应 于 J 平面 上 方 的 一 个 60 叶 黎 曼 曲 面 . 我 们 把 已 经 按 正 二 十 面体 分 划 开 来 
的 球面 ,好像 剥 橘子 一 样 ,分 成 10 办 从 oo 到 0 的 新 月 形 , 然后 再 转移 到 w 平 
面 上 成 为 10 条 依次 挨 在 一 起 的 铝 直 带 形 ,每 一 条 宽度 均 为 > ( 见 Klein-Fricke， 
Modulfunktionen, Bd. 1, 155 页 , 图 83). 从 球面 的 正二 十 面体 分 划 很 容易 看 到 ，w 
平面 上 的 这 些 三 角形 , 是 如 何 恰到好处 地 互相 比邻 的 . 相应 的 w 变换 就 应 该 与 恒 
等 映射 mod 5 全 同 , 所 以 它们 会 生成 层次 5 的 主 合同 子 群 . 事实 上 , 不 互相 mod 5 
合同 的 w 变换 共有 60 个 , 所 以 这 个 层次 5 的 主 合同 子 群 ( 它 由 所 有 的 mod 5 全 同 
于 恒 等 映 射 的 w 变换 构成 ) 的 不 连续 域 必 由 60 个 双 三 角形 组 成 . 反 过 来 , 二 十 面 
体 的 球面 是 这 个 不 连续 域 的 单 值 像 . 很 明显 , 在 所 有 单 值 晴 数 中 , 再 没有 比 这 个 二 
十 面体 函数 s 更 加 简单 的 了 . 这 样 , 6 不 仅 是 层次 5 的 主 合同 子 群 的 一 个 例子 , 它 
也 是 属于 这 个 层次 5 的 主 合同 子 群 的 最 简单 的 模 函 数 ! 

这 就 不 仅 使 得 正二 十 面体 方程 可 以 用 椭圆 模 函 数 解 出 , 成 为 清楚 不 过 的 事情 ， 
而 且 使 得 在 椭圆 隔 数 系统 内 , 正二 十 面体 方程 之 于 层次 5 的 主 合同 子 群 的 地 位 , 正 
如 交 比 方程 对 于 层次 2 的 主 合同 子 群 的 地 位 一 样 . 

同时 , 所 有 这 一 切 都 基于 五 次 方程 可 以 用 椭圆 模 函 数 解 出 这 个 事实 ; 而 这 个 解 
存在 正 是 因为 五 次 方程 必 可 用 正二 十 面体 方程 来 求解 , 等 等 . 

现在 我 略 去 5 用 9 函数 的 数值 表示 ( 即 “g 公式 ”), 它 是 我 后 来 给 出 的 ( 见 人 《6 数 
学 年 刊 》 第 17 卷 (1880/81), 即 《 全集》 第 3 卷 , 186 页 以 下 ; 也 可 参看 Klein-Fricke， 
Modulfunktionen, Bd. 2, 第 5 节 ). 它 把 黎 曼 、 伽 罗 瓦 和 雅 可 比 都 结合 起 来 了 . 反 过 
来 , 从 8 函数 开始 , 导出 层次 5 (和 层次 7) 的 整个 理论 
上 哪儿 去 找 . 公式 是 有 力 的 , 但 是 也 是 育 目 的 ! 

现在 我 来 处 理 下 一 个 较 高 级 的 情况 , 即 mn = 7 的 情况 . 

共存 在 7. 5 1) = 168 个 不 mod 7 合同 的 变换 w' = i 

相应 于 这 168 个 w', 我 们 会 在 J 平面 的 上 方 有 一 个 168 叶 的 黎 曼 曲面 , 它 的 
各 时 在 0,， 1，co 等 二 个 愉 的 上 广 分 枝 , 成 为 3 叶 一 组 或 2 叶 一 组 或 7 页 一 组 . 按照 
第 6 章 219 页 关于 亏 格 的 公式 , 我 们 有 

p= -ntl _ 50.2+84.1+24.6 _167=3, 

所 以 亏 格 为 3. 

这 样 我 们 就 回 到 具有 亏 格 3 的 代数 簇 理论 , 这 一 点 我 们 在 第 7 章 258 页 以 下 
已 经 讲 过 , 它们 可 以 通过 一 个 四 阶 平面 曲线 的 图 像 来 掌握 . 

然而 在 追随 这 个 思想 以 前 , 我 们 要 看 一 下 , 能 不 能 得 到 这 2 . 168 = 336 个 半 平 
面 如 何 连接 的 图 像 , 使 得 其 结果 像 n = 5 时 的 正二 十 面体 三 角形 的 网 络 一 样 清楚 . 

这 是 可 以 做 到 的 , 只 要 使 用 函数 


1] 1 1 
EE 
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就 行 了 . 这 是 一 个 无 穷 多 值 的 函数 , 但 是 可 以 单价 地 拓展 到 其 黎 曼 曲面 的 三 角形 网 
络 中 去 . 我 们 会 在 s 平面 上 得 到 一 个 正 14 边 形 , 把 它 从 中 心 分 割 为 14 个 相同 的 
扇形 , 每 一 个 扇形 又 由 24 个 三 角形 构成 (总 共 是 14. 24 = 336 个 三 角形 ), 这 些小 
三 角形 是 上 或 下 半 J 平面 的 像 . 把 它们 依次 地 或 者 加 上 阴影 , 或 者 不 加 阴影 ( 见 图 
47)， 如 果 我 们 认为 相应 的 边缘 分 别 属于 有 阴影 或 无 阴影 的 三 角形 , 则 顶点 会 依次 
落 在 一 些 点 上 , 而 在 每 个 这 样 的 点 上 , 有 了 个 双 三 角形 汇聚 . 于 是 我 们 的 24 边 形 的 
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各 边 相 应 于 7 = 2.3+1 的 割 口 的 两 岸 ( 共 算 作 14 个 割 口 ), 它们 在 亏 格 为 3 的 黎 
曼 曲面 (可 表 为 有 3 个 洞 的 环 面 ) 上 , 把 两 点 O 与 0' 连接 起 来 , 而 这 两 点 均 相应 
于 J = oo. 在 顶点 (Scheiteln) O 处 的 顶 角 之 和 为 2r, 而 在 顶点 0' 处 的 顶 角 之 和 也 
是 2r . 这 样 , 封闭 的 黎 曼 曲面 才能 够 转移 到 为 s 图 形 , 而 且 角 度 不 变 . 

运用 这 种 “想象 为 封闭 ”的 基本 域 , 和 运用 真正 封闭 的 168 叶 的 曲面 , 想 要 做 
到 同样 目 如 和 靠得住 , 而 且 更 为 方便 , 这 是 一 个 习惯 问题 . 事实 上 , 在 这 样 的 图 形 上 
可 以 实际 地 把 路 径 画 出 来 ; 例如 , 图 上 的 虚线 其 实 是 一 条 封闭 曲线 一 -为 了 看 到 这 
一 点 , 只 需 注意 各 个 边 的 对 应 关系 即 可 . 

我 还 要 提醒 , 不 仅 J 在 s 上 是 单 值 的 , 而 且 s 在 7 平面 上 方 的 168 叶 曲面 上 
是 “不 分 枝 ”(wunbranched) 的 . 这 样 , 我 们 就 达到 了 在 黎 曼 曲面 上 的 不 分 枝 s 函数 
这 个 重要 概念 一 一 这 就 是 这 样 一 个 函数 ， 当 在 所 有 包含 的 闭路 上 拓展 时 , 它 会 经 历 
一 个 分 式 线性 变换 , 从 而 是 一 个 无 穷 多 值 的 函数 , 但 是 它 映 黎 曼 曲面 的 每 一 点 的 邻 
域 到 s 球面 的 一 点 的 一 个 简单 [schlichd| 邻 域 上 . 

为 了 从 黎 曼 曲面 转移 到 w 平面 , 我 们 把 s 球面 从 中 心 分 割 为 14 个 扇形 , 再 把 
每 个 扇形 移 到 w 平面 的 一 个 宽度 为 1/2 的 条 形 , 如 图 48 所 示 , 每 一 个 铅 直 带 形 (其 
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中 加 了 阴影 和 未 加 阴影 的 三 角形 各 有 12 个 ) 均 复制 14 次 , 所 以 共有 14.12 = 168 
个 三 角形 . 相应 的 边界 变换 就 会 生成 层次 7 的 主 合同 子 群 . 

现在 离开 w 平面 , 并 转 到 黎 曼 曲面 上 的 代数 洱 数 . 

因为 p = 3, 我 们 可 以 得 到 最 简单 的 函数 如 下 . 存在 3 个 处 处 有 限 的 积分 
ul， U2， U3 , 令 它 们 的 微分 与 向 , 加 , ta 成 比例 如 下 : 


du]l ， duo 。 du3 = D1 : po ; 3. 


这 些 j; (或 它们 的 比 ) 就 是 黎 曼 曲面 上 最 简单 的 代数 函数 (这 一 点 我 们 在 第 7 章 里 
已 经 讲 过 ). 它们 满足 一 个 四 次 方程 i ($1，$2， 加) = 0, 而 这 个 方程 就 决定 了 一 条 
四 阶 平面 曲线 . 于 是 , 主要 之 点 如 下 : 1. 实际 算出 这 条 四 次 曲线 , 2. 在 此 曲线 上 把 
J 表示 为 $; 的 有 理 函 数 , 这 个 函数 每 一 个 值 都 会 在 曲线 上 的 168 个 点 上 取得 . 当 
J= 0 时 , 这 些 点 每 3 个 合 为 一 点 , J= 1 时 , 每 2 个 合 为 一 点 , 而 当 J = co 时 , 每 
7 个 合 为 一 点 ; 对 于 J 的 所 有 其 他 值 , 这 些 点 互相 分 离 . 

1878 年 , 我 做 成 功 了 这 些 事 . 当时 我 说 , 我 们 的 特殊 的 Cs 由 于 其 黎 曼 曲面 由 
s 三 角形 构成 的 特殊 方式 , 必定 在 168 个 一 对 一 的 变换 下 变 为 其 自身 , 犹如 正二 十 
面体 球面 在 60 个 旋转 下 变 为 自 喘 一 样 ; 进一步 我 还 说 , 这 些 一 对 一 的 变换 必定 对 
于 这 些 内 为 线性 的 (这 一 点 我 已 经 在 第 7 章 282 页 讨论 过 ). 

由 此 , 我 们 看 到 , 在 平面 上 一 定 有 一 个 共 线 变换 之 群 Gi6s (这 件 事 在 当 时 是 
新 的 , 而 且 惊 人 ). 再 经 过 简单 的 思考 , 就 知道 我 们 的 Cs 的 最 简单 的 形状 是 : 


bip2 + P293 + 301 = 0. 
最 后 , 利用 不 变 式 理论 的 论证 , 我 们 能 把 J 写成 一 个 42 次 有 理 函 数 如 下 : 
J :J—1:1= 97 :3 :xt. 


以 上 都 是 我 在 《数学 年 刊 》 卷 14 (1878) ( 即 《 全集》 第 3 卷 , 90 页 以 下 ) 所 作 的 结 
果 . 如 果 想 要 更 详细 地 研究 平面 四 阶 曲 线 , 则 以 上 所 作 可 以 作为 一 个 漂亮 的 例子 . 

几何 学 家 会 一 般 地 认可 这 个 工作 . 另 一 方面 , 代数 学 家 会 在 这 里 看 到 : 椭圆 也 
数 的 七 阶 变换 的 八 次 模 方 程 与 其 七 次 预 解 式 有 清楚 的 联系 . 最 后 , 分 析 学 家 则 会 得 
到 如 何 用 3 项 数 来 表示 函数 $1，B2，gps, 以 及 所 有 由 它们 有 理 地 构成 的 函数 ( 见 
《数学 年 刊 了 17 卷 (1881) 即 克 莱 因 《 全 集 》 卷 3, 186 页 以 下 ). 

总 之 , 与 椭圆 也 数 的 七 阶 变换 相关 的 问题 , 已 经 得 到 了 解决 , 其 完备 的 程度 一 
如 用 正二 十 面体 理论 来 解决 五 阶 变换 的 问题 一 样 . 


同时 , s 平面 上 方 的 黎 坚 曲面 的 图 形 , 换 名 话说 , 就 是 Cs 可 以 用 s(1/3, 1/2， 
1/7 ; J) 来 加 以 单 值 化 这 件 事 , 在 男 一 方面 也 有 示范 作用 (特别 是 因为 函数 s(1/3， 
1/2,1/7; 了 ) 本 来 就 是 为 了 使 整个 问题 更 加 直观 而 造 的 , 这 一 点 就 更 加 值得 注意 )， 
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现在 , 请 关注 这 一 点 , 而 暂时 不 管 s 球面 上 的 多 边 形 被 分 划 为 2. 168 = 336 个 
三 角形 那 件 事 , 因为 后 者 只 是 相应 于 我 们 的 C4 的 特殊 本 性 . 

这 时 , 我 们 就 会 说 , 我 们 已 经 能 够 用 一 个 函数 对 已 给 的 C4 作 上 映射, 此 函数 存在 
于 这 个 04 之 上 , 并 且 在 其 上 不 分 枝 , 使 得 映射 所 得 的 区 域 的 边缘 可 以 用 s 球面 上 
的 线性 变换 成 对 地 对 应 起 来 , 这 些 线性 变换 把 一 个 固定 圆 映 入 自身 之 内 , 大 用 这 个 
映射 进一步 地 来 复制 这 个 区 域 , 就 会 更 多 地 覆盖 这 个 圆 的 内 域 , 虽然 总 是 有 限 地 用 
盖 . 我 们 说 , s 这 个 函数 最 简单 地 单 值 化 了 这 个 Cs, 所 谓 最 简单 是 指 s 这 个 映射 是 
处 处 共 形 的 . 反 过 来 , s 平面 (或 者 说 s 平面 上 的 极限 圆 的 内 域 ) 是 被 表示 为 Ca 上 
的 黎 曼 曲面 , 这 个 黎 曼 曲面 无 限 次 地 覆盖 Cu 的 域 , 但 在 此 域 中 不 分 枝 ! 

我 们 现在 不 得 不 问 : 对 于 任意 的 C4 能 不 能 这 样 做 ? 这 样 在 我 们 面前 就 出 现 了 
“ 自 守 函数 的 基本 定理 ”( 虽 然 其 形式 还 不 太 确 定 ), 我 是 在 1882 年 3 月 27 日 在 《 数 
学 年 刊 》 第 20 卷 中 提出 这 个 定理 的 na , 这 是 与 庞 加 莱 1881 年 的 文章 相关 的 ， 

我 们 在 这 里 只 是 想 说 明 我 们 对 各 种 情况 最 初 的 列举 是 无 矛盾 的 . 我 们 把 s 平 
面 上 的 极限 圆 看 成 是 已 给 的 , 而 且 在 o03 个 线性 变换 (每 个 线性 变换 含有 3 个 参数 ) 
下 变 为 自身 . 

我 们 现在 做 一 个 任意 的 14 边 形 作为 Ca 的 基本 域 , 其 边缘 用 一 族 已 给 的 线性 
变换 成 对 地 连接 起 来 . 如 318 页 所 示 , 在 两 个 理想 的 顶点 O 和 O' 上 , 顶 角 和 均 为 
27, 所 以 s 在 相应 的 亏 格 为 3 的 黎 曙 曲面 上 可 以 是 不 分 枝 的 . 边 可 以 7 次 配对 , 给 
出 了 7 个 条 件 , 而 在 O 与 0' 处 项 角 和 为 2r, 又 给 出 了 两 个 条 件 . 

这 样 , 多 边 形 依赖 于 2.14 一 7 一 2 = 19 个 实 常 数 ; 但 是 其 中 只 有 16 个 有 作用 ， 
因为 如 果 用 保持 极限 圆 不 变 的 co3 个 线性 变换 中 的 任 一 个 作用 于 它 , 这 个 Cs 不 会 

从 另 一 条 途径 , 考虑 最 一 般 的 C4 曲线 , 我 也 能 得 到 同样 的 数字 16. 因为 我 们 
已 经 看 到 , 这 样 的 C4 还 依赖 于 3p 一 3 = 6 个 黎 曼 “ 模 数 ” ( 见 第 7 章 266 页 p=3 
时 的 公式 ), 即 6 个 绝对 不 变量 . 它们 是 6 个 复数 , 因此 也 就 是 12 个 实数 . 此 外 , 还 
有 Ca 上 的 两 个 点 O，O' 可 以 任意 选取 ; 这 两 个 点 把 7 条 割 口 连接 起 来 , 就 可 以 给 
出 属于 Cs 的 黎 曼 曲面 的 划分 , 相应 于 s 平面 上 的 14 边 形 . 在 0 的 黎 曼 曲面 上 的 
这 两 个 点 , 又 依赖 于 两 个 实数 . 所 以 我 们 总 共 得 到 了 16 个 实 常数 . 

把 要 点 总 结 起 来 , 我 们 看 到 了 , 模 函 数 , 或 者 更 一 般 的 三 角形 函数 , 引导 至 一 般 
的 自 守 函数 , 它们 在 一 个 圆 内 是 单 值 的 , 而 这 个 圆 就 是 极限 圆 . 

这 些 还 不 是 仅 有 的 单 值 自 守 函 数 : 事实 上 有 无 穷 多 种 其 他 的 单 值 自 守 函 数 , 例 
如 从 黎 曼 1876 年 的 《 遗 著 》 中 , 人 们 就 已 经 知道 这 一 点 , 而 后 来 又 由 肖 特 基 重 新 发 
现 的 那些 函数 ( 见 肖 特 基 1876 年 在 柏林 的 学 位 论文 , 发 表 于 Crelle 杂志 第 83 卷 
(1877) 上 ) 也 是 单 值 自 守 函数 ， 它 们 的 不 连续 域 是 这 样 构成 的 : 先是 有 n 个 分 开 


8] 后 来 被 称 为 “极限 加 定理 ”(Grenzkreistheorem). 见 克 菜 因 《 全集) 第 3 卷 627 页 以 下 . 
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的 圆 盘 , 对 其 每 一 个 作 反 演 就 可 以 得 到 . 如 果 把 这 个 起 始 的 区 域 无 限 地 做 对 称 的 复 
制 ,就 会 得 到 全 平面 的 一 个 覆盖 , 但 有 极限 点 例外 , 它们 构成 一 个 不 可 数 集合 . (在 
Klein-Fricke, Automorphe Funktionen, Bd. II 的 418, 432, 439, 435 各 页 上 有 所 有 各 
种 的 图 形 .) 


现在 是 时 候 了 , 我 要 讲 一 下 朱 尔 斯 . 享 利 . 庞 加 莱 (Jules Henri Poincar6, 1854 一 
1912, 法 国 数学 家 , 以 下 我 们 都 简单 地 称 为 庞 加 菜 ) 的 出 现 以 及 我 们 之 间 逐 渐 发 展 
起 来 的 个 人 关系 , 而 这 个 关系 是 整个 和 目 守 函数 这 个 主题 往 后 的 发 展 的 基础 591 . 

我 要 先 对 用 语 作 一 点 说 明 ， 当 庞 加 莱 开 始 工作 时 , 他 对 德国 人 的 工作 的 了 解 
颇 有 人 欠缺, 他 把 具有 极限 圆 的 群 称 为 “ 富 克 斯 群 ” (groupe fuchsiens), 其 实 富 克 斯 
当 不 起 这 个 称呼 .后 来 我 让 他 知道 了 一 般 的 自 守 函数 , 他 又 称 之 为 “ 克 莱 因 通 数 ” 
(fonctions kleinéennes)， 这 样 就 出 现 了 历史 方面 的 大 混乱 , 因为 在 德国 已 经 普遍 接 
受 了 我 的 建议 : 不 要 用 任何 人 名 , 而 直接 称 之 为 “ 自 守 函数 ”, 然后 在 目 守 肾 数 中 辐 ， 
再 来 区 分 那些 具有 极限 圆 的 , 或 者 具有 无 限 多 个 极限 点 的 , 等 等 . 

由 于 后 来 庞 加 莱 对 于 我 们 这 门 科 学 有 突出 的 重要 性 , 我 要 给 出 一 些 时 间 方 面 的 
资料 . 

庞 加 菜 ,和 埃 尔 米 特 一 样 , 生 于 南 锡 (Nancy, 法 国 东北 部 的 大 城市 ), 著名 的 法 
国 总 统 29 雷 蒙 . 庞 加 莱 是 他 的 和 演 第 . 他 在 中 学 时 期 就 已 经 有 突出 的 成 就 , 使 他 引 
人 注目 地 区 别 于 其 他 有 开拓 性 的 天 才 人 物 . 1873 年 , 他 通过 了 以 入 学 严格 著称 的 考 
试 , 以 第 一 名 进入 巴黎 高 工 ; 1875 年 他 又 被 矿业 学 校 (Ecole de Mines) 录取 (巴黎 
高 工 最 出 色 的 毕业 生 总 想到 这 个 学 校 去 , 因为 到 了 那里 , 也 就 打开 了 通 向 最 优惠 的 
国家 职务 之 路 )， 然 而 他 不 愿 受 到 研究 实际 问题 的 限制 , 对 这 类 问题 , 他 并 无 才能 . 
1879 年 他 转向 大 学 生涯 , 到 卡 昂 (Caen, 法 国 北部 诺曼底 半岛 底部 的 一 个 海滨 城市 ) 
的 理学 院 (Facwulté des Sciences) 当 任 课 教 员 (Chargé des cours) (在 外 省 大 学 教书 ， 
通常 都 是 这 样 开始 的 ). 1881 年 起 , 庞 加 莱 来 到 巴黎 , 担任 了 各 种 职务 , 先是 教 分 析 ， 
从 1885 年 起 教 数学 物理 , 而 从 1896 年 起 则 是 天 文学 . 从 这 些 时 间 资 料 就 可 以 看 到 ， 
他 的 工作 领域 是 怎样 一 步 步 扩 大 的 . 1887 年 他 成 了 巴黎 科学 院 院士 , 以 后 又 有 多 种 
采 誉 职务 , 所 以 , 他 成 了 法 国 数学 的 公认 的 主要 代表 , 得 到 广泛 的 承认 和 尊崇 , 成 为 
祖国 的 泡 采 . 1912 年 , 在 一 次 手术 以 后 狂 然 去 世 . 

关于 他 , 传记 资料 很 多 , 例如 有 Lebon 在 《 当代 学 者 》(Savants de jour, Gauthier- 
Villars, Paris, 1909) 一 书 中 为 他 写 的 传记 ， 还 有 Toulouse 写 的 一 本 书 ， 对 庞 加 菜 在 

19 关于 后 文 , 也 请 参看 克 芋 因为 他 的 《 全 集 》 所 作 的 补充 说 明 , 特别 是 《 全集》 第 3 卷 577 页 以 
下 , 还 有 此 书 577 页 以 下 的 克 莱 因 和 庞 加 莱 的 通信 .一 一 德 文本 编者 注 

ol 雷 蒙 . 庞 加 莱 , Raymond Poincaré, 1860 一 1934, 曾经 五 次 担任 法 国 总 理 , 而 在 1913- 1920 ( 包 
括 第 一 次 世界 大 战 期 间 ) 任 法 国 总 统 . 雷 蒙 的 父亲 是 昂 利 . 庞 加 菜 的 亲 叔 父 . 为 了 区 分 这 些 亲 成 


关系 , 译文 中 在 开始 时 , 特意 把 作为 数学 家 的 庞 加 莱 称 为 享 利 . 庞 加 莱 , 而 在 不 会 发 生 误会 时 , 才 
直 称 庞 加 莱 .- 中 译本 注 
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知识 方面 作 了 心理 的 分 析 c1 . 

我 现在 试 着 来 刻画 作为 数学 家 的 庞 加 莱 . 

他 的 多 产 与 多 方面 的 才能 是 非 同 寻常 的 , 使 人 想起 柯 西 . 甚至 在 他 的 晚年 , 他 
掌握 来 自 精 确 科学 的 不 论 哪个 部 门 的 问题 , 都 是 轻而易举 , 而 且 创 造 性 地 变换 它们 ， 
处 处 都 指出 新 的 途径 . 

毫 无 疑问 , 他 的 多 方面 的 才能 , 部 分 地 应 该 归功 于 他 受到 了 巩固 地 精巧 配合 起 
来 的 法 国教 育 系统 的 彻底 的 教育 , 在 这 种 教育 之 下 , 要 求 从 早年 起 就 从 各 个 方面 来 
掌握 整个 数学 的 各 个 部 门 一 一 这 与 我 们 在 德国 的 情况 颇 为 不 同 , 在 德国 , 成 长 着 的 
数学 家 们 很 乐意 跟随 一 位 导师 , 这 对 于 开始 产 出 第 一 项 特定 的 (ed hoc) 工作 是 有 好 
处 的 , 但 是 再 也 走 不 远 了 . 在 个 人 关系 上 , 庞 加 莱 没 有 架子 , 善于 与 人 共事 , 但 是 接 
纳 别 人 的 多 , 与 人 交流 的 少 . 

庞 加 莱 属 于 真正 天 才 的 那 种 人 , 处 处 都 能 一 眼看 中 要 害 . 对 于 他 , 几何 和 分 析 
是 同样 得 到 发 展 的 , 发 现 的 才能 和 证 明 的 才能 是 均衡 的 . 他 只 是 忽略 了 数学 的 真正 
的 应 用 , 这 一 点 与 阿 基 米 德 、 牛 顿 和 高 斯 这 样 的 研究 者 恰 成 对 照 , 后 几 位 还 能 同时 
处 理 实验 和 量度 , 所 以 我 以 为 他 们 的 成 就 比 庞 加 莱 更 高 . 自然 , 庞 加 菜 也 有 不 足 之 
处 . 像 柯 西 一 样 , 他 发 表 东 西 很 快 , 因此 对 形式 不 甚 关心 . 说 真 的 , 在 他 第 一 批 来 势 
如 急 风 又 雨 的 文章 中 , 就 不 乏 急 就 章 , 甚至 有 许多 错误 与 夸大 之 处 . 但 是 , 另 一 方 
面 , 他 又 逐渐 地 发 展 起 来 一 种 才气 横 溢 而 且 流 畅 的 风格 , 再 加 上 充溢 了 丰富 的 深刻 
思想 , 使 得 他 的 著名 的 数学 -哲学 著作 大 获 成 功 . 

他 处 处 与 他 的 导师 埃 尔 米 特 形成 对 照 . 后 者 常 把 工作 中 对 于 细节 的 小 心 谨慎 放 
在 第 一 位 , 以 至 于 有 时 脱离 了 所 探索 的 心脏 , 走 上 了 和 收 路 (我 特别 想到 了 他 在 1866 
年 关于 五 次 方程 的 全 面 的 工作 , 他 在 其 中 不 必要 地 把 他 的 理论 与 二 元 五 次 形式 的 不 
变 式 理论 混在 一 起 ). 

庞 加 莱 的 成 就 的 全 部 意义 , 只 有 在 这 本 讲义 以 后 的 各 章 里 才能 看 清 za . 在 这 里 ， 
我 只 想 联系 者 我 的 工作 , 来 对 他 关于 目 守 函数 的 早期 (1881 一 1882 年 ) 工作 做 一 个 
概述 . 他 在 这 个 主题 方面 的 论文 , 除了 他 的 偏 微分 方程 方面 的 论文 以 外 , 是 庞 加 莱 
的 工作 的 开始 . 1880 年 , 他 向 巴黎 科学 院 提 交 了 一 篇 悬赏 求 奖 的 论文 , 其 中 已 经 涉 
及 目 守 函数 . 紧 接着 就 在 1881 年 , 在 《巴黎 科学 院 通报 》 第 92 和 93 卷 上 发 表 了 
一 大 批文 章 . 就 在 这 一 年 , 庞 加 莱 发 表 了 不 少 于 13 篇 文章 , 这 些 结果 后 来 放 在 一 起 ， 
又 发 表 在 《数学 年 刊 》 第 19 卷 553-564 页 上 , 即 庞 加 莱 《 人 全集》(G@uores) 第 2 卷 


[31] H. Toulouse, 及 Poincaré，Paris,，1910， 在 意大利 的 Rendiconti del Circolo matematico di 
Palermo, vol. 36 (1913), Supplement, p. 13-32 上 上 庞 加 菜 的 计 告 中 有 一 个 纲要 ; G. Darboux 为 他 
写 了 一 篇 让 告 , 作为 他 的 《全 集 》 (Guores) 的 引言 . 最 后 ，Acta Mathematica 的 第 39 卷 (1921) 
整个 一 卷 都 是 题 献 给 庞 加 菜 的 . 

523 殉 莱 因原 来 计划 在 这 本 讲义 里 为 庞 加 莱 (还 有 李 ) 另 立 专 章 . [但 是 , 即 令 在 本 书 第 二 卷 中 , 也 
没有 这 样 的 专 章 .一 -中 译本 补 注 ] 一 一 德 文本 编者 注 
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12 页 以 下 , 标题 为 “ 论 在 线性 变换 下 重 现 的 单 值 函数 ” (Sur les fonctions uniformes,， 

guise reproduisent par les substitutions linéaires) 

z 这 篇 文章 主要 处 理 的 是 具有 极限 圆 的 函数 . 其 中 的 新 意 在 于 : 首先 , 庞 加 羔 勇 
敢 地 构造 了 最 一 般 的 基本 域 , 而 我 只 是 在 p = 3 的 情况 用 14 边 形 作 了 一 个 概述 ; 当 

然 , 我 也 考虑 过 一 般 的 情况 , 但 是 我 太 紧 地 受到 了 一 种 束缚 , 就 是 一 定 要 按照 对 称 

原理 用 反 演 来 生成 基本 域 这 个 方法 的 束缚 . 第 二 , 庞 加 莱 给 出 了 自 守 函数 的 解析 构 

造 方法 , 即 所 谓 卡 加 菜 级 数 (他 本 人 称 之 为 9 级 数 ). 设 有 线性 变换 


< 一 QiS+ bi 
ViSG 十 5 


之 群 (这 里 使 用 记号 “, 而 不 像 前 面 那样 使 用 记号 s), 各 以 实 轴 作为 极限 圆 , 则 o,fB;， 


i, 5 为 实数 . 令 此 和 群 为 不 连续 群 , 就 是 设 它 有 有 限 的 不 连续 域 . 回 到 不 连续 域 位 于 
有 限 平面 内 的 情况 , 庞 加 莱 考 虑 级 数 


oi0i; — Piyi= 1 


1 
2 (is 十 5) 
它 使 我 们 回想 起 椭圆 模 也 数理 论 中 的 艾 森 斯 坦 级 数 (Rausenberger 在 《 数学 年 刊 1882 
年 第 20 卷 里 作 了 精确 的 比较 ), 庞 加 莱 证 明了 当 m > 2 时 , 此 级 数 绝对 收敛 . 把 它 


齐 次 地 写 为 
1 


一 《isl 十 0ico) 


立刻 可 见 它们 是 自 守 形式 . 如 何 从 这 些 形 式 作 出 自 守 函数 来 , 这 是 很 清楚 的 , 只 要 
取 商 即 可 . 这 与 椭圆 模 函数 理论 中 J 的 构造 方法 有 精确 的 类 同 之 处 . 

最 后 , 庞 加 莱 认 识 到 这 些 新 函数 在 单 值 化 上 的 力量 . 特别 是 , 他 提出 了 我 所 说 
的 第 一 基本 定理 , 并 且 对 于 简单 的 [schlicht| z 平面 , 提出 了 “极限 圆 定理 ”[Gren- 
zkreistheorem|. 

设 a1，… ,am 为 z 平面 上 任意 7 个 点 , 而 有，… ,有 为 对 这 些 点 依次 指定 
的 任意 整数 ; 在 极限 情况 下 , 它们 可 以 是 无 穷 大 . 于 是 恒 有 一 个 (而 且 本 质 上 只 有 一 
个 ) 单 值 的 可 逆 函 数 

1 
(be 


(包括 co(0, .… , 0; z) 作为 极限 情况 ). 这 时 , 反 函 数 z(c) 只 在 5 平面 上 的 “极限 圆 ” 
内 存在 ; z 平面 上 以 oi 为 项 的 角 , 在 此 贞 射 之 下 必 缩 小 为 原来 大 小 1/4. 

这 些 冰 数 的 每 一 个 都 能 把 很 大 一 类 函数 单 值 化 . 在 所 有 4; 均 为 无 限 的 极限 情 
况 下 , 甚至 能 把 所 有 仅 在 al, .… ,a 诸 点 分 校 的 z 的 函数 单 值 化 ,而 不 问 它 们 是 
怎样 分 校 的 . 
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我 们 看 到 , 这 就 是 我 们 前 面 天 于 


1 1 1 
(a 12" 1 = 
的 断言 的 推广 (12，;13 分 别 对 应 于 0，1，oo). 区 别 在 于 , 当 n= 3 时 , 这 个 s 画 
数 所 满足 的 微分 方程 (这 时 只 有 3 个 奇 点 ) 可 以 立即 写 出 来 . 而 n > 3 时 , 在 确定 
了 oa 和 1; 以 后 , 微分 方程 中 还 有 n 一 3 未 知 的 常数 , 而 只 能 通过 极限 圆 内 的 单价 
的 可 逆 性 才能 证 明 其 单价 的 确定 性 ( 另 一 方面 ,m = 3 又 是 i 可取 任 意 值 的 最 低 的 
情况 ). 

我 从 1881 年 6 月 开始 的 与 庞 加 莱 的 通信 , 对 于 他 在 上 面 说 到 的 在 《数学 年 
刊 》19 卷 上 的 综合 文章 已 经 有 了 一 些 影响 . 当 他 还 在 《巴黎 科学 院 通报 少 上 发 表 他 
的 那些 短文 时 , 他 对 黎 曼 的 理论 还 没有 清晰 的 知识 , 既 不 知道 曲面 的 亏 格 p (更 不 
说 施 瓦 效 给 予 这 个 理论 的 新 基础 了 ), 也 不 知道 我 们 在 《数学 年 刊 》 上 发 表 的 那些 文 
章 , 但 是 他 以 惊人 的 速度 掌握 了 这 一 切 . 也 是 我 第 一 个 提醒 他 , 除了 具有 极限 圆 的 
自 守 函数 以 外 , 还 有 无 穷 多 其 他 类 型 的 目 守 函数 z3 . 

我 现在 可 以 一 一 例如 作为 前 面 的 说 明 的 补充 一 一 来 讲 一 下 我 自己 在 这 个 主题 
方面 的 工作 了 ， 那 时 , 在 1881 年 , 我 正在 从 事 于 把 黎 曼 的 “代数 函数 及 其 积分 ” 
(Theorie der algebraischen Funktionen und ihrer Integrale) 那 本 小 书 的 基本 思想 写 
出 来 59 , 那 是 1881 年 秋 , 而 在 当年 圣诞 节 交 稿 , 但 是 注 明 的 日 期 却 是 1882 年 . 这 
项 工作 除了 其 他 内 容 以 外 , 还 包含 了 一 项 本 质 上 新 的 洞察 , 即 同 样 亏 格 p 的 黎 受 曲 
面 构成 一 个 连通 的 流 形 ( 施 瓦 效 一 直 对 此 有 怀疑 , 因为 他 惯 于 按照 代数 艇 的 法 式 对 
它们 加 以 分 类 , 而 这 种 法 式 来 自 魏 尔 斯 特 拉 斯 ), 由 此 出 发 , 我 就 能 把 庞 加 莱 对 于 简 
单 [schlicht| z 平面 提出 的 基本 定理 推广 到 具有 任意 亏 格 2 的 黎 曼 曲面 上 ， 也 推广 
到 不 一 定 具 有 确定 的 极限 圆 的 目 守 函数 上 . 

我 关于 这 一 点 的 第 一 篇 短文 于 1882 年 的 新 年 发 表 在 《数学 年 刊 》 第 19 卷 上 ， 
( 即 克 菜 因 《 人 全集》 第 3 卷 622 页 以 下 ), 文中 把 这 两 个 推广 合并 起 来 了 . 我 不 想 在 
此 详 论 这 篇 文章 , 而 立即 转 到 我 的 第 二 篇 短文 , 它 发 表 在 3 月 27 日 的 人 《数学 年 刊 》 
第 20 卷 上 ( 即 克 莱 因 《全 集 》 第 3 卷 , 627 页 以 下 ). 在 此 文中 , 我 发 表 了 极限 圆 情 
况 下 的 中 心 定理 〈 即 前 面 说 的 极限 圆 定理 [Grenzkreistheorem|), 我 这 样 称 呼 它 , 因 
为 它 特别 简单 ; 具体 说 来 , 就 是 可 以 用 一 种 方法 , 而 且 本 质 上 只 能 用 一 种 方法 , 用 具 
有 极限 圆 的 自 守 晴 数 , 把 任意 的 具有 亏 格 p > 2 的 没有 分 枝 扣 的 黎 曼 曲 面 单 值 化 . 

这 个 定理 , 如 同 我 发 表 在 《数学 年 刊 》1882 年 第 21 卷 的 对 我 的 整个 理论 的 综 
合 文章 ( 即 克 菜 因 《人 全集》 第 3 卷 630 页 以 下 ) 一 样 , 是 在 外 部 条 件 极为 困难 时 提 

[23] 关于 庞 加 莱 的 工作 的 错误 之 处 , 请 看 克 莱 因 《全 集 》 第 3 卷 714 页 以 下 . 


24] 有 英 译 本 : F. Klein, On Riemann’s theory of algebraic functions and their integrals, MacMillan 
and Bowes, 1893. 中 译本 注 
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出 的 . 我 愿意 讲 一 下 这 一 点 , 是 担心 它 将 随 着 我 的 生命 一 同 消逝 , 而 且 , 时 间 已 经 过 
去 了 那么 久 , 我 也 能 比较 客观 地 来 对 竺 这 件 事 情 了 . 

自从 我 1880 年 秋 来 到 莱比锡 , 不 论 是 科学 研究 , 还 有 组 织 和 教学 工作 , 都 对 我 
提出 了 很 高 的 要 求 . 由 于 健康 原因 , 1881 年 秋季 , 我 是 在 北海 边 的 波 库 姆 (Borkum) 
岛 度 过 的 . 我 在 那里 写 关 于 黎 曼 的 那 本 小 书 , 找到 了 我 在 4 数学 年 刊 ?第 19 卷 上 发 
表 的 基本 定理 , 但 是 我 一 直到 圣诞 节 的 假日 里 才 把 它 写 出 来 . 按照 医生 的 意见 , 我 
又 回 到 北海 边 去 过 1882 年 的 复活 节 ; 我 来 到 了 诺 德 内 (Nordeney) 岛 , 在 那里 , 我 
想 在 平静 中 写 出 关于 黎 曼 的 小 书 的 第 二 部 分 , 在 其 中 , 我 想 做 出 已 知 黎 曼 曲面 上 代 
数 函 数 存在 的 新 证 明 . 但 是 我 在 那里 只 呆 了 八 天 , 因为 住 在 那里 有 很 大 的 麻烦 : 强 
大 的 风暴 使 我 不 能 外 出 , 我 又 患 上 了 严重 的 哮 嘴 . 我 决定 尽快 回 到 我 在 杜 塞 尔 多 夫 
的 家 乡 . 但 是 在 最 后 一 天 , 即 3 月 22 日 到 23 日 , 在 夜里 3 点 30 分 一 一 当时 我 因 
为 哮喘 靠 在 沙发 上 一 一 中 心 定理 突然 显现 在 我 心目 中 , 其 实 , 在 我 发 表 在 《数学 年 
刊 /第 14 卷 的 14 边 形 的 图 形 ( 即 克 莱 因 《 全 集 》 第 3 卷 126 页 ) 时 , 已 经 预见 到 了 
这 个 定理 . 第 二 天 下 午 , 在 从 诺尔 顿 (Norden) 到 艾 姆 顿 (Emden) 的 邮 车 里 , 我 又 
详细 思考 了 这 个 定理 的 全 部 细节 . 那 时 , 我 知道 我 已 经 得 到 了 一 个 大 定理 . 到 了 杜 
塞 尔 多 夫 以 后 ， 我 立即 把 它 写 出 来 , 注 明 日 期 为 3 月 27 日 , 把 它 寄 到 Teubner 出 版 
社 , 并 且 把 抽 印 本 寄 给 了 上 庞 加 莱 、 施 瓦 效 和 赫 尔 维 茨 . 施 瓦 兹 因为 算 错 了 一 个 常数 ， 
开始 还 不 相信 这 个 定理 是 正确 的 , 但 是 他 后 来 提出 了 一 个 新 证 法 的 基本 思想 . 


证 明 实 际 上 是 很 困难 的 . 我 使 用 了 所 谓 的 连续 性 方法 , 就 是 把 具有 同一 亏 格 p 
的 歼 曙 曲面 的 流 形 与 相应 的 具有 极限 圆 的 自 守 群 的 流 形 相 比 较 . 我 从 来 没有 怀疑 
这 个 方法 是 正确 的 , 但 是 我 处 处 发 现 了 我 对 于 函数 论 的 知识 有 漏洞 ,或 者 发 现 函数 
论 本 喘 有 漏洞 . 所 以 , 我 只 能 假设 这 些 困难 已 经 被 解决 了 , 但 事实 上 一 直到 30 多 年 
以 后 的 1912 年 , 它们 才 由 窥 贝 完全 解决 . 


这 不 能 妨碍 我 提出 甚至 更 加 一 般 的 定理 , 它们 包括 了 我 在 1882 年 夏天 发 表 在 
《数学 年 刊 》 第 19 和 20 卷 上 的 那些 结果 , 也 不 能 妨碍 我 在 讨论 班 的 讲演 里 给 出 完 
整 的 思想 , 后 来 由 施 图 第 (Eduard Study, 1862 一 1930, 德国 数学 家 ) 把 它们 写 了 下 
来 . 我 大 部 分 工作 都 是 这 样 做 的 : 先 就 这 项 工作 作 一 些 演讲 , 然后 在 假期 里 把 它们 
编辑 出 来 . 1882 年 秋季 假日 里 我 在 图 林 根 州 (Thiiringen) 的 塔 巴 效 (Tabarz) 开始 
写 发 表 在 《数学 年 刊 》 第 21 卷 上 的 文章 , 并 于 1882 年 10 月 6 日 完稿 . 这 篇 文章 
虽然 大 部 分 仍 不 完全 , 问题 也 未 解决 , 但 是 基本 的 思路 整体 上 保留 下 来 了 , 没有 被 
庞 加 莱 后 来 发 表 在 新 创立 的 杂志 4cta Mathematica 的 1、3、4、5 各 卷 的 文章 ( 见 
庞 加 莱 《 全 集 》 第 2 卷 108 页 以 下 ) 所 取代 

事实 上 , 我 还 是 比 庞 加 莱 超 前 了 一 点 , 因为 我 的 抽 印 本 是 在 1882 年 11 月 底 寄 
出 的 , 而 包含 了 庞 加 莱 第 一 篇 文章 的 Acta 第 一 期 在 1882 年 12 月 才 出 版 . 此 外 , 这 
一 期 还 只 登载 了 这 个 理论 的 第 一 部 分 , 即 在 有 固定 主 圆 [Haovptkreis| 存在 的 情况 下 
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构造 不 连续 域 . 

我 为 我 的 工作 付出 的 代价 是 极为 高 兄 的 一 一 我 的 健康 完全 崩 演 了 . 下 一 年 , 我 
请 了 长 假 , 停止 了 所 有 创造 性 的 活动 . 直到 1884 年 秋天 以 前 , 情况 并 未 好 转 , 但 是 
我 再 也 不 能 恢复 到 过 去 的 创造 水 平 了 . 我 再 也 没有 能 回来 把 早 前 的 思想 加 以 阐明 
了 . 后 来 , 当 我 来 到 格 丁 根 时 , 我 拓宽 了 我 的 工作 领域 , 从 事 我 们 这 门 科学 的 组 织 工 
作 . 这 样 , 大 家 就 可 以 理解 , 我 为 什么 只 是 偶尔 谈 及 自 守 函数 . 从 1882 年 起 , 我 在 理 
论 数 学 中 的 真正 的 创造 性 活动 就 已 经 相 蔡 了 . 后 来 发 表 的 , 除了 一 些 纯粹 是 讲述 性 
质 的 以 外 , 只 是 做 出 一 些 细 市 . 

这 样 , 庞 加 莱 就 有 了 自由 的 空间 , 到 1884 年 为 止 , 他 接连 发 表 了 5 篇 关于 这 种 
新 函数 的 大 文章 . 在 第 一 篇 里 , 除了 考虑 上 面 已 经 引述 过 的 基本 域 以 外 , 还 考虑 了 
庞 加 莱 级 数 的 理论 . 至 于 基本 定理 , 只 是 在 一 年 以 后 , 庞 加 莱 才 在 第 四 篇 里 处 理 了 
有 极限 圆 存在 的 情况 . 在 这 里 , 庞 加 莱 基 本 上 也 只 是 对 证 明 加 以 补充 , 而 且 并 未 完 
全 完成 证 明 . (请 参见 弗 利 克 1904 年 在 海德 堡 的 第 3 届 国 际 数 学 家 大 会 (ICM) 上 
的 演说 , 会 议论 文集 , 246 页 以 下 .) 此 外 庞 加 莱 也 用 了 连续 性 方法 , 其 结构 和 我 所 
用 的 基本 相同 . 在 其 他 情况 下 庞 加 莱 也 遇 到 了 当时 无 法 逾越 的 困难 , 因为 他 必须 对 
付 开 流 形 (对 于 开 流 形 , 无 法 指定 边缘 ). 


在 这 方面 , 对 于 我 特别 重要 的 是 要 讲 一 下 庞 加 莱 相 对 于 黎 曼 的 地 位 . 庞 加 莱 并 
不 是 从 黎 曼 的 原理 出 发 , 而 是 从 自 守 函数 的 ( 庞 加 莱 的 ) 9 级 数 表示 出 发 , 来 断定 目 
守 函 数 的 存在 的 . 但 是 , 他 的 连续 性 方法 都 必须 以 下 面 的 定理 为 文 持 : 具有 已 给 的 
亏 格 p 的 代数 簇 的 全 体 构 成 一 个 连续 统 ,而 这 必须 在 黎 曼 莫 立 的 基础 上 才能 证 明 . 
所 以 , 在 具有 决定 意义 的 一 点 上 , 庞 加 莱 仍 然 是 有 赖 于 黎 曼 的 , 

说 真 的 , 我 在 《数学 年 刊 》 第 21 卷发 表 的 论文 以 “对 黎 曼 函数 论 的 新 贡献 ” 
(Neue Beitrdge zur Riemannschen Funktionentheorie) 为 题 , 这 个 标题 正 是 历史 发 展 
的 充分 的 表述 .在 本 书 前 面 各 章 所 已 经 触及 的 函数 论 问 题 一 一 这 些 问题 是 与 魏 尔 
斯 特 拉 斯 、 克 莱 布 什 、 布 里 尔 - 诺 特 和 戴 德 金 -韦伯 、 死 罗 内 克 , 还 有 和 希 尔 伯 特 这 些 
名 字 相 联系 的 一 一 甚至 还 超越 这 些 问题 , 在 所 有 关于 函数 论 的 重要 的 努力 之 中 , 都 
保持 了 黎 曼 的 思想 , 这 些 思想 至 今 仍 在 函数 论 中 具有 强大 的 推动 力量 . 


